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Introduccion

Descubierta por el propio Evariste Galois, la correspondencia que lleva su nombre configu-
ra la pieza central de la teoria de extensiones de cuerpos. En su versién clésica, las hipdtesis de
finitud sobre las extensiones consideradas garantizan que no haya demasiados automorfismos
de cuerpos que fijen a una dada subextensién. En efecto, al intentar generalizar esta version
para dimensioén infinita, uno puede encontrar distintos subgrupos del grupo de automorfismos
de una extension que fijan a un mismo subcuerpo (cf. Ejemplo 1.3). Esto fue descubierto origi-
nalmente por Dedekind en 1901, quien sugirié en [Ded01, p.15] que el inconveniente podria
solucionarse haciendo del grupo de Galois una stetige Mannigfaltigkeit: una variedad topolo-
gica. En 1928, Krull propuso en [Kru28] una manera candnica de introducir una topologia
en el grupo de Galois que distinga a los subgrupos cerrados como a ellos que implementen la
Correspondencia de Galois Infinita (cf. Teorema 1.23).

WOLFGANF KRULL
1899-1971, ALEMANIA

En el Capitulo 1, introduciremos la topologia de Krull y demostraremos la corresponden-
cia de Galois para extensiones infinitas. Para ello, se supondrdn como preliminares nociones
basicas de Teoria de Galois en dimension finita, asi como de Topologia General y de (co)limites
de funtores con valores en la categoria de grupos topolégicos.

En el Capitulo 2, aplicaremos lo demostrado en el primer capitulo para describir todas las
subextensiones de la clausura algebraica del cuerpo finito de p elementos, para un primo p.
En primer lugar, daremos una clasificacién de los subgrupos cerrados de los enteros profinitos
(cf. Teorema 2.4), cuya demostracién adaptamos de la clasificaciéon para subgrupos cerrados
de los enteros p-adicos en el libro de John Wilson [Wil98] sobre grupos profinitos. Luego, uti-
lizaremos esta clasificacién para, a través de la correspondencia de Galois, obtener el siguiente
teorema que describe todas las subextensiones de Fp [Fp:

Teorema (2.10). Sea p un primo y Fp /E una subextensién de la clausura algebraica de F,,.
Entonces, para cada primo q existe 0 < i; < oo tal que

E= ] (O For).
q 0

primo n=
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Capitulo 1

Teoria de Galois para extensiones infinitas

La teoria de Galois para extensiones infinitas tiene como objetivo generalizar el clasico
Teorema de Galois para extensiones finitas, normales y separables:

Teorema 1.1 (Correspondencia de Galois finita, Thm. 3.17 [Mil03]). Sea E/F una extensién
de cuerpos normal, separable y de dimensién finita. Hay un isomorfismo de posets contrava-
riante:
{subgrupos H < Gal(E/F)} = {subextensiones E/L/F}
H—El={ac€E:0(a)=a, Yo € H}
Gal(E/L) — L
Ademas, la correspondencia identifica subgrupos normales con subextensiones normales.

Para comprender la naturaleza de la falla en la correspondencia en dimensién infinita,
elaboremos un ejemplo. Comencemos recordando cémo se construye la clausura algebraica
de un cuerpo finito:

Teorema 1.2 (Prop. 4.23 [Mil03]). Sea p un primo. Para cada n € N, clausura algebraica de

IFpn es
Fpn - U ]F me
m=>0

Mads aun, la extension Fpn /Fpn es normal y separable.
Ahora si, veamos el contraejemplo a la Correspondencia de Galois 1.1 en el caso infinito:

Ejemplo 1.3. Sea p un primo y Fp la clausura algebraica del cuerpo de p elementos. Por el

Teorema 1.2, sabemos que la extensién F,/F, es normal y separable, pero es de dimensién
infinita pues para cada nimero natural n € N contiene a la extension F,. /F,,, que tiene grado
n. Consideremos el F,-morfismo de Frobenius:

<I>:IFP—>JFP
a— o

Como ¢ € Aut(Fp /TFp), el subgrupo ciclico generado (@) < Aut(Fp /Fp,) determina una subex-
tension de F,:

=(®) _ T ool — oy —
F, ={a€F,:af =a}=TF,.
Si la correspondencia fuera cierta, esto implicaria que (®) = Aut(Fp /Fp) y por ende el grupo
coincidiria con el ciclico infinito. Veamos que hay un elemento de Aut(Fp /Fp,) que no es una

potencia del endomorfismo de Frobenius. En efecto, consideremos
(bOO =._.¢4!0¢3!0¢2!0¢'
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Capitulo 1. Teoria de Galois para extensiones infinitas 5

Este elemento estd bien definido pues, si n € N, para todo m > n se tiene que tI>m!|]Fpn = idIFPn
y por lo tanto

H° |IFPn =Dy ... 05,
Sin embargo, $°° no es potencia del endomorfismo de Frobenius. En efecto, si existe k € N
tal que #°° = &, para cada n € N deberia ser que ®° |1Fpm =& y por tanto que

T
L
3
|
L

En cualquiera de los casos, |k| es arbitrariamente grande lo cual es una contradiccién, de modo
tal que ®°° ¢ (&), Esto muestra que, en el caso infinito, la correspondencia de Galois 1.1 no
vale considerando todo el poset de subgrupos. En efecto, tanto (®) como el grupo Aut(Fp /Fp)
fijan exactamente a IF,,, pero estos no coinciden.

La necesidad de limitar la cantidad de subgrupos considerados en la correspondencia de
Galois se soluciona introduciendo una restriccién topolégica. En efecto, el camino serd definir
una topologia acorde sobre el grupo de automorfismos de las extensiones para asi restringir la
correspondencia a los subgrupos cerrados.

1.1. Extensiones de Galois

El objetivo para lo que sigue serd revisitar las denominadas extensiones de Galois, pero esta
vez sin restricciones dimensionales. De este modo, definimos:

Definicion 1.4. Sea Q/F una extension de cuerpos. Decimos que §2/F es una extension de
Galois si es normal y separable y notamos Gal(Q2/F) al grupo de automorfismos.

Nos sera de utilidad recordar el siguiente lema sobre extensiones normales:

Lema 1.5. Si Q/F es una extension normal y Q/E es una subextension, entonces todo F-
morfismo o: E — Q se extiende a un F-automorfismo & € Aut(Q/F).

DEMOSTRACION. Procedemos por el Lema de Zorn. Consideremos el poset de pares (L, T)
donde Q/L/E es una extension intermedia y 7: L — £ una extension de o ; ordenado por la
inclusién natural. La unidn filtrante define una cota superior para cualquier cadena, de modo
tal que existe (E, ) un elemento maximal. Veamos que £ = Q y que & es un automorfismo. Si
existiera a € 2\ E, podrfamos extender & a un F-morfismo E[a] — Q enviando a a alguna raiz
del minimal m, r que no esté en la imagen de &. Dicha raiz existe pues Q2 es normal y, por ende,
el minimal tiene todas sus raices en Q2. Ademads, & permuta las raices, de modo tal que si toda
raiz estuviera en la imagen de &, entonces a deberia estar en el dominio, pero por hipétesis
no lo esta. De esta manera, construimos una extensién a £[ a], contradiciendo la maximalidad
de (E,&); lo cual es un absurdo. De esta forma, obtuvimos una extensién &: Q — £. Basta
ver que & es un automorfismo. Si no lo fuera, por el mismo argumento del Lema de Zorn

podriamos extender la inversa 6! : im(o) = Q a un F-morfismo Q — Q, pero si im(G) # 1,

INotar que lo demostrado es equivalente a que el entero profinito ), k! € 7 no es un nimero natural.
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entonces esta extension no seria inyectiva; lo cual es una contradiccidon pues todo morfismo
de cuerpos es inyectivo. En conclusién, necesariamente tenemos que & € Aut(2/F) [ |

Observacion 1.6. Sea ©2/F una extension de Galois y 2/E/F una subextension tal que E/F
es una extension de Galois. Entonces para cualquier morfismo o € Gal(2/E), la restriccién
o | se correstringe a E, pues todo elemento a € E tiene como imagen o(a) alguna raiz de su
minimal m, , que por la normalidad de E/F se factoriza linealmente en E. De este modo, hay
un morfismo de grupos bien definido

resg: Gal(Q2/F) — Gal(E/F),

que por el Lema 1.5 es sobreyectivo.

La manera en que dotaremos de una estructura de grupo topolégico al grupo de automor-
fismos de una extension Q/F viene dada por la siguiente construccion:

Construccidn 1.7. Consideramos el funtor contravariante Gal(—, F) que a cada subextensiéon
Q/M /F tal que M /F es una extension de Galois finita le asigna su grupo de Galois Gal(M /F), y
que a cada inclusién M — N le asigna la restriccién res,, : Gal(N/F) — Gal(M /F). Dotando a
cada grupo de Galois de las extensiones finitas con la topologia discreta, este funtor constituye
un diagrama cofiltrante en la categoria de grupos topolégicos:

Gal(N, F)

resy

(1.8) Gal(MN, F)

resy,

/

Gal(M, F)

Teorema 1.9. Sea Q/F una extension de Galois. Entonces, la restriccion resy, : Gal(2/F) —
Gal(M, F) para cada subextensién de Galois finita M /F induce un isomorfismo de grupos:

Gal(Q/F) = lim Gal(M /F)
o~ (oly)

DEMOSTRACION. Es claro que la restriccién es un morfismo compatible con el diagrama y
por lo tanto induce el morfismo candnico al limite. Veamos que es un isomorfismo de grupos.
En efecto, su ntcleo viene dado por

ﬂ ker(res;;) = ﬂ Gal(©2/M).
MCQ MCQ
Galois finita Galois finita
Como todo elemento en Q2 estd contenido en una subextensién finita, se sigue que el nu-
cleo es trivial y por ende es un monomorfismo. Para ver la sobreyectividad, consideremos
(oy) € hln Gal(M /F). La compatibilidad dice que si M y N son subextensiones de Galois fi-

nitas, entonces resy;n (T ) = Oyav = resynv (O n). En consecuencia, la propiedad universal

2Recordemos que los limites en la categoria de grupos topoldgicos se calculan como en la categoria de espacios
topoldgicos.



Capitulo 1. Teoria de Galois para extensiones infinitas 7

del colimite induce un F-morfismo

o U M —Q

MCQ
Galois finita

a—oyla),siaeM

Este morfismo o € Gal(Q2/F) verifica que resy;(0) = o), para toda subextensién de Galois
finita M /F, de modo tal que la aplicacion del teorema es un isomorfismo de grupos. [ |

Via el isomorfismo de grupos del Teorema 1.9, definiremos la topologia del grupo de Galois
de la siguiente manera:

Definicion 1.10. Si Q/F es una extension de Galois, su grupo profinito de Galois es el grupo
topoldgico Gal(2/F) dotado de la topologia que hace de la aplicacién del Teorema 1.9 un
isomorfismo de grupos topoldgicos, donde cada Gal(M, F) tiene la topologia discreta.

Notemos que esta construccion recupera la correspondencia de Galois en el caso finito:

Observacion 1.11. Si E/F es una extensién de Galois finita, entonces admite finitas subex-
tensiones E/M /F tales que M /F es de Galois y por lo tanto el diagrama del Teorema 1.9 es
finito. Esto dice que Gal(E/F) como grupo profinito es un limite finito de grupos topolégicos
discretos y por lo tanto discreto. En consecuencia, la topologia en el grupo profinito de Galois
es trivial y los resultados en dimensidn finita se extienden sin modificaciones.

1.2. Espacios de Stone

Dado que los espacios topolégicos con los que trabajaremos se presentan como limites de
espacios discretos, merece la pena dedicar un apartado a mencionar las propiedades principa-
les de estos espacios

Definicion 1.12. Un espacio topoldgico X se dice espacio de Stone si existen

= una categoria cofiltrante I,
= un funtor D: I — Top tal que D; es un espacio discreto y finito para todo i € I,
= un homeomorfismo de espacios topoldgicos X = lim D;.

i€l

Algunos ejemplos notables de espacios de Stone son, por ejemplo, los productos arbitrarios
de espacios discretos finitos, el espacio de Cantor o los enteros p-adicos para un primo p €
Z; algunos de los cuales mencionaremos en detalle a continuacién. Los espacios de Stone
son ampliamente estudiados en el marco de las dlgebras de Boole; es decir, los reticulados
distributivos. En particular, un resultado fundamental del area es el siguiente:

Teorema 1.13 ([Joh82, Chapter II, Section 4.4]). La categoria de espacios de Stone junto a
las funciones continuas es equivalente a la categoria opuesta de dlgebras de Boole.

La siguiente proposicion ilustra propiedades topolédgicas destacables de los espacios de
Stone:

Proposicion 1.14. Todo espacio de Stone es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo.

DEMOSTRACION. Sea (D;);e; una familia de espacios discretos indexados por una categoria
cofiltrante I. Es claro que el limite de espacios topoldgicos discretos es Hausdorff, por ser un
subespacio de un producto de espacios T2. A su vez, el producto y subespacio de espacios to-
talmente disconexos es también totalmente disconexo, de modo tal que un espacio de Stone es
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totalmente disconexo. Veamos que liingi - ]_[iel D; es cerrado, y concluyamos por el Teorema
de Tychonoff que el limite es compacto. En efecto, si (x;);c; € lir? D;, entonces existen i,j € [
1€

y un morfismo del diagrama f; ;: D; — D; tales que f; ;(x;) # x;. Consideremos el abierto:

{Oier s yi=xpy;=x} = (xHna U e [ [ o
i€l
Es claro que (x;);e; pertenece a este abierto que estd completamente contenido en el comple-
mento del limite, probando lo buscado. [ |

El siguiente teorema dice que las propiedades topoldgicas del resultado anterior caracte-
rizan a los espacios de Stone

Teorema 1.15 ([RZ10, Theorem 1.1.12]). Un espacio topoldgico X es un espacio de Stone si
y solo si es compacto, Hausdorff y totalmente disconexo.

En parte de la literatura, esta clase de espacios recibe el nombre de espacios profinitos. El
espiritu de este nombre surge de que los limites cofiltrantes de espacios discretos consisten de
una generalizacion intermedia entre los espacios finitos y los espacios compactos.

Definicién 1.16. Diremos que un grupo topoldgico es un grupo profinito si su espacio topo-
l6gico subyascente es un espacio de Stone.

Por lo anterior, el grupo de automorfismos de una extension de Galois es un grupo profinito.
Veamos algunos ejemplos que serdn de interés en el Capitulo 2.

Ejemplo 1.17 (Enteros p-adicos). Fijemos p un ntimero primo y consideremos, para cada n €
N, el grupo topoldgico discreto Z/p"Z. Las proyecciones al cociente Z/p™*1Z - 7Z/p"Z definen
un diagrama cofiltrante

- Z/p*Z — 7|p®Z — 7./ p*Z — Z]pZ.

Llamamos enteros p-adicos al grupo topolégico que es el limite del diagrama anterior y los
notamos Z,. Explicitamente, un entero p-ddico es una tupla (a,),ey que verifica la siguiente
relacion de compatibilidad:

Qni1 = a, (mod p").

Una forma alternativa de caracterizar a los enteros p-adicos, que en efecto justifica su nombre,
viene dada por lo siguiente: cada entero a € Z,, es una serie formal en base p

a= Z a,p",
neN
donde 0 < g, < p para cada n € N y la suma de dos elementos viene dada por la suma de
las series formales, acarreando los coeficientes de la expansion en base p. El espacio de Stone
de enteros p-adicos resulta metrizable y, de hecho, es la completacidn de los nimeros enteros
respecto la métrica p-ddica (cf. [Pom20]).

El siguiente ejemplo configura la manera universal de embeber a los niimeros enteros en
un grupo profinito:

Ejemplo 1.18 (Enteros profinitos). Extendiendo lo realizado en el ejemplo anterior, podemos
considerar el diagrama cofiltrante que, para cada m € N divisor de nN, tiene la proyeccion al
cociente Z/nZ — Z/mZ. En otras palabras, consideramos el diagrama cofiltrante definido por
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el funtor de la categoria poset N con la divisibilidad, que a cada n le asigna el grupo topoldgico
discreto Z/nZ. Definimos el grupo de enteros profinitos como el limite del diagrama:
7 :=1lim Z/nZ.
neN

Los numeros enteros, con la topologia discreta, se insertan diagonalmente en el limite por el
morfismo de grupos continuo Z - Z/nZ, para cada n € N. Explicitamente, un entero profinito
es una tupla (a,),ey tal que, para cada m € N divisor de n € N, se tiene que

a, = a,, (mod m)

La universalidad dice que para cualquier morfismo de grupos continuo Z — H, con valores en
un grupo profinito H, existe un dinico morfismo de grupos continuo Z — H que factoriza al
original (cf. [Wil20]).

Veamos la relacion entre los enteros profinitos y los enteros p-adicos, para cada primo p:

Teorema 1.19 (Teorema chino del resto). Hay un isomorfismo de grupos topolégicos:
A= l_[ Z,
p primo
(@n)nen = ((apn)nen)
DEMOSTRACION. Escribiendo a cada nimero natural n € N como
=[] po
p primo

donde v, (n) es la valuacién p-ddica de n, para cada primo p; el Teorema Chino del Resto da
un isomorfismo de grupos topoldgicos discretos

fuznz> || z/pn™z.

p primo
Estos morfismos de grupos continuos son compatibles con los diagramas inducidos por las pro-

yecciones Z/nZ - Z/mZ, para cada m divisor de n. De esta forma, obtenemos un isomorfismo
de grupos topolégicos

Basta ver que el término de la derecha coincide con el producto de todos los enteros p-adicos.
En efecto, para cada primo p y entero n € N, la proyeccién Z,, » Z/ p"»(MZ induce un morfismo

continuo
. s vy(n
i 1 2t [] 2oz
p primo p primo

Este morfismo es sobreyectivo pues lo es al componer con cualquier proyeccién en el limite.
A su ve.z,. todo elemento no nulo en ]_[p Z, es no nulo al proyectarlf) a Z/p'Z para algun p
y v suficientemente grandes. Como el producto de los enteros p-adicos es compacto y f es
biyectiva y continua, entonces es un isomorfismo de grupos topoldgicos y por lo tanto

2= |1 z,.
p primo

Es directo verificar que la composicion de los isomorfismos coincide con la del enunciado. H



Capitulo 1. Teoria de Galois para extensiones infinitas 10

Gracias al teorema anterior, alternaremos sin ambigiiedad entre las dos caracterizaciones
de los enteros profinitos.

1.3. El grupo profinito de Galois

Expandamos la descripcién de las propiedades topoldgicas para el grupo profinito de una
extensién de Galois Q/F. Las proposiciones de este apartado estdn formuladas en base al
Capitulo 4 de [Bor24], aunque las demostraciones aqui expuestas no remiten a las de Borceux.
Es sabido que un espacio de Stone tiene una base de abiertos y cerrados. Veamos explicitamente
cudl es una base de entornos de la identidad para el grupo Gal(2/F):

Proposicion 1.20. Sea 2/F una extension de Galois. Entonces
{Gal(Q/M) : Q/M/F Galois y finita}
es una base de entornos abiertos y cerrados de id € Gal(2/F).

DEMOSTRACION. Comencemos notando que cualquier subextensién Q/E/F verifica que
Q/E es de Galois. De este modo, tenemos que si M /F es de Galois finita, entonces

Gal(Q/M)={o €Gal(Q/F): o|y =idy} = res&l({id}),

de modo que cada Gal(£2/M) es un entorno abierto y cerrado de id. Basta ver que siid € V esun
entorno abierto basico en limGal(M /F), entonces V contiene un abierto de la forma Gal(2/M)

para alguna subextensién M /F finita y de Galois. Todo entorno basico de la identidad es de la
forma res&l1 (upn-- ﬂres&i(Un), con My, -+, M, subextensiones de Galois finitasy Uy, - - - , U,
entornos abiertos de la identidad en Gal(M;/F), para cadai = 1,--- ,n. Consideremos la ex-
tension de Galois finita dada por la composicion de extensiones N = MM, - - - M,/ F. Notemos
que resy; (o) = idy,, para todo 1 < i < n siy solamente si resy(c) = idy. En consecuencia,
tenemos que
n
. I P _ —1ys —1 —1
id € Gal(2/N) =res, ({idy}) = ﬂ resy, ({idp, }) € rele(Ul) N--N resMn(Un),
i=1

probando que {Gal(Q2/M) : /M /F Galois y finita} es una base de entornos clopen de {id}. W

Notar que la base anterior es de hecho una base de subgrupos abiertos normales, pues
cada Gal(2/M) es el nicleo del morfismo de grupos res,,.

Corolario 1.21. Sea 2/F una extensiéon de Galois, entonces todo subgrupo cerrado H <
Gal(Q/F) es interseccion de todos los subgrupos abiertos que lo contienen.

DEMOSTRACION. Es claro que H estd contenido en la interseccidon de todos los abiertos
que lo contienen. Como todo subgrupo abierto es cerrado, la interseccién de todos los cerra-
dos que contienen a H es también cerrada. Supongamos que existe o en la interseccion de
todos los subgrupos abiertos que contienen a H y que o ¢ H. Esto implica que 0 ¢ H = H
y por ende existe un abierto o € V tal que V N H = (). Para ese abierto, el abierto o'V
es un entorno de id y por la Proposicién 1.20 existe una subextensién de Galois finita M /F
tal que Gal(Q/M) C o~ 'V. En particular, se tiene que oGal(2/M)NH = ( y por ende
o ¢ Gal(Q/M)H. Como Gal(2/M) es un subgrupo normal, se sigue que Gal(2/M)H es un
subgrupo abierto que contiene a H, pero que no tiene a ¢, lo cual es una contradiccién pues
o pertenece por hipotesis a la interseccion de todos los subgrupos abiertos que contienen a
H. [ |
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Gracias a la base de entornos abiertos de la identidad, podemos dar una caracterizacién
alternativa de la topologia del grupo de Galois profinito:

Proposicidon 1.22. Sea Q2/F una extensién de Galois. Entonces, la familia de evaluaciones
{ev,: Gal(Q/F) > Q:aeQ}
es una familia inicial para la topologia de Gal(2/F), dotando a Q de la topologia discreta.

DEMOSTRACION. Comencemos viendo que las evaluaciones son continuas. Sea a € Q'y
consideremos ev, : Gal(2/F). Basta ver que las fibras son abiertas, pues {2 tiene la topologia
discreta. En primer lugar, notemos que

ev;l({a}) ={o € Gal(2/F):o(a)=a} =Gal(Q2/F[a])

es un subgrupo de Gal(Q/F). Ademas, Gal(£2/F[a]) contiene un entorno abierto de la identi-
dad, dado por Gal(€2/M) donde M /F es cualquier subextension de Galois finita que contenga
a a, como por ejemplo el cuerpo de descomposicion de m, r. Luego, cualquier subgrupo de
un grupo topoldgico que contenga un entorno abierto del elemento neutro es inmediatamente
abierto, de modo tal que ev;l({a}) es abierto. Sea x € £ un elemento arbitrario. Si ev;l({x})
es vacio, no hay nada que probar. En caso contrario, existe o € Gal(2/F) tal que o(a) =x, y
podemos considerar la composiciéon

Gal(Q/F) S Gal(Q/F) <% Q.

Como la multiplicacién a derecha por o es un homeomorfismo, es claro que ev;l({x}) es
abierto si y solo si (0*)_1(evgl({x})) lo es. Este tltimo conjunto coincide con

(o) M(ev'({x})) = {T € Gal(Q/F) : (o (a)) = x} = ev ' ({x}).

Por el mismo argumento que antes, resulta que este conjunto es un abierto de Gal(2/F),
probando que las evaluaciones son continuas. Veamos que es inicial. Para ello, supongamos
que f: X — Gal(f2/F) es una funcién tal que ev, o f : X — 2 es continua para todo a € €.
Por la Proposicion 1.20, f es continua si y solo si para toda extensién de Galois finita M /F y
o € Gal(Q2/F) se tiene que

fH(oGal(Q/M)) = f (resy ({0 |y 1))

es abierto. En efecto, si M = F[ay,- -, a,], entonces

res&l({(ﬂM}) ={t€Gal(Q/F):t(a;))=0(a;),V1<i<n}= ﬁeV;il({U(ai)}),
i=1

de manera tal que
n

F N (oGal(@/M)) = ((evq, o F) ({o(a)})

i=1
es un clopen porque ev,, o f es continua para cada 1 <i<n. [ |

1.4. La correspondencia de Galois

Ya estamos listos para explorar la generalizacién de la Correspondencia de Galois para
dimension infinita. Comenzaremos enunciando la correspondencia y luego la demostraremos
utilizando una serie de lemas, siguiendo la exposicién de [Bor24].
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Teorema 1.23 (Correspondencia de Galois). Sea /F una extension de cuerpos de Galois. Hay
un isomorfismo de posets contravariante:

{subgrupos cerrados H < Gal(Q2/F)} = {subextensiones Q/E/F}
H- 0 ={aeQ:0(a)=a, Yo €H}
Gal(QQ/E) —~ E

Ademads, la correspondencia identifica subgrupos normales con subextensiones normales y
subgrupos abiertos con subextensiones finitas.

Para ver la buena definicion del isomorfismo, primero debemos ver que para cualquier
subextension Q/E/F, el grupo de Galois Gal(£2/E). Por la Proposicién 1.20 sabemos que el
grupo de Galois es clopen cuando M /F es de Galois finita, pero todavia resta ver que el grupo
de Galois es cerrado para cuando E/F es arbitraria.

Lema 1.24. Sea §2/F una extensién de Galois y E/F una subextensién. Entonces Gal(Q/E) <
Gal(©2/F) es cerrado.

DEMOSTRACION. Veamos primero que es cierto cualquier subextension finita E/F. En ese
caso, existe E < M < Q tal que M /F es de Galois finita, por ejemplo tomando la composicién de
todos los cuerpos de descomposicién de los finitos generadores de E/F. En ese caso, tenemos
que Gal(Q2/M) < Gal(Q2/F) es clopen. Més atin, como

id € Gal(/M) < Gal(Q/E),

esto implica que Gal(2/E) contiene un subgrupo abierto y por ende es también clopen. En
efecto, es abierto pues es union de los trasladados oGal(2/M), para cada o € Gal(2/E), y es
cerrado pues si o ¢ Gal(2/E), entonces oGal(Q2/M) N Gal(2/E) = 0. Finalmente, si E/F es
cualquier subextensién, tenemos que

Gal(Q/E) = (] Gal(2/F[a])

a€E

y por ende Gal(Q2/E) es cerrado. [ ]

Para probar que las asignaciones son inversas mutuas, usaremos como herramienta el si-
guiente lema:

Lema 1.25. Sea H < Gal(£2/F) un subgrupo y o € Gal(Q2/F) tal que para toda subextensién
de Galois finita M /F existe T € H tal que

oly =7ly.
Entonces o € H.

DEMOSTRACION. Basta ver que cualquier entorno bésico de o interseca a H no vacio. Por
la Proposicion 1.22, basta ver que para cualquier coleccion finita a4, -, a, € Q se tiene que

(ev;l1 (o(aq))N ev;zl(o(az)) N---N ev;nl(o(an))) NH# .

Sea M /F una subextensién de Galois finita que contenga a a4, --- , @, y consideremos, por hi-
potesis, algtin T € H tal que o|y; = 7|y. Como 7(a;) = o(a;) para todo 1 < i < n, concluimos
que la interseccion anterior es no vacia y por ende que o € H. [ |
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En lugar de probar que las asignaciones en la Correspondencia de Galois son inversas
mutuas, probaremos una proposicion ligeramente mads fuerte que resulta de interés por si
sola:

Proposicion 1.26. Sea 2/F una extension de Galois y H < Gal(£2/F) un subgrupo. Entonces
H = Gal(Q/Q).
En particular, si H es cerrado entonces H = Gal(Q2/Q).

DEMOSTRACION. Es claro que para todo o € H, si a € QF entonces o(a) = a. En otras
palabras, H C Gal(Q2/QF). Como este tiltimo es cerrado por el Lema 1.24, obtenemos la con-
tencién H C Gal(Q/9Q). Sea o € Gal(2/QH); es decir, un F-morfismo tal que

(t(e)=a,YT€H) = o(a)=oa.

Por el Lema 1.25, basta probar que para cualquier subextensién de Galois finita M /F, existe
T € H tal que oy = 7|y Consideremos el subgrupo H,; = resy(H) < Gal(M/F). Por la
Correspondencia de Galois finita 1.1, tenemos que

H,, = Gal(M /M),

Por hipdtesis, si @ € M es tal que 7|y;(a) = a para todo 7 € H, entonces o(a) = a. En otras
palabras, tenemos que resy; (o) € Gal(M /M) y por ende existe resy(t) € Hy, con T € H
tal que oy = 7|y . Esto prueba que o € H y por lo tanto la igualdad deseada. [ |

El resultado de la proposicion anterior no deberia sorprendernos, considerando la conclu-
sién del Ejemplo 1.3. Ahora si, terminemos de demostrar la correspondencia:

DEMOSTRACION. (Teorema 1.23). Es directo verificar que las asignaciones son morfismos
de posets contravariantes. Por la Proposicidon 1.26 ya hemos probado que una de las compo-
siciones en la correspondencia es la identidad. Por otra parte, si 2/E/F es una subextensién

arbitraria, es claro que
E C QG&I(Q/E).

Si a € QCUYE) consideremos M /E una extension finita (sobre E) de Galois tal que a € M.
Por la correspondencia de Galois finita 1.1 tenemos que

E — MGal(M/E).

Veamos que para todo o € Gal(M/E), se tiene que o(a) = a y concluyamos la contencién
deseada. En efecto, como Q/E es Galois, por el Lema 1.5 existe & € Gal(Q2/E) tal que 6|, = 0.
Como a € QFEE) y 5 € Gal(Q/E), entonces tenemos que

o(a)=6|y(a)=a

y por lo tanto que a € E. Para lo que sigue, el mismo argumento que para dimension finita
muestra que los subgrupos normales se corresponden con las subextensiones de Galois (cf.
Thm. 3.17 [Mil03]). Finalmente, veamos que los subgrupos abiertos se corresponden con las
subextensiones finitas. En efecto, la demostracién del Lema 1.24 muestra que si E/F es fini-
ta, entonces Gal(2/E) es clopen, y en particular abierto. Resta ver que si H < Gal(2/F) es
un subgrupo abierto, entonces Q' /F es una extensién finita. En efecto, como H es un sub-
grupo abierto, entonces por el Lema 1.20 existe una subextensién Galois finita M /F tal que
Gal(Q/M) < H = Gal(©/Q). Como la correspondencia de Galois es morfismo de posets con-
travariantes, esto implica que Q C M y por lo tanto QF /F es una subextensién finita. Esto
concluye la prueba de la Correspondencia de Galois infinita. [ |
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Hasta el momento, no hemos descartado la posibilidad de que el grupo de Galois de una
extension infinita pueda ser finito. Dicho de otra forma, por la teoria de Galois finita sabemos
que si E/F es una extensién de Galois finita entonces Gal(E/F) es un grupo finito. No obstante,
la vuelta de esta afirmacion también es cierta, y una posible demostracion surge naturalmente
utilizando topologia:

Corolario 1.27. Si Q/F es una extension de Galois infinita, entonces Gal(£2/F) es un grupo
infinito.

DEMOSTRACION. En caso contrario, Gal(2/F) es un espacio topolégico Hausdorff finito
y por ende es discreto. De este modo, el subgrupo trivial 1 < Gal(Q2/F) es clopen ¥y, por la
Correspondencia de Galois 1.23, se corresponde con una extensién finita sobre F. En efecto,
dicha extension es precisamente €2/F, lo cual demuestra lo buscado por el contrareciproco. MW



Capitulo 2

Aplicaciones a cuerpos finitos

Utilizaremos la teoria desarrollada en el Capitulo 1 para clasificar todas las subextensiones
de la clausura algebraica de un cuerpo finito. En efecto, como todo cuerpo finito en caracte-
ristica p > 0 es una extension finita de [, estudiaremos el poset de subextensiones de Fp /Fp.
Comencemos calculando su grupo de Galois.

Teorema 2.1. El grupo de Galois de la extensién Fp /T, es el grupo de enteros profinitos:
}llé'll\ll Z/nZ = 1116111\1I Gal(F,./F,)
(an)neN = ((I)an)neN
DEMOSTRACION. Basta probar que el isomorfismo de grupos topolédgicos definido, para

n € N, por el endomorfismo de Frobenius Z/nZ = Gal(F,./F,) es compatible con el limite.
Eso es consecuencia de que el siguiente diagrama conmuta para cada m € N que divide a n:

Z/nZ —= Gal(F,./F,)

PrOY\L \Lres

Z/mZ — Gal(F,n/F,)

Luego, el resultado se sigue de que, por el Teorema 1.9 el grupo de Galois de Fp /Fp es el
limite sobre las extensiones finitas de I, de las cuales hay exactamente una para cada numero
natural. [ ]

2.1. Clasificacion de subgrupos cerrados

En pos de clasificar todas las subextensiones de Fp /T, utilizando la correspondencia de
Galois, debemos describir todos los subgrupos cerrados de Gal(ﬁp /Fp). Veamos una familia de
ejemplos de subgrupos cerrados:

Ejemplo 2.2. Para cada primo p, consideremos i, € NU{oo} y el subgrupo de los p-ddicos
piPZp ={(apn)nen €Zp 1 ay =0 Vj <ip}.

Este es un subgrupo cerrado en Z, pues desplazar e insertar 0 en las primeras i, coordenadas

: p
define un isomorfismo de grupos topoldgicos Z, = p»Z, (salvo cuando i, = 00, en donde el

anterior es el subgrupo trivial), y por lo tanto p' Z, es un subespacio compacto en un espa-
cio topoldgico Hausdorff. Como un producto de subgrupos compactos es subgrupo compacto,
obtenemos un subgrupo cerrado de los enteros profinitos:

i A
2.3) [ pPz, <2
p primo
El siguiente teorema dice que todos los subgrupos cerrados son de la forma anterior:

15
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Teorema 2.4. Todo subgrupo cerrado de Z es de la forma 2.3. M4s atin, los subgrupos abiertos
son exactamente los subgrupos de indice finito n € N y de la forma

n7 = l_[ pvp(”)Zp.
p

primo

La demostracion de este resultado estd adaptada de [Wil98], donde se prueba un resultado
andlogo para clasificar subgrupos cerrados de Z, para cada primo p.

DEMOSTRACION. Clasifiquemos primero los subgrupos abiertos de Z. Como los enteros
profinitos son compactos, todo subgrupo abierto tiene indice finito. Dado H < Z subgrupo
abierto de indice n € N, tenemos que Z/H es un grupo de orden n, por lo que n-(Z/H) = 0y por
ende que nZ C H. Describamos nZ. En efecto, para cada primo p tenemos que nZ, = pVP(")Zp,
donde v,(n) es la valuacién p-ddica de n. Esto es una consecuencia del hecho de que Z, es
divisible por enteros coprimos con p. Finalmente, se tiene que

nZ = l_[ p"P(")ZP.

p primo

Como cada pVP(“)Zp es el nticleo de la proyeccién candnica en el limite Z, » Z/ p"(WZ, tene-
mos que p"P(”)Zp tiene indice p”»™ y, por ende, que nZ tiene indice n. Como H también tiene
indice n y contiene a nZ, entonces

H = nZ.

Por el Corolario 1.21, cualquier subgrupo cerrado T es la interseccién de subgrupos abiertos
de la forma de H, y por lo tanto se escribe como

T=[] rz,

p primo

con i, € NU {oo} para cada primo p, donde p®°Z, = 0 denota el subgrupo trivial. [ |

Gracias al teorema anterior y la correspondencia de Galois, recuperamos que las subex-
tensiones finitas de I, son exactamente aquellas de la forma F,./F,, para cada n € N:

Observacion 2.5. Por el Teorema de Galois 1.23, las subextensiones finitas de E, /F, se co-
rresponden exactamente con los subgrupos abiertos y cerrados de Gal(Fp /Fp). Por el Teorema
2.4, hay exactamente un subgrupo de esa clase para cada n € Ny es de la forma nZ. Por el iso-
morfismo del Teorema 2.1, un tal subgrupo se corresponde con el subgrupo Gal(Fp /Fp)", con
notacién multiplicativa. Gracias al Ejemplo 1.3 y a la Proposicién 1.26, sabemos que el subgru-
po generado por el Frobenius (®) es denso en el grupo de Galois y por ende por continuidad
que

Gal(F,/F,)" = (®)" = (&").

De este modo, empleando la correspondencia vemos que el subgrupo clopen nZ se corresponde
con la subextensién

n

—((I))_ = . n_ _ n
F, ={a€F,:al =a}=F".

Es decir, las subextensiones finitas son exactamente las de la forma F,./F, para cada n € N.
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2.2. Clasificacion de las subextensiones

Antes de caracterizar completamente las subextensiones de Galois, necesitamos el siguien-
te lema que describe la subextensién fijada por un dado subgrupo del grupo de Galois en
términos de las subextensiones de la forma F e, para cada primo g y n € N.

Lema 2.6. Sea H < Gal(ﬁp /Fp) un subgrupo. Entonces
FE) =[] @pen)ter,

q primo
neN

donde H,, < Gal(FF,~/F,) denota la imagen de H por la restriccién Gal(Fp /Fp) > Gal(Fpm /F,).
DEMOSTRACION. Comencemos notando que, para cadam = q;” . -qZ" escrito en su factori-

zacidn en primos, por el Teorema Chino del Resto tenemos un isomorfismo que hace conmutar
el siguiente diagrama:

Gal(F ,n /F,)

Gal(F,/F,)

(resqn]-)\rL
J

1R

k

[ [cal@ »/F,)
p ]

j=1

En consecuencia, por la conmutatividad del diagrama, el subgrupo H,, se escribe como:
k
H,= l_[ anj,
=1 7

—H . . .
Es claro que F,. contiene a (F ,¢n )" a* para todo primo q y n € N, de modo que la composicién

pe"
de extensiones esta contenida en (F,.)". Sea a € F,n tal que o(a) = a para cualquier o € H.
Por construccién de la clausura algebraica, existe m € N tal que a € F,n. Escribamos a m =

n n . o7 .
q;' -*-q," en su factorizacién en primos y notemos que

Como a € (Fym Yim basta ver que la siguiente contencién es una igualdad

n;

k H
a;’ H,
[1E ) <@y
j=1 P’
Los términos de la composicion tienen 6rdenes coprimos dos a dos, de modo tal que, por

Proposition 3.19 [Mil03], el grupo de Galois (finito) de la composicién de extensiones de F,
es el producto de los grupos de Galois:

k H n; k H n;
Gal (E(qu;l]) 9; /Fp) = !:! Gal ((qu;‘j) 9j /]FP) .
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Para cada j =1,---,n, por torres de extensiones se tiene que
H o Gal(qu;lj /Fp) Gal(Iqu;,- /Fp) q;lj
Gal| (F qnj) % [Fp || = = = =
i nj
P Gal(IF qTfj /(F q’:‘j) % ) Hq”j Hq"j
p ] p J J J

De esta forma, por el isomorfismo del Teorema Chino del Resto obtenemos que

k H n;
m m
Gall [ [& =) %'/, || = =
(g( quj) / p) k |Hp|
l—[jzl Hq;f
Nuevamente, por torres de extensiones tenemos que
i |Gal(F,n /F,)| |Gal(F,n/F,)|  m

|Gal((F ) /F,)| = T = =—.
|Gal(F /(I i) | |H | |H |

Juntando ambas cosas resulta que

k H n;
Gal(l_[(]F i)Y /IFP) = Gal ((Fpn)"/F,)
j=1 P’

y la correspondencia de Galois finita 1.1 implica que
k H n; i
[1F 2 =@y
j=1 P’

Esto dice que a pertenece a la composicién de subextensiones y por ende que

ae [ @pm)tte.

q primo
neN

Observacion 2.7. Para cada primo g, el morfismo de Frobenius induce un isomorfismo
Gal(|_) Fpor /F,) = lim Gal(Fen /F, ) = Z,
neN
Gracias al lema anterior, podemos describir en funcién de las subextensiones generadas
por los g-adicos la correspondencia de Galois:

Teorema 2.8. Sea H < Gal(Fp /Fp,) un subgrupo. Entonces
(Fp)H = l_[ (U Iqun )TL'q(H)’
q primo NEN
donde 7, : 7 - Z4 es la proyeccién canonica a los g-adicos.

DEMOSTRACION. Notar que, por la Observacién 2.7, la proyeccién 7 (H) coincide con la
restriccion de H al grupo de Galois Gal(UnEN F,en /). Luego, por el Lema 2.6, basta probar

la igualdad
l_[ (qu” )an = l_[ (U qu” )ﬂq(H)-

q primo q primo NEN
neN
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Es claro que el término de la izquierda estd contenido en el de la derecha pues
(]qun )an g (U qun )ﬂ:q(H))
neN
nen Fpa )" pertenece a
)Ha" para algtn n € N, probando la igualdad deseada. [ |

para todo primo q y n € N. Por otra parte, todo elemento en (| J
(]qun

Basta describir las subextensiones de la forma (| J,cy Fpgn Y2924 para cada primo g y cada
0<i; <oo0.

Lema 2.9. Sea g un primo y 0 < i, < oo. Entonces

(| Fper)7*% = UJqun

neN

7 7 1. o[ l . .

DEMOSTRAGION. Notar que un g-adico (a,)nen ver}ﬁca que (an),}eN € q4Zg siy solo. si

a,=0paratodo0<n< ig- Siig =00 es claramente cierto el enunciado. En caso contrario,

por el isomorfismo de la Observacion 2.7, un g-ddico tal que a, = 0 para todo 0 < n < i, se
corresponde univocamente con un F da -automorfismo. En otras palabras, tenemos que

q'Z, = Gal(|_J Fpun/ U]qu ),

neN

¥, como q'a Zg4 es un subgrupo cerrado, la correspondencia de Galois concluye lo deseado. ®
Obtenemos la siguiente clasificacion:

Teorema 2.10 (Subextensiones de Fp). Sea p un primoy Fp /E una subextensién de la clausura
algebraica de F,. Entonces, para cada primo q existe 0 < i, < oo tal que

l_[ (U]FP‘I”)

g primo N=

DEMOSTRACION. Por la Correspondencia de Galois 1.23, toda subextension de la clausura
algebraica es el cuerpo fijo por un subgrupo cerrado de Gal(F,/F,). Por el Teorema 2.4, todo
subgrupo cerrado H es de la forma

H=[] ¢z,

q primo

con 0 < i, < o0 para cada primo q. En particular, se tiene que 7 (H) = qla Z4, donde 7, : 7 -
Zg es la proyeccién canonica y, por el Teorema 2.8, obtenemos que

E) =[] (JFum) %

q primo NEN

Por el Lema 2.9, cada factor de la composicién de subextensiones es de la forma Un oFpan ¥

por lo tanto tenemos que
) =[] (U For),

q primo n=

concluyendo lo deseado. [ |
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