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Introduccion

En este trabajo haremos una breve exposicion introductoria a la teoria de conjuntos simpli-
ciales. Este objeto matematico pretende ser un modelo combinatorio, similar al de los comple-
jos simpliciales, que se utilice para describir propiedades homotdpicas de los espacios topolégi-
cos. La ventaja respecto a los complejos es que los conjuntos simpliciales admiten propiedades
formales mucho mads versdtiles, como por ejemplo, la completitud por limites y colimites o
una adjuncién con espacios topoldgicos, sin perder el espiritu geométrico que los motiva. Mas
aun, quizas la motivacion central de esta teoria es recuperar resultados como la existencia de
un espacio de Eilenberg-MacLane o la CW-aproximacion de manera funtorial, una virtud no
encontrada en las construcciones tradicionales.

La idea para introducir los conceptos sera consistentemente alternar entre un enfoque cate-
gdrico y una descripcién concreta del objeto matematico en cuestién. En el primer apartado se
presenta la categoria A sobre la que se construye la teoria, siguiendo la exposicién de [Rie11]
y los resultados de [ML98]. Luego, se incluiran por completitud algunas herramientas de la
Teoria de Categorias que serdn revisitadas en el texto y recomendamos leer en [Riel7].

La siguiente parte comienza con una introduccion a la definicién e intuicién geométrica
de los conjuntos simpliciales, como se encuentra en [Fri08] y en [HW21]. Alli, el objetivo
principal sera el de definir la realizacién geométrica de manera andloga al caso de comple-
jos simpliciales y demostrar que recupera propiedades topoldgicas deseables. Finalmente, se
enuncian algunas aplicaciones del marco tedrico establecido, como herramienta formal para
la definicién de algunos objetos algebraicos de gran relevancia.

Se supondran como preliminares la definicién de categoria y funtor, junto con las nociones
correspondientes a un curso basico de Topologia Algebraica.



Capitulo 1

Preliminares Categoricos

En esta primera parte nos ocuparemos de definir la categoria en cuestién sobre la que
trabajaremos a lo largo de este texto, junto con recordar algunas nociones basicas de Teoria
de Categorias.

1.1. La categoria de ordinales finitos

Definicion 1.1.1. La categoria de ordinales finitos A es aquella que tiene como objetos a
los conjuntos ordenados [n] = {0 < 1 < :-- < n} para cada n € N, y como morfismos a los
morfismos de posets entre ellos; i.e. las funciones que preservan el orden.

La idea sera considerar una clase de morfismos en la categoria A que la genere. Es decir,
esta clase sera tal que todo morfismo en la categoria de ordinales finitos se escriba como una
composicion de estas flechas distinguidas. Mds aiin, veremos que esos morfismos satisfacen
ciertas identidades que dan lugar a una presentaciéon de la categoria.

Definicién 1.1.2. Sea n € N e i € [n], consideramos los morfismos' de cocaras

di:[n—1] - [n]
X k sik<i
>
k+1 sik>i

y los morfismos de codegeneraciones
s [n+1]—1[n]
k sik<i
k —
k—1 sik>i

Resumidamente, la i-ésima cocara se pierde el elemento i-ésimo y la i-ésima codegene-
racion colapsa dos elementos a i. Los nombres elegidos para estos morfismos quedaran en
evidencia al estudiar los ejemplos concretos de conjuntos simpliciales.

Observacion 1.1.3. Los morfismos de cocaras y degeneraciones satisfacen las siguientes iden-
tidades cosimpliciales:

d'd' =did’™! sii<j

sist =sis/T1 sii<j
{sidi =dis/™! sii<j

sid/ =s/d’tt =1d

sidi =d=1s/ sii>j+1

lcomo es usual, realizamos el abuso de notacién de suprimir la dependencia de n en los morfismos.
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Valentin Nico 1.2. Lema(s) de Yoneda

Veamos que de hecho estos morfismos generan la categoria:

Proposicion 1.1.4. Para cualquier morfismo [n] — [m] en A existe una unica factorizacién
epi-mono f = § o 0, donde 6 es una composiciéon de cocaras ordenadas:

§=d---ds con0<i;<--<ip <m.
y o es una composicion de codegeneraciones ordenadas:
o=sh-..sft con0<j, <+ -<j, <n.

DEMOSTRACION. Una funcién que preserva el orden como f queda completamente deter-
minada por su imagen y por el conjunto de ntimeros de [n] donde la funcién no crece; i.e los
0 < j < ntales que f(j) = f(j +1). Consideremos 0 < i; < --- < i; < m los numeros que no
estan en la imagen de f y, ademds, 0 < j; < --- < j, < n aquellos tales que f(j,.) = f(j, + 1),
para cada 1 < r < t. Notar que los n + 1 elementos del dominio son enviados a m+1—s
elementos con t de ellos repetidos. Luego, debe ser que n + 1 = m + 1 —s + t. Definiendo
p =m—s=n—t, obtenemos un epimorfismo

o:=s"-.s): [n] - [p]
tal que los numeros donde la funcién no crece son exactamente o(j,.) = o(j, + 1), para 1 <

r < t. Esto dltimo es consecuencia de tomar los j, ordenados de manera creciente. Mds aun,
obtenemos un monomorfismo

§:=du---ds: [p] — [m]

que verifica que su imagen pierde exactamente a los nimeros 0 < i, < --- < i; < m. Luego,
como la composicion & oo queda determinada por su imagen y los puntos donde la funcién no
crece, resulta que f = 6 o o y ademas la escritura resulta tinica requiriendo el ordenamiento
de los indices. [ |

En vista de la Observacién 1.1.3 y la Proposicién 1.1.4, obtenemos una «presentaciéon de
la categoria en términos de generadores y relaciones». En concreto, las identidades cosimpli-
ciales permiten re-escribir cualquier composicién de cocaras o codegeneraciones en la manera
Unica de la factorizacién epi-mono. La idea serd, en analogia al caso de las presentaciones de
grupos, definir funtores en estos generadores que respeten las relaciones y extenderlos usando
la unicidad de escritura.

1.2. Lema(s) de Yoneda
Recordemos la definicion de transformacion natural:

Definicion 1.2.1. Sean ¥ y 2 dos categorias. Dados dos funtores F,G: 6 — 2, una transfor-
macion natural n: F = G es una coleccién de morfismos 7,: Fc — Gc¢ para cada ¢ € obj(%)
llamados componentes, tales que para todo morfismo f : ¢ — d en la categoria ¥ el siguiente
diagrama conmuta:

Ef
Fc ——— Fd



Valentin Nico 1.3. (Co)limites y adjunciones

Se dice que 7 es un isomorfismo natural si es un isomorfismo en cada componente. Denota-
mos nat(F, G) a la clase de transformaciones naturales entre F y G.

Las transformaciones naturales funcionan como morfismos entre funtores:

Observacién 1.2.2. Si 6 y 9 son categorias, entonces 2 es una categoria cuyos objetos son
funtores € — 2 y los morfismos transformaciones naturales.

En general, pedir que un funtor tenga una inversa resulta algo muy restrictivo. Una nocion
mas débil de isomorfismo que preserva casi todas las propiedades deseables es la siguiente:

Definicién 1.2.3. Sean 6 y 2 dos categorias y F: 6 — 2 un funtor. Decimos que F: € ~ 92
es una equivalencia de categorias si existe un funtor G: 2 — % junto con isomorfismos
naturales ¢: GF = idy y ¢ : FG = idy.

Uno de los resultados centrales de la teoria de categorias es el siguiente:

Lema 1.2.4 (Yoneda I). Sea ¥ una categoria localmente pequefia y F: 6 — Set un funtor.
Entonces, para cada ¢ € obj(%¢) hay una biyecciéon

nat(hom(c,—),F) = Fc
n — n(id.).
Mas aun, el isomorfismo es natural en la variable c.

DEMOSTRACION. Basta definir como inversa la asignacién que toma un x € Fc y la envia
a ¢*: hom(c,—) = F, la transformacién natural que en la componente d € ¥ viene dada por

@7 :hom(c,d) — Fd
f = Ff(x).
Los detalles pueden verse en Theorem 2.2.3 de [Riel7]. [ |

Un corolario importante del lema es el siguiente:

Corolario 1.2.5. Toda transformacién natural hom(c,—) = hom(d, —) es de la forma f* para
alguna f: d —c.

DEMOSTRACION. Basta tomar en el Lema 1.2.4 F = hom(d,—) y elegir el elemento de
hom(d, c) que le corresponde. [ |

Observacion 1.2.6. Todos los resultados aqui expuestos valen para funtores contravariantes
trabajando en ¢ °P la categoria opuesta. Esta observacién resulta crucial pues los conjuntos
simpliciales serdn funtores contravariantes.

1.3. (Co)limites y adjunciones
La idea de esta seccidn es introducir la nocién de (co)limites que serd revisitada en el texto.

Definicion 1.3.1. Un diagrama en una categoria % indexado por una categoria J es un funtor
J—> €

Definicion 1.3.2. Sea F: J — % un diagrama. Un cono (resp. cocono) de F es un objeto ¢ de
% junto a una familia A, : ¢ — Fx para cada x € obj(J) tal que para todo morfismo f: x — y
en J se tiene que F(f)o A, = A,. Decimos que ¢ = lign F es un cono limite (resp. colimite) si
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Valentin Nico 1.3. (Co)limites y adjunciones

es universal con esta propiedad: para todo cono (d, y) de F existe un unico morfismou: d — ¢
tal que para todo morfismo f : x — y en J el siguiente diagrama conmuta:

d
I
I

Yx :El'u Yy
4
c

/ X

\

Fx F(f) r By

Observacion 1.3.3. Un cono (c,A) sobre F es una transformacién natural A: ¢ = F, cuyo
dominio es el funtor constante c.

Observacion 1.3.4. Los objetos finales, productos y pullbacks son limites y los objetos iniciales,
coproductos y pushouts son colimites.

Observacion 1.3.5. Los limites y colimites de una categoria pueden o no existir. Decimos que
una categoria es completa (resp. cocompleta) si admite todos los limites (resp. colimites). En
caso de existir, resultan tnico salvo isomorfismo natural.

Un caso relevante es aquel de calcular (co)limites en una categoria de funtores:

Proposiciéon 1.3.6. Sean 6 y 2 dos categorias. Entonces los limites (resp. colimites) de la
categoria de funtores 2 se calculan puntualmente. Es decir, para cada objeto ¢ de € el
funtor evaluacién ev, : 9% 59 preserva limites (resp. colimites).

DEMOSTRACION. Se sigue de verificar la propiedad universal y el hecho de que las trans-
formaciones naturales involucradas se evaluan puntualmente. Ver los detalles en Proposition
3.5.1 de [Riel7]. [ |

Corolario 1.3.7. Sean € y 2 categorias. Si 2 es completa (resp. cocompleta), entonces 2%
es completa (resp. cocompleta).

El lenguaje de los limites y colimites permite aplicar el Lema de Yoneda y obtener que todo
funtor a los conjuntos se puede aproximar por funtores representables. Para formalizar esto,
definamos la siguiente categoria:

Definicion 1.3.8. Sea ¥ una categoria localmente pequefia y F: €°° — Set un funtor con-
travariante. Definimos la categoria de elementos de F y la notamos ¥ | F, cuyos objetos
son pares (x, Fc) con ¢ un objeto de € y x € Fc, y los morfismos entre (x, Fc) — (y,Fd) son
flechas f: ¢ — d en ¥ tales que Ff(y) = x.

Observacién 1.3.9. Se tiene un funtor : 6 | F — set®" que en objetos viene dado por
{$(x, Fc) =hom(—,c) y en morfismos viene dado por {(f) = f,: hom(—,c) = hom(—, d).

Lema 1.3.10 (Yoneda II). Todo funtor contravariante F: €°° — Set es colimite de funtores
representables. Mds aun, se tiene que

F = colim hom(—,c)= colim <(x,Fc).
CLF (x,Fc)e6|F
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Valentin Nico 1.3. (Co)limites y adjunciones

DEMOSTRACION. F es un cocono del diagrama indexado por ¥ | F cuya componente
A(x,pcy: hom(—,c) = F es exactamente la transformacién correspondida por x € Fc segun el
Lema de Yoneda 1.2.4. Dado otro cocono (G, ) la tinica transformacién natural ¢ : F = G que
factoriza el cocono u por F es la dada en la componente ¢ € € por ¢ (x) = (U(y re))c(id.). La
naturalidad se sigue inmediatamente de la definicién. Ver detalles en Lemma 4.1 en [Dub23].

|

Procedemos a introducir una nociéon fundamental en la teoria de categorias:

Definicién 1.3.11.Sean F: ¢ — 2y G: 9 — % dos funtores entre categorias localmente
pequefias. Decimos que

es un par adjunto si existe un isomorfismo natural en ambas variables
homg,(Fc,d) = homy(c, Gd),

para todo ¢ € obj(¥) y d € obj(2). En este caso, decimos que F es adjunto a izquierda de G
y G es adjunto a derecha de F y lo notamos F 4 G.

Lema 1.3.12. Dado un par adjunto F 4 G, entonces existen transformaciones naturales : id¢, =
GF llamada unidad y €: FG = idy llamada counidad.

DEMOSTRACION. La unidad se obtiene tomando d = Fc en la definicién y eligiendo el
morfismo que corresponde a idp.. La counidad se obtiene tomando ¢ = Gd y eligiendo el
morfismo que corresponde a id;4. Los detalles pueden verse en Lemma 4.2.1 y Lemma 4.2.2
de [Riel7]. [ |

A continuacién enunciamos la propiedad mas importante de las adjunciones:

Proposicion 1.3.13. Los adjuntos a izquierda preservan colimites y los adjuntos a derecha
preservan limites

DEMOSTRACION. La demostracion no es dificil y es muy estandar: para el caso de limites
basta tomarse un cono sobre el diagrama resultante al aplicar el adjunto a derecha y usar
la naturalidad de la adjuncién para trasponerlo al diagrama original junto a un cono que es
imagen del adjunto a izquierda. Luego, aplicar la propiedad universal del limite y volver a
usar la biyeccién en el sentido opuesto. Ver los detalles en Theorem 4.4.2 y Theorem 4.4.3 en
[Riel7]. [ |



Capitulo 2

Conjuntos Simpliciales

2.1. Definiciones y ejemplos

Definicion 2.1.1 (Descripcion abstracta). Un Conjunto Simplicial es un funtor X : A°? — Set.
Mas generalmente, un objeto simplicial en una categoria ¢ es un funtor X : A°® — 4.

Si X es un conjunto simplicial, denotamos al conjunto X,, := X[n] y llamamos a sus ele-
mentos n-simplices generalizados (o simplemente n-simplices). Es usual representar los n-
simplices generalizados graficamente como un poliedro con vértices ordenados tales que sus
caras representan simplices (generalizados) de menor dimensién.

2 3
A ?
[ ] *——
0 0 1 0 1 0 1

FIGURA 2.1. Representacién de 0-, 1-, 2-, y 3-simplices.

Denominamos para cada n € N como caras a las funciones
— i. ;
d; :=Xd"': X, = X,_1, conie€l[n],
y degeneraciones a las funciones
— Yl ;
s; :=Xs': X, > Xp41, conie[n].

Luego, resulta evidente que las caras y degeneraciones satisfacen las relaciones duales a las
de la Observacion 1.1.3. Mas atn, por la Proposicion 1.1.4 para definir un conjunto simplicial
basta determinar, para cada n € Ny, una sucesion de n-simplices junto a una colecciéon de caras
y cocaras que verifiquen las identidades duales a las cosimpliciales, De esta manera, se obtiene
la siguiente descripcién concreta:

Definicion 2.1.2 (Descripcion concreta). Un conjunto simplicial es

(1) una sucesién X, X, - de conjuntos, y
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Valentin Nico 2.1. Definiciones y ejemplos

(I1) una coleccién de caras d;: X,, — X,_; y degeneraciones s;: X, — X,,; para cada
i € [n] que satisfacen las identidades simpliciales:

(d;d; = d;_,4; sii<j
SiSj = 5j+15i Sii S]

{ di5j=5j—1di Sll<]
d]s] = dj+15j =1Id
Ldisj:sjdi—l Sll>]+1

Es claro que para cada n € N, hay exactamente n + 1 morfismos en A entre [0] — [n].
Por lo tanto, si X es un conjunto simplicial obtenemos funtorialmente n+1 funciones X, — Xj.
Llamamos vértices de un n-simplice x € X, a las imagenes de x por cada una de esas n+ 1
funciones. A diferencia de en los complejos simpliciales, sus vértices no tienen por qué ser
distintos ni determinar al n-simplex que generan. Esto se vera mas claramente en los ejemplos.
Las caras de un conjunto simplicial le asignan, a cada n-simplice x € X, ciertos n+1 (n—1)-
simplices dy(x),---,d,(x) € X,_; llamados caras de x. Por convencion, la cara d;(x) es la
que no contiene al vértice x y la relacién d;d; = d;_;d; expresa el hecho de que como caras
comunes de un n-simplice, la i-ésima cara de d;(x) coincide con la (j —1)-ésima de d;(x).

FIGURA 2.2. Representacion de las caras de un 2-simplex.

Para cada n-simplice x € X,,, las degeneraciones asignan ciertos n + 1 (n + 1)-simplices
so(2), -+ ,s,(x) € X,,41. Como s; es seccion de d; y d;,;, resulta que s;(x) es exactamente un
(n+ 1)-simplice que tiene como cara i-ésima y como (i + 1)-ésima cara a x. La intuicién sera
que la imagen por la degeneracién es un simplice que recupera x al proyectar su vértice i
sobre el i + 1. Diremos que y € X, es degenerado si es la imagen de algtin n-simplice por una
degeneracion.

Antes de proceder a la familia de ejemplos, es preciso definir la nocién de morfismo de
conjuntos simpliciales:

Definiciéon 2.1.3. Un morfismo entre dos conjuntos simpliciales X, Y : A°? — Set es una trans-
formacion natural entre los funtores.

Gracias a la presentacion obtenida de la categoria A, la naturalidad en la definicién ante-
rior solo basta verificarla en los generadores:
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Valentin Nico 2.1. Definiciones y ejemplos

1
S,
(\011

*r—e *r—e

FIGURA 2.3. Representacion de una degeneracién de un 1-simplex.

Observacion 2.1.4. Un morfismo entre dos conjuntos simpliciales X e Y es exactamente una
familia (f,,),en, de funciones f,: X,, — Y, tales que, para cada i € [n], los siguientes diagra-
mas conmutan:

di Si
Xl’l % Xn—l Xfl % XfH—l
fn fn—l fn fn+l
Y, ——— Yo Yy ——— Yan

Llamamos sSet a la categoria de conjuntos simpliciales, que por la misma definicién coin-
. ’ op .
cide con la categoria de funtores Set® " . Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.1.1 (El n-simplex estandar). Para cada n € N, tenemos un conjunto simplicial A"
dado por el funtor co-representado por [n]; i.e. A(—,[n]). Concretamente, para cada m > 0
definimos el conjunto

Al = A([m],[n]) = {f: [m] — [n] | f es morfismo de posets },

cuyas caras estan dadas, para cada i € [m] por

(d)*: A(Im], [n]) = A([m—11,[n])
fefd

y las degeneraciones por

(s'): A([m], [n]) = A([m + 17, [n])
ffs
Llamamos a este conjunto simplicial el n-simplex estandar. Considerando a [m] como un
m-simplex combinatorio ordenado, este conjunto simplicial representa todas las formas de
incluirlo o colapsarlo en [n]. Los m-simplices no degenerados son exactamente aquellas fun-

ciones [m] — [n] inyectivas (inclusiones), de modo que en particular A" admite un dnico
n-simplice no degenerado: idp,J.
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Valentin Nico 2.1. Definiciones y ejemplos

El ejemplo anterior resulta representativo en el siguiente sentido: el Lema de Yoneda I
1.2.4 dice que hay una biyeccién natural

Xn = homsSet(Anax)

entre n-simplices de X y morfismos de conjuntos simpliciales A" — X. De manera mas con-
creta, un n-simplex x corresponde con el tinico morfismo simplicial p*: A" — X que envia el
tnico n-simplice no degenerado en x, es decir: ¢ (idp,7) = x.

Naturalmente, la intepretaciéon geométrica de los conjuntos simpliciales depende de un
orden en los llamados vértices. Veamos que un complejo simplicial junto a un orden en sus
vértices da lugar a un conjunto simplicial:

Ejemplo 2.1.2 (Complejos simpliciales ordenados). Sea K un complejo simplicial equipado
con un orden total para sus vértices V = {v;};;. Para cada coleccién de vértices v;y <--- <v; ,
denotamos [v;, -+ ,v; ]alan-tupla compuesta por ellos. Observar que las tuplas pueden tener,
eventualmente, elementos repetidos. Asociemos a K el siguiente conjunto simplicial: para cada
n € Ny definimos

Ky :=A{lvig> - »v ] v, <v tal que {v; } €K},

Te+1?

cuyas caras y degeneraciones j-ésimas vienen dadas en una tupla [v;,--,v; ] € K, por:

O’..

dj[vio’“' ’vin] = [viO:“' ,Vl;’“'vin] y Sj[vioﬁ'.. ’vin] = [vioﬁ'“ ”vij’vij’.”vin]'

Notar que un morfismo f : K — L de complejos simpliciales (ordenados) induce funtorial-
mente un morfismo de complejos simpliciales ordenados dado, para cada n € N, por

fallvigs -5 vi, D=1F (i), -+, F (v )]
para cada n-tupla [v; ,---,v; ] € K,. Esto permite asignar a cada complejo simplicial (orde-
nado) un conjunto simplicial, aunque no resulta evidente una manera candnica de realizarlo
en el sentido opuesto. Veremos préximamente que es posible extender la construccién de una
realizacién geométrica para conjuntos simpliciales y que, restringidos al caso de complejos
simpliciales, las mismas coinciden.

Veamos un primer ejemplo topoldgico:

Ejemplo 2.1.3 (Conjunto singular). Para empezar, se tiene un funtor covariante |A|: A — Top
que asigna a cada [n] € A el n-simplex topoldgico estandar:

|A™ :={(xg, "+, X)) ER™ [ xg+ -+ +x, =1,x; > 0}.

Para cada i € [n]), los morfismos |d!|: |[A"!| — |A"| son aquellos que insertan un O en la
i-ésima coordenada, mientras que los |s'|: |A"™!| — |A"| suman las coordenadas x; e x;1.
Como estos verifican las identidades cosimpliciales, se tiene un funtor bien definido. Geomé-
tricamente, el primero inserta un n-simplex como cara de un (n + 1)-simplex y el segundo
proyecta el (n + 1)-simplex al n-simplex que es ortogonal a la cara i-ésima. Notar que los |d!|
y |si| coinciden con realizaciones geométricas de morfismos (andlogos a cocaras y codegene-
raciones) entre los simplices estdindares como complejos simpliciales ordenados. Definimos el
conjunto singular de un espacio topoldgico X como el conjunto simplicial Sing(X) dado por la
composicion:

A Top(—,X
Sing(X): A u» Top —ou Set.

12



Valentin Nico 2.1. Definiciones y ejemplos

Ma4s aun, esta construccion es funtorial en X, lo cual permite ir de los espacios topoldgicos
a los conjuntos simpliciales en el sentido del funtor singular:

(2.1.5) Sing: Top — sSet,
que envia una funcién continua f: X — Y al morfismo de conjuntos simpliciales dado

para cada n € N por f,: Top(]A"|,X) — Top(]A"|,Y) la post-composicién por f.

El lenguaje de conjuntos simpliciales permite recuperar sencillamente las teorfas de ho-
mologia estudiadas:

Definicién 2.1.6. Dado un conjunto simplicial X, definimos el complejo de Moore como el

complejo de cadenas:
G5 0, Gl
o> ZXy — ZX1 — ZXy— 0,

donde ZX; es el grupo abeliano libre generado por el conjunto X; y los morfismos de borde

3, = Zn:(—nidi.
i=0

Esto permite dar la siguiente definicién:

Definicién 2.1.7. La Homologia del conjunto simplicial X es la homologia de su complejo de
Moore.

Ma4s atn, la manera en la que definimos los morfismos de borde es similar a la utilizada
en general para definir la homologia, por ejemplo, de espacios topolégicos. De hecho, la ho-
mologia singular de un espacio topoldgico se factoriza por el complejo de Moore del conjunto
singular que le corresponde:

. ) "
H,(—,Z): Top 2% sset 22 ch(z) 25 Ab.

En palabras mas concretas, no es otra forma de decir que la homologia de un espacio
topolégico X coincide con la homologia de Sing(X).

Ejemplo 2.1.4 (Nervio de una categoria). Sea ¥ una categoria pequefia. Definimos el nervio
de ¥ como el conjunto simplicial dado por:

N (€)o := 0bj(¥),
N(€), :=Arr(6),
N (€), :={(f1, f2) | dom(f;) = codom(f;)}

f/V((g)n = {(flﬁ' e ,fn) | dom(fl) = COdom(fi+1)}

cuyas caras vienen dadas, para cada 0 <i <nycada (fi, -, f,) € #/(€),, por:

di(fl’“' )fn) = (fb'" :fiofi+1“' )fn)

yparai =0 o i = n por quitar el primer o ultimo morfismo respectivamente. Por otra parte,
las degeneraciones vienen dadas para cada i € [n] por:

Si(fl:"' an) = (fl:"' in:id:fi+1 an)-
13
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Un ejemplo de esta construccion es el de 6 = %BG, el grupoide de un punto asociado a
un grupo G. Esta categoria tiene un unico objeto » y como morfismos x — * a los elementos
de G. Su nervio en el lugar n € N;, consiste de n-tuplas de elementos de G con las caras y
degeneraciones como antes.

La construccion anterior del nervio recupera un conjunto simplicial ya conocido:

Ejemplo 2.1.5. Si consideramos a [n] como la categoria poset, entonces su nervio A ([n])
tiene como k-simplices a las tuplas de k-morfismos componibles. Es decir, un k-simplice x
corresponde a elegir k elementos ordenados de manera creciente en [n], o sea un elemento
x € A}. De esta forma se tiene que

A ([n]) =A™

2.2. Realizacion Geométrica

Veamos que podemos construir un analogo a la realizacién geométrica de complejos sim-
pliciales pero para conjuntos simpliciales. Esto permitird definir una asignacion funtorial en el
sentido opuesto a la del conjunto singular en 2.1.5.

Definicion 2.2.1. Sea X un conjunto simplicial. Dotando a cada X,, con la topologia discreta,
definimos la realizacion geométrica de X como el espacio

x| = | [x0x1am )/~
n=0
con la topologia cociente, donde ~ es la relacién de equivalencia generada por (x, |d!|(p)) ~
(di(x), p) v (x,1s'1(@)) ~ (s;(x), q) para cada x €X,, p € |A"7}|, g € |A™ | e i € [n].

Notar que esto recupera la nocién geométrica que teniamos: a cada n-simplice x € X/, lo in-
terpretamos topoldgicamente como una copia del n-simplex estandar, obteniendo la coleccién
disjunta X,, x |A"|. El préximo paso natural es identificar las caras comunes: para cada n sim-
plice x, identificamos cada punto de la cara i-ésima |d’|(p) con ese mismo punto p visto en la
copia del (n—1)-simplex estdndar que le corresponde a d;(x). Es decir, (x, |d'|(p)) ~ (d;(x), p).
Por otra parte, el préximo paso razonable es identificar todas las degeneraciones en simplices
pues su informacién geométrica esta codificada en simplices no degenerados. En particular,
como cada simplex degenerado s;(x) se colapsa a x, todo punto q en el (n+ 1)-simplex dege-
nerado deberia identificarse con su proyeccién |s!|(q) al n-simplex estandar correspondiente.
Esto es, (x,[s'[(q)) ~ (si(x), q).

Proposicidon 2.2.2. La realizacién geométrica del n-simplex estdndar A(—,[n]): A — Set
es homeomorfa al n-simplex topolégico estandar |A"|. Es decir, |A(—, [n])| coincide con la
realizacién geométrica de A" como complejo simplicial (ordenado).

DEMOSTRACION. Para cada k > 0, tenemos una asignacién
A([KT, [n]) x |AF| — |A"
(f,x) = | 1(x),

donde |f| denota la realizacién geométrica como complejo simplicial de f. La asignacion es
continua porque cada A([k],[n]) es discreto y |f| es continua. Esta familia de funciones
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continuas induce una funcién continua r desde la unién disjunta que preserva la relacion pues
si g es una cocara o codegeneracion en tal que (f,|g|(x)) ~ (g*(f), x), entonces

r(f,181G)) = If 1(gl(x)) = 1f | o [g](x) = |f o gl(x) = r(g"(f), x).

Por otra parte, podemos considerar la inclusién i: |A"| — |A(—, [n])| dada por la compo-
sicion de funciones continuas:

i A" 5 {id} x A" 5 | [xi x 185 25 A=, [nD)l-
k>0

En particular, se tiene que r o i(x) = |id|(x) = x y luego i es seccion. Basta ver que i es
sobreyectiva; es decir, que para cada [f,x] € |A(—,n)|, con f € A([k], [n]) y x € |A¥| existe
un y € |A"| tal que [id, y] = [f, x]. Para eso, tomemos y = |f|(x). Por la Proposicién 1.1.4,
existen g;,--- , g, cocaras o codegeneraciones tales que f = g, o---0 g, y por lo tanto

[(f; )] =[g10 0 gnx]=[(g, 0~ 0g)(id), x] =[id,[g1 0 -+ 0 g,|(x)] = [id, |f|(x)],

lo cual concluye que r es un homeomorfismo. [ |

Mas atin, veamos que la realizacién geométrica de conjuntos simpliciales recupera la rea-
lizacién geométrica de todos los complejos simpliciales (ordenados):

Teorema 2.2.3. Si K es un complejo simplicial ordenado, entonces sus realizaciones geomé-
tricas como conjunto y complejo simplicial coinciden.

Definamos funciones continuas en ambas direcciones y probemos que son inversas mutuas.
En primer lugar, para cada n-tupla x = [v; ,*-,v; ] € K, resulta que o, = {vl-]_}OSjgn €K es
un simplice de K como complejo simplicial. Luego, el morfismo de posets f, que envia cada
k € [n] a v; es un morfismo de complejos simpliciales ordenados f,: A" — o, e induce una
funcién continua |f,|: |A"| — |o,|. Como K, tiene la topologia discreta, se tiene una funcién
continua f,: K, x |A"| — |K|, tal que f,(x,p) = |f.(p)| € |o,| € |K|. Méas aun, la funcién
. . .7 . . .7 . l _
1nduqda en la unioén disjunta respeta la relaciéon como consecuencia de que fy od' = f4.(,) ¥
fx 08" = f;,(x) para cada simplice x € K. Por lo tanto, tenemos una funci6n bien definida:

[ [x.x1am |/~ 5 k.

n>0

Reciprocamente, dado un simplice {v; ,---,v; } = o € K denotamos [o] al k-simplice
(no degenerado) [v; v, ] € Ki.. En particular, obtenemos para cada o € K una funcién
continua

1’...’

> k inc
g0 1ol = {[ol} x Ak =5 (] [&a x 1A )/ ~.
n=0
Por otra parte, se tiene una funcién g que envia la combinacién convexa ordenada con
escalares no nulos Z?:o a;v;, € |K| ala clase del elemento ([v;,---v; ], (aq, - a;)) en la rea-

j
lizaciéon geométrica como conjunto simplicial. Esta funcidn es continua porque restringida a

cada simplice o0 € K lo es:
15
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K| === ([ moKn ¥ 1A") / ~

Veo
o]
Resta ver que f y g son inversas mutuas: por construccion, para cada simplice o € K se
tiene que |fj,| © gl|;) = id|s| y por lo tanto f o g = id. Reciprocamente, si x € K, es un n-
simplice no degenerado, entonces [0, ] = x y por lo tanto g||; | © |fx| = idjan y como todo

elemento en la realizaciéon geométrica como conjunto simplicial se puede representar por uno
no degenerado®, obtenemos tambien que g o f = id.

2.3. La adjuncién Geométrica-Singular

El objetivo de esta seccién es demostrar la adjuncién entre la realizaciéon geométrica y
el conjunto singular, que termina de establecer el puente entre la topologia y los conjuntos
simpliciales. Para eso, probemos la funtorialidad de la realizacién geométrica:

Proposicién 2.3.1 (Funtorialidad). Se tiene un funtor:

|-|: sSet — Top

que asigna a cada conjunto simplicial X su realizacién geométrica y a cada morfismo simplicial
f:X — Y unmorfismo |f|: |X| — |Y| inducido en el cociente por f,, xid: X, x|A™| — Y, x|A"|.

DEMOSTRACION. las funciones (f; X id)pey, son continuasN porque X, e Y, tienen la to-
pologia discreta, y por lo tanto inducen una funcién continua f : ]_[nzoXn x |A|" — |Y|. Mas
aun, la naturalidad de f como morfismo simplicial dice que para cualquier morfismo de posets
0: [n] — [m] se tiene que

fm OX(Q) = Y(G) ofn'

En particular, si 6 es una cocara o codegeneracién obtenemos para x € X,, y p € |A™|:

F(x,101(p)) = [fu(x),101(p)] = [Y (6)(f2(x)), P] = [fn(X(6)(x)), p] = F (X(6)(x), p),

luego f preserva la relacién e induce una funcién continua |f|: |X| — |Y|. La funtorialidad se
sigue inmediatamente de la definicidn. [ |

La idea a continuacién es observar que la realizacién geométrica de un conjunto simpli-
cial tiene una estructura de colimite que permitira explotar favorablemente sus propiedades
categoricas. Para eso, se tiene la siguiente definicion:

Definicion 2.3.2. Sea X un conjunto simplicial. Su categoria de simplices A | X tiene como
objetos a sus simplices y como morfismos entre un n-simplice x € X,, y un m-simplice y € X,,
a morfismos de posets 6 : [n]] — [m] tales que X(0)(x) = y.

Para el lector categdrico, notar que esta definicién coincide con la categoria de elementos
de X (ver Definicién 1.3.8).

lAqui usamos que si un n-simplice en un conjunto simplicial x € X,, es no degenerado, siguiendo un argumento
inductivo, podemos escribirlo como x =s;, --s; (¥), con y € X,, un m-simplice no degenerado.
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Observacion 2.3.3. Por el Lema de Yoneda I 1.2.4, los objetos de esta categoria corresponden
con morfismos simpliciales A" — X y los morfismos entre x € X, e y € X,, con morfismos
simpliciales 6, : A™ — A™ tales que el siguiente diagrama conmuta:

An

Am
donde ¢~ y ¢~ son los morfismos simpliciales como en el Ejemplo 2.1.1, inducidos por el Lema
de YonedaI1.2.4,y 6, es la post-composicion por 6.

La categoria de simplices da lugar a un funtor {: A | X — sSet que en objetos viene
dado por {(x) = A" para cada x € X,, y en morfismos por {(0) = 0,: A" — A™. Este funtor
permite recuperar al conjunto simplicial X como colimite de funtores representables:

Lema 2.3.4. Si X es un conjunto simplicial, entonces se tiene un isomorfismo natural:

X = colim A" = colim < (x).
A—>X XeEA|X
en AlX
DEMOSTRACION. Observar que A™ = A(—, m) es un funtor representable en la categoria
de ordinales finitos y ademas la categoria de simplices de X es exactamente la categoria de
elementos del funtor. Por lo tanto, este resultado es exactamente el resultado del Lema de
Yoneda II 1.3.10. [ |

El siguiente resultado dice que la realizacion geométrica de X coincide con tomar colimite
sobre el funtor < a las realizaciones geométricas de los n-simplices, de manera analoga a lo
que ocurre para complejos simpliciales:

Teorema 2.3.5. Si X es un conjunto simplicial, entonces se tiene un homeomorfismo natural
|X| = colim |A"™| = colim |<>(x)].
A'—X x€EALX
en AlX
DEMOSTRACION. Veamos que |X| junto con ciertas funciones continuas cumplen la propie-
dad universal del colimite del funtor |{}>| en Top, para concluir que existe dicho isomorfismo
natural. Observar que las funciones continuas de |X| en un espacio topolédgico Z arbitrario
se corresponden con funciones continuas de cada X, x |A"| que satisfagan las relaciones de

compatibilidad. Mds aun, como X, es discreto, esto equivale a dar funciones A, : |A"| — Z,
para cada x € X,,, con n € N que satisfagan la condicién de compatibilidad

Ax(0)(x) = Ax © 10l

para cualquier 6 que sea una cocara o codegeneracién en A. Mds atin, como la relacién es
de equivalencia y las cocaras y codegeneraciones generan la categoria de ordinales finitos, la
condicién anterior es equivalente a pedir la igualdad para todos los morfismos 6 en A. En
resumen, tenemos que hay una correspondencia natural entre funciones continuas de |X| — Z
y una coleccién, para cada n € Ny y x € X,,, de funciones continuas A, : |[A"| — Z tales que
cada vez que 0 es un morfismo de posets con X (6)(x) = y, entonces Ax(pyx) = A, ©|6,|. Dicha
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coleccion es exactamente un cocono sobre Z del funtor |<>| y la correspondencia es establecida
por componer con la inclusion, para cada n € Ny y x € X,,, dada por
bt [Ap] = |X]
p—[x,p]
Esto prueba que (|X], (t,),ex) tiene la propiedad universal del colimite, como queriamos. M

Teorema 2.3.6. Se tiene una adjuncion:

sSet L Top
Sing
DEMOSTRACION. Basta ver que para cada conjunto simplicial X y cada espacio topoldgico
Y, tenemos un isomorfismo natural en ambas variables
Top(|X|,Y) = sSet(X, Sing(Y)).

Gracias al Teorema 2.3.5 y la propiedad universal de los colimites tenemos la siguiente
cadena de isomorfismos naturales en ambas variables:

Top(|X|,Y) = Top(conlim |A™,Y)
& AL
= colim Top(|A"],Y)
A'—>X
en AlX

= colim Sing(Y),
A'—X
en AlX

Luego, por el Lema de Yoneda I 1.2.4 se tiene un isomorfismo natural en [n] € A:
Sing(Y), = sSet(A(—, [n]), Sing(¥)).

Finalmente, aplicando el Lema 2.3.4 y la propiedad universal de los colimites concluimos que:

Top(|X|,Y) = conlirn Sing(Y),
i AlX

= colim sSet(A", Sing(Y))
& AL

= sSet(conlim A", Sing(Y))
& AL
= sSet(X, Sing(Y)),

lo cual concluye la demostracion del teorema. [ |
Se obtiene el siguiente corolario inmediato:

Corolario 2.3.7. La realizacion geométrica | - |: sSet — Top preserva colimites. En particular,
preserva coproductos y pushouts.
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2.4. Subcomplejos, esqueletos y esferas

Para describir la estructura celular de la realizaciéon geométrica, primero debemos intro-
ducir algunas nociones bdsicas:

Definicion 2.4.1. Sea X un conjunto simplicial. Decimos que un conjunto simplicial Y junto
a un morfismo simplicial Y — X es un subcomplejo si para cada n € N, es una inclusién de
conjuntos Y, C X,,.

Observacion 2.4.2. Notar que la definicién anterior implica que las caras y degeneraciones de
un subcomplejo son restricciones de las del conjunto simplicial que lo contiene.

Veamos algunos ejemplos:

Definicién 2.4.3. Sea X un conjunto simplicial y n € N,. Definimos el n-esqueleto sk, como
el menor subcomplejo de X que contiene a los n-simplices no degenerados. En concreto, para
cada k € N viene dado por

X sik<n
(skX )y 1= { ‘ . .
{si,-vsi (V) EX:y €Xy} sik>n,
cuyas caras y degeneraciones son las restricciones de las de X.
Geométricamente, el n-esqueleto se corresponde con lo que esperabamos: tiene la infor-
macion exactamente de los simplices de dimensién hasta n. En particular, la realizacion geo-

métrica colapsa los simplices degenerados por lo que no contendra simplices de dimension
mayor.

Proposicién 2.4.4. sk,,: sSet — sSet define un funtor para cada n € N;.

DEMOSTRACION. Si f:X — Y es un morfismo simplicial, entonces

(ki f Dk := flsi,x0), : (8knX i = (skp Y )i
estad bien definida pues f conmuta con las degeneraciones. La funtorialidad se sigue inmedia-

tamente de la definicion. [ |

SiX es un conjunto simplicial, resulta claro que los esqueletos son subcomplejos encajados:

skoX C sk, X CskyX C--- CX.
Mads aun, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.5. Si X es un conjunto simplicial, entonces

X= U sk,X = colim sk, X.
neN, neN,
DEMOSTRACION. X junto a las inclusiones de los n-esqueletos forman un cocono del dia-
grama indexado por N,. Mas atin, para cada k € N; se tiene que
X = | (kX
neN,
y por la Proposicion 1.3.6 los colimites en sSet se calculan lugar a lugar. Por lo tanto, conclui-

mos que
X = colim sk, X.

neN,
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Usando que la realizacién geométrica es adjunta a izquierda y el Corolario 2.3.7, obtene-
mos el siguiente resultado:

Proposicion 2.4.6. Si X es un conjunto simplicial, entonces

|X| = colim |sk,X]|
n€Ng
DEMOSTRACION. La realizacién geométrica preserva colimites. [ |

El resultado anterior nos muestra que la realizacion geométrica tiene la topologia débil
respecto ciertos n-esqueletos. Definamos un nuevo ingrediente que servira para darle una es-
tructura celular:

Definicién 2.4.7. Definimos la n-esfera simplicial al conjunto simplicial d A" := sk,_; A"

Observacion 2.4.8. Explicitamente, la n-esfera simplicial en el lugar k es el subconjunto de
A([kT, [n]) con aquellos morfismos de posets no sobreyectivos. Esto coincide con el conjunto
simplicial asociado al complejo simplicial ordenado d A™ de caras propias de un n-simplex. En
particular, su realizacién geométrica coincide con la n-esfera topolégica:

|0 A" = S".

Si quisieramos construir el n-esqueleto a partir del (n — 1)-esqueleto, debemos adjuntarle
los simplices no degenerados que le faltan. De hecho, por el Lema de Yoneda I 1.2.4 los n-
simplices de un conjunto simplicial x € X,, corresponden con mapas ¢*: A" — X que por
funtorialidad inducen

sk,,_1(¢*): OA™ > sk, 1 X

Restringiendonos a los n-simplices no degenerados NX,,, las funciones anteriores jugaran el rol
de las funciones de adjuncién de n-celdas. El siguiente lema muestra como las degeneraciones
provienen de un unico simplice no degenerado de menor dimensién:

Lema 2.4.9 (Eilenberg-Zilber). Sea X un conjunto simplicial y x € X,, un n-simplice degene-
rado. Entonces existe un epimorfismo s: [n] — [k] y un k-simplice y € X; no degenerado tal
que X(s)(y) = x. Mas aun, el par (s, y) es tnico con esta propiedad.

DEMOSTRACION. Primero notar que un simplice es degenerado siy solo si estd en la imagen
de una degeneracidn, lo cual por la Proposicién 1.1.4 ocurre si y solo si existe un epimorfismo
r:[n] — [j] con j < n tal que x es imagen de X(r). La existencia de un par (s, y) como en el
enunciado se sigue inductivamente del hecho de que los 0-simplices son no degenerados y la
escritura en términos de simplices de dimensién menor debe terminar en finitos pasos. Supon-
gamos que existen (s, y) v (5, ¥) tales que X(s)(y) = X (S, 7). Nuevamente por la Proposiciéon
1.1.4, los epimorfismos s y § son composicién de codegeneraciones y por lo tanto admiten
secciones d y d. En particular, componiendo con X(d) se tiene que

y=X($od)(y).

Como y es no degenerado, entonces § o d no puede contener codegeneraciones en su fac-
torizacion epi-mono pues de otro modo por las identidades simpliciales obtendriamos una
contradiccion. Luego, § o d es monomorfismo y por ende y es un simplice de dimensién me-
nor. Por simetria del argumento, resultan simplices de la misma dimensién y, en particular,
§od eslaidentidad. Esto implica que y = ¥, pero ademds el mismo argumento muestra que
las secciones de s coinciden con las de §, y como los epimorfismos en la categoria A quedan
determinados por el conjunto de secciones concluimos que s =35.
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Para formalizar la idea de adjuntar celdas, es preciso realizar la siguiente observacién:

Observaci6n 2.4.10. Por la Proposicién 1.3.6, el coproducto | [., X; de una familia de con-
juntos simpliciales se calcula punto a punto. Es decir, la coleccién de n-simplices (] [.c; Xi)n
viene dada por la unién disjunta | |, (X;),-

i€l

Ahora si, probemos el siguiente resultado central:

Proposicion 2.4.11. Sea X un conjunto simplicial y n € N. Entonces, el siguiente diagrama es
un pushout de conjuntos simpliciales:

L[ A" M} sk, X

X€E€NX,

donde NX, C X, es el conjunto de n-simplices no degenerados, las funciones verticales son
inclusiones y p*: A" — X es el unico morfismo simplicial tal que ; (idf,7) = x.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 1.3.6, basta probar que el diagrama resulta un pushout
de conjuntos tras evaluar en cada [k] € A. En primer lugar, hay que verificar la conmutatividad
del cuadrado. Basta chequear que para cada x € NX,, el siguiente diagrama conmuta:

(@A™, —L1 ) (e X)),

n
(A™)g W (skp, X )i

Sin embargo, la conmutatividad resulta inmediata del hecho de que los morfismos horizon-
tales son exactamente las restricciones de ¢* a subcomplejos. Verifiquemos que el siguiente
diagrama es un pushout de conjuntos:

(skn—19™)
[ @ame B2 e, ,x0

x€NX,

[ @ ———— kX

k. X
xeNX,, ]_[(S n¥ )k

Notemos que si k < n— 1 entonces las flechas verticales son la identidad y las horizontales
son iguales, por lo que el diagrama es un pushout. Si k > n, por la descripcion de los pushouts
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en la categoria de conjuntos, basta probar que la funcién horizontal inferior en el diagrama
induce una biyeccién al restringirla:

[ [eskao®: [ (ar\aA7) - (skyd i \ (ko1 X e
X€E€NX,
Esta restriccion es biyectiva si y solo si para cada y € (sk,X)i \ (sk,_1X)i, 0 sea, cada k-
simplice y que provenga de algtin n-simplice no degenerado, existen un unico morfismo de
posets sobreyectivo f : [k]] — [n] y un dnico n-simplice no degenerado x € NX,, tales que
X(f)(x) = y. Pero este resultado es exactamente lo demostrado en el Lema 2.4.9, de modo
tal que el cuadrado resulta un pushout. [ |

2.5. La estructura de CW

Con los resultados anteriores, ya estamos listos para demostrar que la realizacion geomé-
trica tiene estructura de CW-complejo:

Teorema 2.5.1. Si X es un conjunto simplicial, entonces |X| es un CW-complejo.

DEMOSTRACION. Gracias a la Proposicién 2.4.11 y el hecho de que la realizacién geomé-
trica preserva colimites, y en particular pushouts, se tiene que el siguiente diagrama es un
pushout de espacios topolégicos:

Isky—1 ¢
[ ] 1ean BB g x

x€NX,

[ ] 1a" —— Isk.x|

sk, p*
xeNX, [ I sk, o]

Las identificaciones como complejos simpliciales de A" con D" y de d A™ con S" implican
que cada n-esqueleto se construye adjuntando n-celdas al esqueleto anterior. Por ultimo, por
la Proposicién 2.4.6 sabemos que |X| = UHGNO |sk,X| tiene la topologia débil, es decir, la fi-
nal respecto de las inclusiones y por lo tanto efectivamente la realizacién geométrica de un
conjunto simplicial resulta un CW-complejo.

|

Observacion 2.5.2. Dado X un espacio topoldgico, la counidad de la adjuncién 2.3.6 es una
funcién continua

€x: |Sing(X)| —» X
que por el Teorema 2.5.1 tiene como dominio a un CW-complejo. Mds aun, la naturalidad
de la counidad dice que para cualquier funcién continua f: X — Y se tiene un diagrama

conmutativo:

. ISing(H)] | e
|Sing(X)| ——————> [Sing(Y)|

€x €y

X > Y
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De hecho, esta resulta una manera funtorial de obtener una CW-aproximacion:

Teorema 2.5.3. Si X es un espacio topoldgico, la counidad de la adjuncién ey : |Sing(X)| — X
es una equivalencia débil funtorial.

DEMOSTRACION. La demostracion del teorema puede encontrarse en [GJ09] mediante el
uso de teoria de extensiones anodinas. La funtorialidad de la CW-aproximacion es exactamente
la naturalidad de la counidad. [ |

2.6. Algunas aplicaciones de la teoria

La definicién del Complejo de Moore 2.1.6 tiene como consecuencia una conclusién intere-
sante: la informaciéon homoldgica del complejo de cadenas en el caso singular para espacios
topoldgicos esta resumida en una asignaciéon Top — sSet. Es decir, la teoria de homologia
singular se factoriza por un funtor de la categoria de complejos simpliciales. Mas auin, compo-
niendo con el funtor grupo abeliano libre, podemos decir que se factoriza por la categoria de
grupos abelianos simpliciales, denotada sAb. El siguiente resultado dice que, en algun sentido,
todos los complejos de cadenas son exactamente un grupo abeliano simplicial y por lo tanto
toda teoria de homologia proviene de la homologia de conjuntos simpliciales:

Teorema 2.6.1 (La correspondencia de Dold-Kan). Se tiene una equivalencia de categorias
sAb ~ Ch(Z)-,,

entre la categoria de grupos abelianos simpliciales y la de complejos de cadena sobre Z acota-
dos inferiormente.

DEMOSTRACION. Ver Theorem 2.5.6.1 de [Lur18]. [ ]
La realizacion geométrica de conjuntos simpliciales 2.2.1 es ampliamente utilizada como

una herramienta en la matematica moderna. Para eso, mencionamos aqui dos ejemplos donde
es conveniente utilizarla para definir ciertos objetos de interés.

Definicién 2.6.2. (Espacio de Eilenberg-MacLane) Dado un grupo G, llamamos Espacio de
Eilenberg-MacLane y lo notamos K(G, 1) a la realizacién geométrica | BG]|.

La siguiente observacién motiva la idea de definir como antes a este espacio:

Observacion 2.6.3. La descripcion del espacio de Eilenberg-MacLane K(G,1) a través de la
realizacién geométrica es funtorial en G.

DEMOSTRACION. Todo morfismo de grupos G — H es un funtor 8G — %H que induce
un morfismo simplicial entre los nervios y por lo tanto una funcién continua entre los espacios
de Eilenberg-MacLane. [ |

Se puede demostrar el siguiente resultado:

Teorema 2.6.4. El espacio de Eilenberg-MacLane K(G, 1) es un CW-complejo que tiene grupo
de homotopia 7, (K(G,1)) = G y trivial en otro caso.

DEMOSTRACION. Ver Proposition 7.8, [GJ09]. [ ]
Ma4s atn, otro ejemplo de aplicacidn relevante de la teoria de complejos simpliciales es en
la definicién de uno de los invariantes algebraicos mas importantes: la K-teoria algebraica.
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Definiciéon 2.6.5. Dado un anillo R, consideramos la categoria de R-mddulos proyectivos finita-
mente generados, denotada & (R). Se define la categoria Qg zy de Quillen, cuyos objetos son
R-modulos proyectivos y los morfismos entre X e Y son clases de isomorfismos de diagramas
en Z(R)

< b > Y
donde la composicién viene dada por tomar pullback del epimorfismo por el monomorfismo.

Los detalles en la construccién Q de Quillen pueden verse en [QuiO6]. En particular, si
bien Qg g) no es pequefia, es equivalente a una categoria pequefia y por lo tanto podemos
calcularle su nervio. De esto mismo, surge inmediatamente la siguiente definicién dada por
Quillen, que recupera los grupos K;,K; y K, de K-teoria ya conocidos y permite extender
satisfactoriamente el invariante a uno con mejores propiedades homoldgicas:

Definicion 2.6.6. Se define la K-teoria algebraica de un anillo R en grado n € Ny como

Ky(R) := 1 | A Qo r)l-

Finalmente, veamos como la teoria de conjuntos simpliciales se utiliza para introducir las
oo-categorias:

Definicion 2.6.7. Dados n € Ny e i € [n] se define el i-ésimo cuerno A} como el subconjunto
simplicial de d A™ dado, para cada k € N, por

(A == {f € Ap: [n] £ im(f) U {i}}.

Es decir, el i-ésimo cuerno se puede obtener del n-simplex removiendo su interior y la cara
opuesta al vértice i: es el minimo subconjunto simplicial de A™ que contiene todas sus caras
menos la i-ésima. Geométricamente, los cuernos representan lo esperado:

Observacion 2.6.8. Sea n € Ny e i € [n]. Identificando a la realizaciéon geométrica |A"| con
el n-simplex topoldgico estdndar, obtenemos que |A| se identifica con el subespacio cerrado
dado por

IAY|={(to, -~ t,) €|A"| : t; = 0 para algtn j # i}

2 2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 1
A2 A2, A2, A2,

FIGURA 2.4. Tres cuernos del 2-simplex.

Definiciéon 2.6.9. Una co-categoria es un conjunto simplicial X que cumple que para todos
n €Ny y 0 <i<n,todo morfismo de conjuntos simpliciales o: Al — X se puede extender a
un n-simplice o: A" — X.

Ejemplo 2.6.1. Si ¢ es una categoria pequefia, entonces A4 (6) es una oo-categoria.
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En una oo-categoria X, pensamos que hay morfismos representados por los 1-simplices
de X. Mas atn, tenemos una nocién de composicién: si f € X; y g € X; son 1-simplices tales
que dy(f) = d;(g), entonces queda determinado un morfismo (f, g): Af — X definido en
generadores: el simplice (01) tiene imagen f y el simplice (12) tiene imagen g. Luego, por la
propiedad de extensién existe un 2-simplice o: A% — X que extiende a (f, g). Este 2-simplice
representa una composicion:

do(f) = d1(g)

~
oq

El problema de esta nocién de composiciéon es que no es necesariamente Unica, pues la
extension no necesariamente lo es. El siguiente resultado dice que las co-categorias recuperan
las categorias usuales si pedimos unicidad de la extensién:

Teorema 2.6.10. Sea X un conjunto simplicial. Entonces X es isomorfo al nervio de una cate-
goria si y solo si es una oo-categoria con unicidad en la extensién de morfismos simpliciales.

DEMOSTRACION. Ver Proposition 1.3.4.1 de [Lur18]. [ |
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