EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA ESTRUCTURA ADITIVA EN
CATEGORIAS ABELIANAS

VALENTIN NICO Y JULI ZANETTE

INTRODUCCION

En Algebra Homoldgica es habitual trabajar en el contexto de las categorias
abelianas, que son una generalizacién de las categorias 4Mod, para A un anillo
unital. La ventaja de este enfoque, sin embargo, no pasa por la mayor generali-
dad’, sino por que usar categorias abelianas nos habilita varias herramientas del
pensamiento categorico. Por ejemplo, las proposiciones:

e La sucesién exacta 0 — M; i> M, 2 Ms; — 0 se parte si y s6lo si f es
seccion.

e La sucesion exacta 0 — M, ER M, % Ms — 0 se parte si y sélo si g es
retraccion.

son expresables tanto en el lenguaje de los A-médulos como en el de las categorias
abelianas, donde resultan mutuamente duales. Como el dual de una categoria
abeliana es una categoria abeliana, para demostrar que ambos enunciados valen
en toda categoria abeliana basta con hacerlo para uno solo e invocar el Principio
de Dualidad. En contraste, si bien las demostraciones para ambas proposiciones
en categorias de A-moédulos son andlogas, no es evidente cémo automatizar la
conversion sin acercarse sospechosamente a demostrar que 4 od es una categoria
abeliana.

En general, los enunciados de cardcter mas categorico o flechistico (por ejemplo,
aquellos que pueden darse sin aludir a los elementos de un A-médulo) se ven
beneficiados por el pensamiento propio de las categorias abelianas.

Hay varias posibles definiciones para categoria abeliana; la pagina dedicada de
Wikipedia la define como una categoria localmente pequena que:

(1) Viene equipada de una estructura preaditiva.

(2) Tiene un objeto cero.

(3) Todo morfismo tiene kernel y cokernel.

(4) Todo monomorfismo es el kernel de algin morfismo; todo epimorfismo
es el cokernel de algtin morfismo.

(5) Todo par de objetos tiene biproducto.

'El teorema de embebimiento de Freyd-Mitchell establece que toda categoria abeliana pequeiia
esta embebida exactamente en 4 M od para algtn anillo unital A.
1
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Es importante aclarar que esta no es la definicién de categoria abeliana que us-
aremos en este trabajo. Si construcciones como estructura preaditiva, kernel o bipro-
ducto no son conocidas por le lectore, no hay nada que temer; serdn apropiada-
mente definidas y profundizadas en las secciones posteriores de este trabajo. El
punto de mencionar esta definicién es observar una diferencia saliente entre sus
items:

Dar una estructura preaditiva sobre una categoria es dar una estructura de gru-
pos abelianos para sus HomSets, que se lleva razonablemente con la composicién
(de nuevo, los detalles los daremos en las secciones correspondientes). A pri-
ori, una categoria puede admitir mas de una estructura preaditiva; (1) pide, para
definir una categoria abeliana, que se seleccione una en particular; en otras pal-
abras, dotarla de informacion adicional. En contraste, los puntos (2), (3) y (4) son
condiciones, que una categoria ordinaria puede o no cumplir. El punto (5) también
califica como condicién, pero es dependiente de la estructura preaditiva especifi-
cada en (1), ya que la definicién de biproducto involucra sumar en los HomSets.

La finalidad de este trabajo es demostrar que los axiomas (1) y (5) pueden rem-
plazarse por la existencia de productos y coproductos binarios; bajo esta hipétesis
y los axiomas (2), (3) y (4) se puede inducir una #inica estructura preaditiva y
construir biproductos binarios. Para dotar a los HomSets de estructura de grupo
recurriremos a una herramienta simple pero muy til en la definicién natural de
operaciones sobre conjuntos: el Argumento de Eckmann-Hilton.

Enla primera seccién daremos nuestra definicién de categorias abelianas (Defini-
cién9), introduciendo y demostrando los conceptos basicos necesarios. Este pream-
bulo culminaré en la caracterizacién de los monomorfismos y epimorfismos en
términos de sus kernels y cokernels (Teorema 19), sin recurrir a una estructura
preaditiva. En la segunda seccién enunciaremos y demostraremos el argumento
de Eckmann-Hilton (Teorema 20), y lo extenderemos a una versioén sustractiva
(Teorema 25), mas afin a la necesidad de definir sobre los HomSets operaciones
con inversa. En la tercera secciéon definiremos operaciones de resta y co-resta
(Definicién 33 y Definicién 43) sobre los HomSets de una categoria abeliana. Re-
curriendo a nuestra version de Eckmann-Hilton, estas produciran en la cuarta
seccién una estructura preaditiva sobre la categoria, que, asombrosamente, re-
sultard tinica (Teorema 54). Provistes ya de la operacién suma sobre los HomSets,
en la quinta secciéon introduciremos la nocién de biproducto (Definicién 57), y
demostraremos la equivalencia entre su existencia y la de productos y coproduc-
tos finitos (Teorema 57). A su vez, comentaremos como la estructura preaditiva
puede ser descripta a través del biproducto (Teorema 61). Finalmente, concluimos
el trabajo con la unificacién de las distintas axiomatizaciones de categoria abeliana
(Teorema 63).

1. GENERALIDADES

Definicién 1. Dada ¢ una categoria, llamamos objeto cero, denotado 0, a un objeto
inicial y final. Es decir, un objeto que satisface que para todo objeto A de € existe un tinico
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morfismo de 0 en A (inicial) y de A en 0 (final). Una categoria con objeto cero se dice
punteada.

Observacion 2. Cualesquiera dos objetos ceros son isomorfos via un isomorfismo tinico.

Definicién 3. Dados A, B dos objetos, llamamos morfismo cero, 0ap : A — Bala
unica factorizacion a través del objeto cero dada por:

A Oan B

N

0

Observacién 4. La buena definicion del morfismo cero (esto es, que es independiente del
objeto cero elegido) se sique de la conmutatividad del siguiente diagrama:

e
™

/

/
N\

O/
Observacién 5. Para cualquier motfismo f : X — A en una categoria punteada €

vale que 045 o f = Oxp. Dualmente, para cualquier morfismo g : B — Y wvale que
g©0ap = Oay.
Definicién 6. Dada una categoria ¢ punteaday f : A — B un morfismo, decimos que
ker f : K — A es un kernel de f si satisface que:
o foker f =0gp.
e Para toda g : L — A que cumple que f o g = 01, existe una tinica factorizacion
v: L — K degatravés de ker f:

OrxB
TN
K o/ > A ! > B
El!l/:
| g
|
L OB

Dualmente, se obtiene la nocion de cokernel de f y lo notamos coker f.

Observacién 7. El kernel de un morfismo estd bien definido salvo isomorfismo tinico: si
ker f : K — Ayker f : K — A son kernels de f : A — B, por definicién de kernel
existe una tinica v : K — K tal que el siguiente diagrama conmuta:
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K
2| A—L B
;/

K

Esta v resulta un isomorfismo.

Observacién 8. Todo kernel es un monomorfismo. Dualmente, todo cokernel es un epi-
morfismo.

Comenzamos introduciendo los axiomas para una Categoria Abeliana:

Definicién 9. Una categoria ¢ localmente pequeiia® se dice abeliana si satisface las
siguientes condiciones:

(1) Existe un objeto cero.

(2) Todo morfismo admite kernel y cokernel.

(3) Todo monomorfismo es el kernel de algiin morfismo y todo epimorfismo es el cok-
ernel de algiin morfismo.

(4) Existen productos y coproductos finitos.

Observacién 10. Los axiomas de categoria abeliana son simétricos. Esto implica que si
¢ es abeliana, €°P también lo es y el enunciado dual a una proposicion cierta en cualquier
categoria abeliana también es cierto, viendo la validez del enunciado original en la categoria
opuesta.

De la definicién se desprenden algunas propiedades esenciales.

Proposicién 11. Sea f : A — B un monomorfismo en una categoria abeliana ¢. En-
tonces f = ker(coker f). Dualmente, todo epimorfismo verifica que es el cokernel de su
kernel.

Demostracion. Por la condicién 3 en la definicién de categoria abeliana, resulta que
[ es en particular el kernel de un morfismo g : B — Y. Luego, como g o f = 04y,
debe ser que existe una tnica factorizaciéon v : ¢ — Y que haga conmutar el
siguiente diagrama:

coker f
B—»
g

4o Q

2Una categoria se dice localmente pequeia si para todo par de objetos X, Y vale que Hom«(X,Y)
es un conjunto.
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Maés atn, verifiquemos que f satisface la propiedad universal del kernel para
su cokernel. En primer lugar, es claro que coker f o f = 04¢. En segundo lugar,
dada h : X — B tal que coker f o h = Ox¢, debe ser que:

goh=vocoker foh=vo0xc=0xy.

Luego, por ser f = ker g, existe una tinica factorizacién a través de f de manera
tal que el siguiente diagrama conmute:

Oay Y

Luego, verificamos que f satisface la propiedad universal del ker(coker f). O

Lema 12. Para cualesquiera objetos A, B de una categoria abeliana €, vale que ker 04 :
K — A es un isomorfismo. Dualmente, vale que coker 045 : B — C' es un isomorfismo.

Demostracion. Por la Observacién 5, vale que 045 o 14 = 04p; luego, existe una
Unica factorizacion v a través del kernel de 0 45, de manera tal que: ker O 4pov = 14.
Teniendo en cuenta la Observacién 8, ker 045 : K — A es un monomorfismo y un
split-epimorfismo’ y por ende un isomorfismo. O

Teorema 13. Sea € una categoria abelianay f : A — B un morfismo. Son equivalentes:

(1) f es un isomorfismo.
(2) f es un monomorfismo y un epimorfismo.

Demostracién. La primera implicaciéon es consecuencia directa de la existencia de
una inversa para f y es cierta sin hipétesis sobre la categoria . Reciprocamente,
si f es monomorfismo, por la condicién (3) en la definicién de categoria abeliana,
resulta ser el kernel de un morfismo g : B — C'. Esto implica que go f = 0pco f =
0ac; pero como [ es epimorfismo, debe ser que g = Opc. Luego, f = kerg =
ker Ogc y por el lema anterior, f es un isomorfismo. ]

El objetivo de la siguiente serie de lemas serd clasificar los monomorfismos y
epimorfismos de una categoria abeliana arbitraria. En el camino, demostraremos
que toda categoria abeliana admite egalizadores y coegalizadores, de donde, junto
a la existencia de productos finitos, coproductos finitos y objeto cero, se deduce la
existencia de pullbacks y pushouts.

3Aqui, y a lo largo del trabajo, la palabra split-monomorfismo y split-epimorfismo refieren a
morfismos con una inversa a izquierda y derecha, respectivamente.
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Observacién 14. Dado un morfismo f : A — B, por la propiedad universal del producto
existe un tinico morfismo (14, f) : A — A x B tal que el siguiente diagrama conmuta:

1a
A
P
A 20 A B
\ B
f

donde 7, y Ty son las proyecciones canénicas. Ademds, (14, f) resulta split-monomorfismo
y las proyecciones canénicas split-epimorfismos. Este morfismo es llamado grdfico de f,
pues extiende la nocion de grifico de funciones usual.

Proposicién 15. Sean A, B dos objetos en una categoria abeliana. Llamando i, :=
(14,04B) : A — A x B resulta que iy = ker my. Andlogamente, si iy := (Opga,1p) :
B — A x B resulta que iy = ker my.

Demostracion. Probamos la propiedad para i; y el otro caso es analogo. Notar que
por la Observacién 14, i; es un monomorfismo y ademads 73 o i; = 045. Como %,
es monomorfismo, cualquier factorizacién de un morfismo a través de si misma
resultard necesariamente tnica. Luego, si tomamos v : L — A x B tal que mpov =
01p, resulta que ambas v y iy o 7 o v hacen conmutar el siguiente diagrama:

10V

A

Q

L -2 Ax B

OrB

Luego, por la unicidad en la propiedad universal del producto debe necesaria-
mente ser que v = i; o T, o V' y obtenemos la factorizacién deseada. O

Observacién 16. Dadas f,g: A — B, existetn F : Ax B - CyG: Ax B — D tales
que (14, f) =ker F 'y (14,9) = ker G. Ademds, llamemos (F,G): AxB - CxDala
inducida por la propiedad universal del producto. Si ker(F,G) : E — A x B es el kernel
de (F, G), vale que:

o oker(F,G)=m o (F,G)oker(F,G)=0gc

o Goker(F,G) =myo (F,G)oker(F,G) = 0gp



EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA ESTRUCTURA ADITIVA EN CATEGORIAS ABELIANAS 7

y por ende existen tinicas oy, oo : K — A, monomorfismos por ser las primeras en una
composicion que es un monomorfismo, tales que el siguiente diagrama conmuta:

E r-aoome - y A
T Y

azl ker(FG) (1a.f)

A Ax B ¢ s D
(1) T P
(F.G) %
~
F CxD

C

Del hecho de que el cuadrado superior izquierdo conmuta, se deduce que:
g =m0 (la, f)oar =mo(la,g)oaz=a

Teorema 17. Todo par de morfismos f, g : A — B en una categoria abeliana ¢ admite un
egalizador eg(f,g) : E — A. Mds atin, el egalizador es un monomorfismo. Dualmente,
todo par de morfismos admite un coegalizador y el mismo resulta un epimorfismo.

Demostracion. Verifiquemos que eg(f,g) := a; = o, definidos segtn la obser-
vacién 16. En particular, probemos que el cuadrado superior izquierdo del dia-
grama (1) es un pullback. Notar que dado un par de morfismos con dominio X
y codominio A que hagan conmutar el cuadrado son necesariamente iguales, por
un argumento analogo al de la observacién anterior componiendo con la primera
proyeccién del producto. De esta forma, exhibirun v : X — A que haga conmutar
el cuadrado equivale a exhibir un morfismo que egalice a f y g; y la factorizacion
Unica por E equivale a factorizar un morfismo por el candidato a eg(f, g). Esto
muestra que la propiedad universal del pullback coincide con la propiedad uni-
versal del egalizador de f y g. Luego, dado un v con esta propiedad, vale que:

e mo(F,G)o(la,f)ov=Fo(la, f)ov=_0xc.
o mo (F,G)o(la, f)ov==Go(la g)ov=_0xp.

Por la propiedad universal del producto, debe ser que (F,G) o (14, f) o v es el
morfismo nulo y por ende existe un tnico morfismo n : X — E de manera tal
que (14, f) o v se factoriza por el ker(F, ). Es decir, que el siguiente diagrama
conmuta:
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ker(F,G) (1a,f)
——> AX B ¢ s D
(1a.9) ~
(F.G) /
~
F CxD
C

Luego, del hecho que (14, f) es un monomorfismo, se deduce que eg(f,g) o

n = v, y queda demostrado que el cuadrado en cuestién es un pullback. Por lo

destacado anteriormente, resulta que eg(f, g) es el egalizador de f y g. Ademas,

como ker(F, G) es un monomorfismo, se sigue que el egalizador es necesariamente

un monomorfismo. La nocién dual se sigue de la validez de la proposicién en la
categoria opuesta.

O

Corolario 18. Toda categoria abeliana admite pullbacks y pushouts.

Demostracion. Dadas f : A - Cyg: B — C,ydadasm : AXxB — A, my: AXxB —
B las proyecciones candnicas; entonces es directo verificar que el pullback de f y
g estd dado por el siguiente cuadrado conmutativo:

E ———-____Zrl(ic__7“-> A
TFQOCE AXx B f
B > C

donde ¢ := coeg(f o 1y, g o m3). Dualmente, se deduce la existencia de pushouts a
partir de la existencia de coproductos binarios y coegalizadores.
O

Teorema 19. Dada f : A — B en una categoria abeliana €. Son equivalentes:
(1) f es un monomorfismo.
(2) Para cualquier o : X — A, vale la implicacion: f oo = 0xp = a = Ox 4.
(3) ker f = Ox 4 para cualquier objeto X de €.
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Andlogamente, se obtiene la nocion dual para los epimorfismos.

Demostracion. Probemos cada una de las implicaciones:

(1) = (2): Sea o : X — A de manera tal que foa = Oxp = f o 0Oxa. Luego,
como [ es monomorfismo, se sigue que o = Ox 4.

(2) = (3): Notar quesiker f : X — Aesunkernel de f, entonces vale foker f =
Oxp. Luego, se sigue que ker f = Ox 4.

(3) = (1): Sean o, 5 : X — Atales que f oa = f o . Luego, por el Teorema
17 existe el coegalizador coeg(a, 5) : A — E y, como f también egaliza a
a 'y 3, existe una tinica factorizaciéon v : E — B tal que f = v o coeg(«, 3).
Luego, como el coegalizador es un epimorfismo, existe g : C' — A tal que
coker g = coeg(a, ). Luego, vale que:

fog=vocoeg(a,)og=ro0ck =0cp.
Por ende, existe una tnica factorizacién de g a través del kernel de f. Por
hipétesis, ker f = 0p4 es un kernel de f y el siguiente diagrama conmuta:

De lo que se sigue inmediatamente que g = 0y, por el Lema 12, coeg(«, 3)
es un isomorfismo. En particular, coeg(a, ) es un monomorfismoy a = f.

[l

2. EL ArRguMENTO DE ECckMmaNN-HILTON

Un aspecto de la definicién de categorias abelianas que antes hemos mencionado
y que vale la pena enfatizar es su cardcter simétrico. A la hora de definir una op-
eracion aditiva en los HomSets, habra dos posibles procedimientos, mutuamente
duales. El teorema de Eckmann-Hilton es la herramienta clave que nos va a servir
para unificarlos y, de paso, garantizar la estructura de grupo abeliano resultante.

Teorema 20. (Eckmann-Hilton) Sean (X,-), (X, *) dos operaciones binarias definidas
sobre un conjunto X, con elementos neutros bildteros e., e,. Si se cumple la ley de inter-
cambio

(fr-f2) = (g1-92) = (fi* 1) - (f2 % 92)
para cualesquiera f, fa, g1, 92 en X, entonces (X, -) y (X, *) coinciden, y resultan una
operacion asociativa y conmutatioa.

Demostraciéon. De la ley de intercambio se puede deducir que los elementos neu-
tros coinciden:

e.=c e =(exe) (exxe)=(e-e)*(e.-€)=e*e,=e,.
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En adelante, e denotard el elemento neutro comtn de (X, ) y (X, *). A partir
de esta igualdad y la condicién de intercambio, se tiene que

frg=(xe)-(exg)=(f-e)x(e-g) =[xy
de modo que las operaciones coinciden. Esto, junto una vez més con la condicién
de intercambio, permite deducir conmutatividad y asociatividad:

frg=(exf) (gxe)=(e-g)*(f-e)=g*xf=g-f

f-lg-h)=(fxe)-(gxh)=(f-g)*x(e-h)=(f-g)-h
0

El objetivo en adelante para esta seccion serd proponer una version alternativa
del argumento de Eckmann-Hilton que usaremos a lo largo del trabajo. La misma
exhibe una ley de intercambio que garantiza, dada cierta estructura sustractioa
sobre un conjunto X, una estructura de grupo abeliano para X.

Definicién 21. Un magma* (X, —) se dice sustractivo si para cualesquiera f, g en X:
g——-f=1

Definicién 22. Un elemento neutro bildtero para un magma sustractivo (X, —) es un
elemento 0 de X tal que para todo f en X:

f-f=o.

Observacién 23. Sea (X, —) un magma sustractivo con elemento neutro bildtero 0. En-
tonces, para toda f en X, tomando g = f en la Definicion 21, se verifica que:

f-0="f

La siguiente observacion juega un rol crucial en comprender por qué resulta
equivalente trabajar con operaciones sustractivas con respecto a inversibles:

Observacion 24. Definiendo f + g == f— (0—g)y f — g := f + (—g), tenemos
una correspondencia entre magmas sustractivos con neutro bildtero y magmas con neutro
bildtero e inversas bildteras para todos sus elementos, que hace coincidir los elementos
neutros.

De esta forma, se tiene la siguiente version sustractiva para el argumento de
Eckmann-Hilton:

Teorema 25. (Eckmann-Hilton sustractivo) Si (X, —) y (X, |) son magmas sustractivos
con elementos neutros bildteros respectivos 01 y 0o que cumplen la condicion de intercam-
bio

(fi=f2) 1 (g1 —g2) = (filg1) — (f2192)
sus magmas inversibles inducidos, (X, +) y (X, #) respectivamente, coinciden, y dotan
a X de estructura de grupo abeliano.

4En este trabajo, nos referimos con magma a un conjunto provisto de una operacién binaria.
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Demostracion. Por la Observacién 24, (X, +) y (X, #) tienen a 0; y 0, como neutros
respectivos. Veamos como la ley de intercambio sustractiva recupera la ley de
intercambio del Teorema 20 para estos magmas inducidos:

(fi+fo)# (g +92) =[fi — )] | [0z —92))]
=[fi— ‘ [( 02 - 01 — (01 — g2))]
=[fi - ‘ [(021g1) 1|(01 92))]

=[fil (02 | 91)] - [( — f2) ‘ (011 (0 — 92))}

= (i # 91) = [(00 = f2) | (02 = 02) [ (01 — g2))]
= (fi#g) — [(01 = f2) | ((02101) = (021 g2))]
= (fi# 91) = [(011(02101)) = (f21 (021 g2))]

= (fi# 1) = [(011(02101)) — (f2 # g2))]

Por otra parte, notemos que:
02101 = (02 — 01) | (02 — 02) = (021 02) — (01 102) = 02 — 0y = Oo.
De esta forma, y por la expresion anterior, vale que:

(fi+ fo) # (1 +92) = (fr# g1) — [0 1 (02101)) — (f2 # g2))]
= (fl # 91) - [(01 | 02) - (fz i 92))]
=(fi#q) = [0 = (fo# g))] = (L # 91) + (f2 # g2)-

Luego, estamos en condiciones de aplicar el argumento de Eckmann-Hilton del
Teorema 20 para concluir que (X, +) y (X, #) coinciden, y dan lugar a una es-
tructura de monoide conmutativo. Mds atin, por la Observacion 24, este monoide

conmutativo es inversible y por ende un grupo abeliano.
U

3. CONSTRUCCION DE LA RESTA DE MORFISMOS

Con el fin de dotar a una categoria abeliana arbitraria con estructura aditiva,
tomaremos el camino de definir una estructura de magma sustractivo en los Hom-
Sets, y verificar las hipétesis del Teorema 25. Para motivar la existencia de una
operacién sustractiva, comenzaremos con la construccién de la resta para una
categoria abeliana concreta: 4Mod, la categoria de A-mdédulos, con A un anillo
arbitrario.

Observacién 26. Dados «, 3 : M — N morfismos de A-médulos; la resta (o — [3) :
M — N, viene dada por (a— ) (x) := a(x)—(x), para todo x en M. Equivalentemente,
resulta que:

(@ =p) =ono(af),
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donde oy : N x N — N es el morfismo de A-mddulos que viene dado, para cada (z,y)
en N x N, por:

on(z,y) =2 —y.

Proposicién 27. Para cada A-moédulo M, oy = M x M — M, definido segiin la ob-
servacion 26, es un cokernel de Ay, © M — M x M, el morfismo diagonal dado por
Ay (z) = (z, ), para todo x en M.

Demostracion. Es claro que oy 0 Ay = Oppy. Mas atin, sea f : M x M — N
un morfismo de A-médulos tal que f o Ay, = Opn. Por la propiedad universal
del coproducto en 4Mod, i.e. de la suma directa, debe ser que f es de la forma
f(z,y) = fi(z) + f2(y) para todo (z,y) en M x M; con fi, fo : M — N, morfismos
de A-mddulos. En particular, f debe satisfacer que para cada x en M:

0=foAu(z)=flz,z) = fi(z) + fo().
Luego, resulta que f; = —f,. Esto equivale a que f se descomponga a través de
oy segun el siguiente diagrama conmutativo:

La unicidad de la descomposicion se sigue evaluando en el elemento (x,0) de
M x M yusando la conmutatividad del triangulo. Luego, verificamos la propiedad
universal del cokernel, por lo que coker Ay, = oyy. O

La Proposicién 27 describe el morfismo resta en 4 M od a partir de la diagonal y un
cokernel de codominio especifico. Para generalizar esta definicién a una categoria
abeliana genérica, nos basta con definir la diagonal de un objeto A, y demostrar
que tiene un cokernel que cae en A que, ademds, cumple ciertas propiedades de-
seables. Este cokernel inducird la resta en Home(Z, A) de la misma forma que el
morfismo de la resta en A-mdédulos, por poscomposicion.

Definicién 28. Dado A un objeto de una categoria con productos, definimos el morfismo
diagonal, y lo notamos Ay : A — A x A, al inducido por la propiedad universal del pro-
ducto segtin Ay := (14, 14). Dualmente, para una categoria con coproductos, definimos
el morfismo codiagonal, y lo notamos V, : Al A — A al inducido por la propiedad
universal del coproducto segiin V 4 := G‘:)
Lema 29. Sean A un objeto en una categoria abeliana €, y coker Ay : A x A — C un
cokernel del morfismo diagonal. Luego, vale que coker A 401, : A — C'es un isomorfismo;
donde i, : A — A x A es el morfismo definido segtin la Observacion 15.
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Demostracion. Por el Teorema 13, basta probar que coker A4 o i; es un monomor-
fismo y un epimorfismo. Para ver que es un monomorfismo, por el Teorema 19
basta ver que si existe f : X — A tal que (coker Ay o 7y) o f = Ox¢, entonces
f = 0Ox4. Por la Proposicién 11, y como A4 es un monomorfismo, el morfismo
diagonal es el kernel de su cokernel y por ende existe una tnica factorizacién a
través del mismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

A s Ax A

]
I
i
IR
I
I
I
I
I

X

Luego, se verifica que:

v=myoApov=m90i;0f=0xa.

De esta forma, i; o f es el morfismo nulo y como ¢; es un monomorfismo, f =
Oxa. Esto concluye que coker A4 o i; es un monomorfismo. Para probar que es,
ademads, un epimorfismo, usemos la versiéon dual del Teorema 19. Consideremos
g : C — Y tal que g o coker Ay 04; = 04y. Luego, en particular debe existir una
factorizacion tinica a través de m,, por ser el mismo el cokernel de i, tal que el
siguiente diagrama conmuta:

Luego, se verifica que:

v=vomoAy=gocokerAyoAy=04y.
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De esta forma, g o coker A4 es el morfismo nulo y como coker A4 es un epi-
morfismo, g es el morfismo nulo. Esto concluye que coker A o i; es un epimor-
fismo y por ende, junto al hecho de que también es un monomorfismo, un iso-
morfismo. O

Corolario 30. Dado A un objeto de una categoria abeliana ¢ y dado un cokernel del
morfismo diagonal, entonces 04 : A x A — A dado por:

o4 = (coker Ay 0i1) "' o coker Ay
es también un cokernel del morfismo diagonal.
Observacién 31. La definicion de o 4 del Corolario 30 garantiza que:
gp011 = 14
El siguiente lema muestra la naturalidad del cokernel elegido:
Lema 32. Sean A, B objetos de una categoria abeliana €, y sea o : A — B un morfismo.

Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

Ax A —2 + BxB

A > B

«

Donde o X o := (a0 my, v 0 my) es la inducida por la propiedad universal del producto
Yy 0 4 es la definida en el Corolario 30.

Demostracion. Es directo verificar, componiendo con las proyecciones canénicas y
usando la propiedad universal del producto, la conmutatividad de los siguientes
diagramas:

A = > B A = » B
Aa Ap i iB
AXATBXB AXAT)BXB

La conmutatividad del primero garantiza que:
cpoa X aoAy=ogoAgoa =045

En particular, existe una tinica factorizacién a través de o 4, el cokernel de A 4, que
hace conmutar al cuadrado del lema. Basta verificar que esa factorizacién coincide
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con a. Para eso, recurrimos al siguiente diagrama conmutativo:

De lo cual se ve claramente que la flecha punteada debe ser a. O

Definicién 33. (Resta de morfismos) Dados o, 5 : A — B morfismos en una categoria
abeliana €, definimos su resta (o« — [3) : A — B como el morfismo dado por:

(Oé _ﬁ) =0Bo° (avﬁ)
donde o es el definido por el Corolario 30y («, [3) es la inducida por la propiedad universal
del producto.

Verifiquemos que esta resta definida verifica una propiedad fundamental a la
hora de definir la estructura aditiva:

Proposicién 34. (Asociatividad de la resta). Dadas oy, s, s, ay : A — B morfismos
de una categoria abeliana €, vale la siquiente propiedad asociativa para la resta introducida
en la Definicion 33:

(g — ) — (a3 — ) = (g — ag) — (g — ).

Demostracion. Por la naturalidad obtenida en el Lema 32, se tienen los siguientes
cuadrados conmutativos para ¢ = 1, 2.:

T3 X T4 OBX0oRB

(BxB)x(BxB) ———» BxB (BxB)x(BxB) —————» BxB
OBxB oB OBxB oB
Bx B - B Bx B — B

En particular, por el diagrama de la izquierda se sigue de la propiedad universal
del producto que vale la siguiente identidad:

opxp © ((a1,a2), (a3, 4)) = (0p o (a1, 03),05 0 (a2, as)).
De esta forma, la igualdad puede reescribirse en términos de la resta como:
(a1, a2) — (a3, au) = (a1 — az, ap — qu).
Mas atin, por la identidad anterior se tiene que:

OB © (Ch — a3, 0y — 044) =0BO0BxB© ((alaOQ), (CV37044))>



16 VALENTIN NICO Y JULI ZANETTE

y por la conmutatividad del cuadrado de la derecha obtenemos:
opoopxp o ((a1,a2), (a3, a4)) =opo(op X op) o ((a1, ), (ag,ay)).
Recurriendo a ambos resultados, y junto al hecho de que:
oo (op X op)o ((ar,a), (as,as)) = oo (ag — g, a3 — ),
concluimos que:
opo(a —as,as —ay) =opgo (g —ag, a3 — ay).

Reemplazando en la definicién de la suma, se desprende la asociatividad bus-
cada:

(g — ) — (a3 — ) = (g — ) — (g — ).
U

Proposicién 35. Sea o : A — B un morfismo en una categoria abeliana €. Entonces,
para la resta introducida en la Definicion 33, valen las siguientes identidades:

o a—a=0yp,
.OZ—OAB:OZ7
® 04— (0ap — ) = a.

Demostracién. En primer lugar, como op es cokernel de la diagonal, vale que:
a—a=ocpo(a,a) =cgpoAgoa=04p.
La segunda identidad se deduce del hecho de que:
a—04p=0po(a,04p) =0poijoa=a.
Por ultimo, por la propiedad asociativa de la Proposicién 34, se tiene que:
Oup—(Oup—a)=(av—a)— (Oup—a)=(a—04p) — (e —a) =a— 045 = .
O

Teorema 36. Para cada par de objetos A, B de una categoria abeliana ¢, la resta de la
Definicion 33 induce una estructura de magma sustractivo con 0 4 como elemento neutro
bildtero en Homy (A, B).

Demostracion. En primer lugar, usando la Proposicién 34 y la Proposicién 35, se
deduce que para cualesquiera o, 3 : A — B:

B—(B—a)=(—0ap)—(f—a)=(B—0F)—(0ap—a) =045 — (0ap — @) = a.
Y, nuevamente recurriendo a la Proposicién 35,
a— o = OAB'

Acorde a las Definiciones 21 y 22, 1a resta hace de Hom (A, B) un magma sustrac-
tivo con neutro bildtero 0 45.
O
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Definicién 37. (Suma de morfismos) Dados «, 3 : A — B morfismos en una categoria
abeliana €, definimos la suma (o + ) : A — B dada por:

(@+f) = a—(0ap - f)

con la resta dada en la Definicién 33.

Observacién 38. Para cada A, B objetos de una categoria abeliana ¢, la Observacion
24 garantiza que la suma dada por la Definicion 37 induce una estructura de magma con
neutro bildtero e inversa bildtera para todos sus elementos en Homy (A, B).

Con el objetivo de aplicar el argumento de Eckmann-Hilton presentado anteri-
ormente, introduciremos la operacién dual a la resta. Veremos que ambas opera-
ciones son compatibles en el sentido del Teorema 25 (Eckmann-Hilton sustrac-
tivo). Esto demostrard que las sumas inducidas son la misma, adicionalmente
garantizando completa estructura de grupo abeliano sobre Homg¢ (A, B). Las de-
mostraciones de los siguientes enunciados se siguen del Principio de Dualidad, y
prescindimos de escribirlas:

Lema 39. (Dual del Lema 29) Sean A un objeto en una categoria abeliana € y ker V 4 :
K — Al A un kernel del morfismo codiagonal. Luego, vale que m, okerV, : K — A
es un isomorfismo; donde m; : AIl A — A es el inducido por la propiedad universal del

coproducto por m = (01,4 )
AA

Corolario 40. (Dual del Corolario 30) Dado A un objeto de una categoria abeliana ¢ y
dado un kernel del morfismo del codiagonal, entonces v4 : A — A1l A dado por:

Y4 :=ker Vo (m oker V,)™*
es también un kernel del morfismo codiagonal.

Observacién 41. (Dual de la Observacion 31) La definicion de ~4 del Corolario 40
garantiza que:
T oys = la.

El siguiente lema muestra la naturalidad en su versién dual:

Lema 42. (Dual del Lema 32) Sean A,B objetos de una categoria abeliana €, y sea o :
A — B un morfismo. Entonces, el siguiente diagrama conmuta:

A e s B

AT A T) BIOB

Donde o 11 o := hoa es la inducida por la propiedad universal del coproducto y

19 O (X
es la definida en el Corolario 40.
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Definicién 43. (Co-resta de morfismos) Dados o, 3 : A — B morfismos en una cate-
goria abeliana €, definimos su co-resta (o | 3) : A — B como el morfismo dado por:

9= (2) e

(67

donde v 4 es el definido por el Corolario 40 y ( ﬁ) o v4 es la inducida por la propiedad
universal del coproducto.

Proposicién 44. (Dual de la Proposicion 34) Dadas aq, s, as, a4 © A — B morfis-
mos en una categoria abeliana €, vale la siguiente propiedad asociativa para la co-resta
introducida en la definicion 43:

(a1 lag) | (g ] ag) = (o lag) | (aa | ag)

Proposicién 45. (Dual de la Proposicion 35) Sea o : A — B un morfismo en una
categoria abeliana €. Entonces, para la co-resta introducida en la Definicion 43, valen las
siguientes identidades:

o (¥ | a=10 AB

o (¥ | 0 AB — Q,

® 045l (0apla)=a.

Teorema 46. (Dual del Teorema 36) Para cada par de objetos A, B de una categoria
abeliana €, la co-resta de la Definicion 43 induce una estructura de magma sustractivo
con 045 como elemento neutro bildtero en Homy (A, B).

Definicién 47. (Co-suma de morfismos) Dados o, 3 : A — B morfismos en una cate-
goria abeliana €, definimos la co-suma (o # ) : A — B dada por:

(a# ) :=al(0as|B)

con la co-resta dada en la Definicion 43.

Observacién 48. Para cada A, B objetos de una categoria abeliana ¢, la Observacion 24
garantiza que la co-suma dada por la Definicion 47 induce una estructura de magma con
neutro bildtero e inversa bildtera para todos sus elementos en Homy (A, B).

4. ESTRUCTURA ADITIVA PARA UNA CATEGORIA ABELIANA

Para concluir que la suma y co-suma coinciden para dar una estructura de
grupo abeliano, verifiquemos que la resta y co-resta que las inducen satisfacen
la ley de intercambio del Teorema 25. Primero probaremos una serie de lemas
que describen cémo se relacionan las dos operaciones sustractivas:

Lema 49. Sean o, : A = By f : X = A, g : B = Y morfismos en una categoria
abeliana €. Entonces, se verifica la siguiente identidad distributiva para la resta de la
Definicion 33:

(a=pB)of=aocf—fFof.
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Dualmente, para la co-resta de la Definicion 43 se tiene que:
go(alp)=(goa)l(gop).
Demostracion. De la definicién de la resta se desprende que:
(a=p)of=opo(aB)of=opolacf fof)=aocf—fof

Analogamente, de la definicién de co-resta se desprende que:

go(alp)=go (g) 0 Y4 = (zzg) °ova=(g90a)l(gop).
O

Observacién 50. Dados oy, as, as, ay : A — B en una categoria abeliana €, se verifica
componiendo por las proyecciones e inclusiones correspondientes que:

(E;:Zi%) - ((3;) ; (gi)) :AITA — B x B.

Teorema 51. (Ley de intercambio de la resta y co-resta) Dados oy, vy, 3,04 @ A = B
morfismos de una categoria abeliana ¢, se verifica la ley de intercambio del Teorema 25
para la resta de la Definicién 33 y la co-resta de la Definicion 43:

(1 —ag) | (a3 — au) = (1 | az) — (az | ay).

Demostracion. Verifiquemos primero que:

(Gme) = ()~ (&)

Por la Observacion 50 resulta que:

(o) = (foran) oo () (22)) = () - (22):

De esta forma, usando el Lema 49, deducimos que:

a1 — Q9 o (05} . (6] [ . (6]
(o) = () (0 o= () o () oo
Luego, reemplazando con la definicién de co-resta obtenemos:

(a1 — ) | (a3 — as) = (a1 | ag) — (2 | o).
O

Corolario 52. Las operaciones suma y co-suma inducidas por la resta y co-resta coinciden
y resultan dar una estructura de grupo abeliano en cada HomSet.

Demostracién. Por el Teorema 51, la resta y co-resta verifican la ley de intercambio
del Teorema 25 y por ende, por el argumento de Eckmann-Hilton sustractivo, re-
sulta que la suma y co-suma coinciden e inducen una estructura de grupo abeliano
para cada HomSet. O
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Definiciéon 53. Una estructura preaditiva para una categoria € localmente pequefia
es, para todo par de objetos X,Y, una estructura de grupo abeliano (Homy(X,Y),+)
sobre sus HomSets, de modo que las composiciones y precomposiciones sean morfismos de
grupos. Es decir, que para todas g : X — A, o, A= By f: B —=Y:

fola+pB)=(foa)+(fop) y (a+f)og=(aog)+(Bog).
Adicionalmente, una categoria con estructura preaditiva se dice aditiva si admite pro-
ductos y coproductos finitos.

Teorema 54. (Existencia y unicidad de la estructura aditiva) Toda categoria abeliana ¢
admite una tinica estructura de categoria aditiva con la suma dada por la Definicion 37.

Demostracion. Consideremos Ay B dos objetos de una categoria abeliana ¢ y ver-
ifiquemos que (Hom«(A, B),+) es un grupo abeliano, donde las composiciones
y precomposiciones son morfismos de grupos. La estructura de grupo abeliano
se deduce directamente del Corolario 52.

Por otra parte, por la propiedad distributiva del Lema 49, vale que si v, 5 : A —
By g:X — Asonmorfismos de ¢, entonces:

(a+B)og=(a—(0ap—p))og
= (aog) —((0ap — B)og)
= (aog) — (0xp — (Bog))
=(aog)+(Bog)

Ademés, si f : B — Y es un morfismo de ¢, utilizando la co-suma (que por el
Corolario 52 coincide con la suma) se verifica que:

fola#pB)=fo(al(0aplB))
= (foa)l(fo(0arlp))
= (foa)l(0ay|fop)
= (foa)# (fop).

Lo cual concluye que las composiciones y precomposiciones son morfismos de
grupos abelianos; dotando a 4" de una estructura de categoria preaditiva. Mas
atn, como ¢ es abeliana tiene productos y coproductos finitos y por ende resulta
aditiva.

Para la unicidad, consideremos una estructura aditiva donde (Hom (A, B), @)
sea la estructura de grupo abeliano para Ay B genéricos sobre su HomSet. Veamos
que esta estructura coincide con la antes exhibida. Puntualmente, veamos que la
resta dada por, paracada o, : A = B,

allf:=a@(]lp),

donde (|| §) es el inverso aditivo de 3, satisface la ley de intercambio sustractiva
del Teorema 25 con la resta de la Definicion 33. Sean aq, as, a3, a4 : A — B mor-
tismos de la categoria 4. Componiendo con las proyecciones y usando que la
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composicién es morfismo de grupos, se verifica que:

(a1, a2) I (as, aq) = (o |l s, s || ).

De esta forma, vale que:

(oo (o,)) |l (opo(as, o)) =0opo ((ar,a)ll (as, ) = oo (oqll as, s |l o).

De lo cual, reemplazando en la resta de la Definicién 33, se sigue la ley de in-
tercambio sustractiva:

(a1 — )l (az — o) = (oq ll ag) — (2 [ cwa).

Por el Teorema 25, se deduce que las operaciones de suma coinciden y, por con-
siguiente, también lo hacen las estructuras aditivas. OJ

5. CONSECUENCIAS DE LA ESTRUCTURA ADITIVA

En la categoria 4Mod los productos y coproductos finitos coinciden, y confor-
man la llamada suma directa. En esta seccion, veremos cémo esa construccion es
un caso particular de la existencia de un objeto mas general: el biproducto.

Definicién 55. Dados A, B objetos de una categoria preaditiva €, se dice que A & B es
un biproducto si satisface que existen m : A® B — Aymy: A@® B — B junto con
in:A— A® Beiy: B— A® B que verifiquen las siguientes igqualdades:

® 7710 il = 1A.

® 79 O ig = ].B.

[ i107T1+i207T2 = 1A@B.

Observacién 56. La tercera condicion de la definicion de biproducto garantiza que las
composiciones cruzadas se anulan:

® T Oiy =T 0lagp 0l = T 04y + T 0%y Luego m oiy =0,

® Ty 04 =Ty0 lygp 0ty =m0ty + me0iy. Luego mpoiy =0,
donde 0 denota a los elementos neutros de los grupos abelianos Homy (A, B) y Homg (B, A).

Teorema 57. Sea € una categoria preaditiva. Son equivalentes:

(1) € esaditiva. Es decir, admite productos y coproductos finitos.
(2) € admite biproductos.

Mis atin, si este es caso, dados dos objetos A, B en ¢, su biproducto satiface la propiedad
universal del producto y del coproducto de Ay B.

Demostracion. Veamos cada una de las implicaciones:

(1) = (2): Probemos que el producto binario A x B es un biproducto. Lla-
mamos i; : A - A X Beiy: B— Ax B alos morfismos inducidos por
propiedad universal segtin i; = (14,0) y i = (0,15), donde 0 denota al
elemento neutro del grupo abeliano Homy (A, B) y Hom« (B, A) respecti-
vamente. Es claro que i, e i, satisfacen las dos primeras condiciones de la
definicién de biproducto. Ademds, por propiedad univesal del producto,
existe un tnico morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:
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1

N

Ax B BTtz 4B

laxs

T2

B

C

™2

Luego, de la unicidad se sigue que i, o 1 + i3 0 Ty = 144 p. Por duali-
dad, se sigue que el coproducto también satisface la condicién de bipro-
ducto.

(2) = (1): Probemos la existencia de productos y por dualidad se deduce la ex-
istencia de coproductos finitos. Més atin, veamos que, dados dos objetos
A, B, su producto binario existe y la proposicién se sigue inductivamente.
Proponemos como producto binario el biproducto A@B. Dadas f : Z — A
yg:Z — B, defino (f, g) =iy o f + iy 0 g para verificar la parte de existen-
cia en la propiedad universal del producto. Es claro, por la condicién de
biproducto, que el siguiente diagrama conmuta:

f
/ ’
7z Y9 ., AeB
N
B

Para ver la unicidad, simplemente notar que cualquier morfismo ¢ :
Z — A ® B que haga conmutar el diagrama anterior verifica que:
p=1lagpop=(ihom+tizom)op=iiof+izog.
O

Corolario 58. En las condiciones del Teorema 57, los productos y coproductos binarios
son biproductos. En particular, los productos y coproductos binarios son isomorfos. In-
ductivamente, los productos y coproductos finitos son isomorfos.

Antes de finalizar el trabajo con la equivalencia entre las distintas axiomatiza-

ciones de categorias abelianas, nos permitiremos una tltima observacién sobre
la relacién entre la estructura preaditiva de una categorfa aditiva punteada’ y sus
biproductos. Como hemos demostrado en el Teorema 57, en una categoria aditiva
el biproducto entre dos objetos resulta de vincular al producto y el coproducto de

SEsta hipétesis la requeriremos para poder recuperar univocamente al elemento neutro.
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una manera intrinsecamente dependiente de la suma de morfismos. Del Teorema
61 deduciremos cierta reciprocidad: la estructura preaditiva de una categoria adi-
tiva punteada se recupera a través de los biproductos.

En primer lugar, observemos que el elemento neutro de una categoria preadi-
tiva punteada es independiente de su estructura preaditiva:

Lema 59. Dada € una categoria preaditiva punteada, vale que para todo par de objetos
A, B el elemento neutro de Hom« (A, B) coincide con 04p.

Demostracién. Notar que Hom« (A, 0) es un singleton y por ende el cero de la es-
tructura preaditiva coincide con 049. Ademads, se tiene que la siguiente aplicacién
es un morfismo de grupos:
Homg(A,0) — Homg (A, B)
a— Ogg o a.
De esta manera, necesariamente la imagen del elemento neutro del singleton es el

elemento neutro de Homy (A, B). Es decir, 0yp 0 049 = 045 es el elemento neutro
de Homy (A, B). O

Observacién 60. Sean f,g : A — B morfismos en una categoria aditiva ¢ punteada.
Entonces, la propiedad universal del producto y del coproducto sobre los biproductos A® A

y B & B, que las verifican por el Corolario 58, inducen un tinico morfismo ({; 2) :

A® A — B ® B de manera tal que:

0 .
071'10(5 g)o“:f’

0 .
071'10({; g>022:0AB,

0 .
.7720({; g)Oh:OAB/

0 .
.7'('20('(}; g)OZQZQ,

Teorema 61. Sea ¢ una categoria aditiva punteada. Luego, para todo par de morfismos
f,g9: A — B necesariamente debe ser que:

f+g:VBO<£ 2)OAA~

Demostracién. Primero verifiquemos que, cualquiera sea la estructura aditiva y
para cualquier objeto A debe ser que m + m = V4 y i1 + iy = Ay; con mp, mo
las proyecciones canénicas y i1, i3 las inclusiones canénicas al biproducto A © A
que por el Corolario 58 satisface las propiedades universales del producto y co-
producto. En particular, como la composicién y precomposiciéon es un morfismo
de grupos abelianos y por el Lema 59 debe ser que:

® 7710<i1+i2):1A+0AA:1A~
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° Wgo(il—Fig) =044+ 14 =14.
Y ademas que:
) (7T1—|-7T2)Oi1 = 1A+OAA = 1A~
° (7T1+7T2)Oi2 :OAA+1A = 1A-
Luego, por la unicidad de la propiedad universal del producto y coproducto,

respectivamente, verificamos lo deseado. De esta forma, dadas f,g : A — B
arbitrarias, vale que:

e e

Notar, ademas, que por la Observacion 60, por la bilinealidad de la composicién
y por el Lema 59 vale que:

0
VBO<JOC g) oAA=f+0up+0up+9g=f+g.

Lo cual concluye que la suma ya existente sobre los HomSets en 4" debe coin-
cidir con la aqui definida. O

El Teorema 61, en particular, permite describir de manera mds conveniente la
suma para una categoria abeliana:

Corolario 62. En una categoria abeliana ¢, la operacién suma de la iinica estructura
aditiva existente por el Teorema 54 viene dada por aquella del Teorema 61.

A modo de conclusién, el siguiente teorema unifica las definiciones usuales de
categoria abeliana.

Teorema 63. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) € es una categoria abeliana.

(2) € es una categoria aditiva para la cual se satisfacen las condiciones (1), (2) y (3)
de la definicién de categoria abeliana.

(3) € es una categoria preaditiva para la cual se satisfacen las condiciones (1), (2) y
(3) de la definicién de categoria abeliana y ademds admite biproductos.

Demostracion. Los enunciados (2) y (3) son equivalentes por el Teorema 57. Mas
aun, una categoria que satisface las hipétesis del enunciado (2) es, en particular,
abeliana. Reciprocamente, el Teorema 54 prueba que toda categoria abeliana es
aditiva, lo que concluye la equivalencia de los enunciados (1) y (2). O
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