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Prefacio

Estas notas fueron elaboradas con motivo del Segundo Encuentro Internacional de Ecua-
ciones Diferenciales Parciales No Lineales desarrollado en Buenos Aires en Julio de 2005. Las
mismas tienen por objeto dar una breve introduccién al calculo estocéstico y alas ecuaciones
diferenciales estocésticas.

El Gnico prerequisito necesario es un curso basico de Probabilidades y un curso de Teoria
de la Medida. Si bien no es necesario, conocimientos sobre la teoria basica de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias y/o en Derivadas Parciales ayudaran a la comprension general del
texto.

Las notas estan pensadas para un curso de cuatro clases de dos horas de duracién cada una.
Es por eso que varios temas son tratados sin la debida profundidad que requieren, haciendo
énfasis més en las ideas que en la rigurosidad de las demostraciones. Cada vez que esto ocurre,
se dan citas precisas con las demostraciones rigurosas.

El curso esté orientado a estudiar el fenémeno de explosiéon en las Ecuaciones Diferenciales
Estocéasticas, por lo tanto, el desarrollo del calculo estocastico y de la integral de It6 no estan
tratados con toda la profundidad y rigurosidad con que pueden encontrarse en otros textos
que tratan este tema.

Finalmente, queremos agradecer a Mariela Sued por sus valiosos comentarios y su lectura
critica y cuidadosa de las notas.

Buenos Aires, Julio 2005.

J.F.B P.G.
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Introduccion

Gott wurfelt nicht! (jDios no juega a los dados!)
Albert Einstein

Si Dios ha hecho del mundo un mecanismo perfecto, al menos le con-
cedid a nuestro imperfecto intelecto tanto como para que para predecir
pequenas partes de €l, necesitamos resolver innumerables ecuaciones
diferenciales, pero podemos usar dados con €éxito.

Max Born

God not only plays dice. He also sometimes throws the dice where
they cannot be seen.
Stephen Hawking

God plays dice with the universe. But they’re loaded dice. And the
main objective of physics now is to find out by what rules were they
loaded and how we can use them for our own ends.

Joseph Ford

Muchos fenémenos naturales pueden ser modelados por medio de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDOs) de la forma

(0.1) i(t) = b(z(t)), =(0)=mo.
Interaccion de planetas, flujos de fluidos, reacciones quimicas, dinamicas poblacionales y
econdémicas, constituyen algunos de los innumerables ejemplos.

Las soluciones de estas ecuaciones son curvas regulares z(t) que representan el estado del
sistema en cada instante, ver Figura 1.

Sin embargo, en muchas aplicaciones, las trayectorias —medidas experimentalmente— de
sistemas modelados con EDOs muestran comportamientos como el de la Figura 2.

Algunas observaciones surgen de comparar estas trayectorias:

= No parece adecuado modelar este fenémeno con curvas regulares.

= Si bien en el grafico se observa una componente aleatoria también puede observarse cierta
estructura deterministica.

= Parece razonable modificar el modelo dado por la ecuacion diferencial ordinaria de forma
tal de poder incluir efectos aleatorios (ruido) que perturben el sistema en cada instante.

Si para una solucion de (0.1) se tiene que

z(t + At) — x(t) = b(x(t)) + o(At),



2 INTRODUCCION

X(t)

F1GURA 1. Trayectoria de una solucién de una EDO

X(t)

FIGURA 2. Una realizacion de la soluciéon de una Ecuaciéon Diferencial Estocéastica.

entonces una forma perturbar el modelo dado por la EDO es considerar
x(t + At) — x(t) = b(x(t)) At + “ruido” + o(At),

mas precisamente,
&(t) = b(x(t)) + o (2(2))&(?)-

Es decir que el vector tangente a la curva en z(t), si existiese, estarfa determinado funda-
mentalmente por b(x(t)), pero también por una componente aleatoria que debemos determi-
nar.

Las ecuaciones diferenciales estocéasticas han sido consideradas en diversas campos de
aplicaciones que van desde aplicaciones a finanzas hasta el estudio de fallas en materiales
solidos por causa de fatiga. En este ultimo caso, las funciones b y o se comportan como
potencias y por ende las soluciones pueden explotar en tiempo finito (cf. Capitulo 4). Este
tiempo de explosiéon es generalmente aleatorio, depende de la realizaciéon particular de la
trayectoria y corresponde al tiempo de dano final o falla por fatiga en el material.

En el primer capitulo de este apunte haremos una breve introduccién a la teoria de prob-
abilidades de manera tal de construir las herramientas necesarias para luego definir el “ruido”,
&, que utilizaremos para construir el modelo que estamos buscando, que resultara ser el de-
nominado ruido blanco, construido a partir del Movimiento Browniano.

En el Capitulo 2 construiremos la integral estocastica y daremos sus propiedades. De-
duciremos la Férmula de It6.
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Con todo este material, en el Capitulo 3 definiremos el concepto de solucién de una
ecuacion diferencial estocastica y probaremos teoremas de existencia y unicidad.

Por dltimo, en el Capitulo 4 nos dedicaremos al caso en que las soluciones desarrollan

singularidades en tiempo finito (aleatorio).

Este apunte esta basado en:

» En el Capitulo 1 seguimos la presentacion de An introduction to stochastic differential
equations. Version 1.2, escritas por Lawrence C. Evans, Department of Mathematics, UC

Berkeley,

http://math.berkeley.edu/~evans/SDE.course.pdf, [5]

= Para los capitulos 2 y 3 usamos Stochastic Differential Equations, escritas por Markus
Reift, Institute of Mathematics, Humboldt University, Berlin.
http://www.mathematik.hu-berlin.de/~reiss, [11]

» Para el Capitulo 4 nos basamos en [6]

Cualquier error, critica o comentario que tengan sobre las notas, enviarlo a

Julian Fernandez Bonder

Departamento de Matemética, FCEyN,
Universidad de Buenos Aires,

Pabellon I, Ciudad Universitaria (1428),
Buenos Aires, Argentina.
jfbonder@dm.uba.ar
http://mate.dm.uba.ar/~jfbonder

Pablo Groisman

Instituto de Calculo, FCEyN,
Universidad de Buenos Aires,

Pabellon II, Ciudad Universitaria (1428),
Buenos Aires, Argentina.
pgroisma@dm.uba.ar
http://mate.dm.uba.ar/~pgroisma






CAPITULO 1

Breve introduccion a la Teoria de Probabilidades

1. Definiciones y Propiedades basicas

La estructura matemaéatica sobre la que se construye la Teoria de Probabilidades son los
espacios de probabilidad, por lo tanto comenzaremos por ellos.

DEFINICION 1.1. Un espacio de medida (Q,U,P) se llama un espacio de probabilidad si
P(Q) =1.

NOTACION:

= A los conjuntos A € U se los llama eventos; y a los puntos w € Q) eventos elementales

» P(A) es la probabilidad del evento A.

= Una propiedad que es cierta excepto para un conjunto de probabilidad cero se dice que
vale cast sequramente; por lo general, lo abreviaremos “c.s.”.

1.1. Variables Aleatorias. Podemos pensar al espacio de probabilidad como un objeto
matematico que no es “directamente observable”. Estamos interesados entonces en definir
funciones X : Q — R"™, los valores que podemos observar.

DEFINICION 1.2. Una variable aleatoria es una funcion X : 0 — R™ medible, es decir que
para cada B € B (la o—dlgebra de Borel en R™), se tiene

X '(B)eu.
De aqui en adelante, en R™ siempre consideraremos la o —&lgebra de Borel. También usaremos
la expresion “X es U —medible” cuando sea necesario.

En general, escribiremos X y no X (w) siguiendo la costumbre en la teoria de probabil-
idades de - mayoritariamente - no mostrar la dependencia de las variables aleatorias en los
eventos elementales w € Q. También usaremos P(X € B) en lugar de P(X~1(B)) para la
probabilidad de que X pertenezca a B.

Ejemplo. Sea A € U. La funcién indicadora de A,

1 siwe A
1a(w) =
0 siwé¢ A,
es una variable aleatoria. En general, si Ay,..., A, es una particion de Q y aq,...,a;, son

nimeros reales, entonces

m
X = ZailAi
=1

es una variable aleatoria llamada funcion simple. Cuando utilicemos el nombre de funcion
stmple supondremos ademas que los nameros aq, ..., a, son todos distintos.

A continuacién un lema bien conocido de teoria de la medida.

5



6 1. BREVE INTRODUCCION A LA TEORIA DE PROBABILIDADES

LEMA 1.3. Sea X: Q — R™. La familia
UX):={X(B)BeB}

es una o—dlgebra, denominada o—dlgebra generada por la variable X . Esta es la menor sub-
o—dlgebra de U respecto de la cual X es medible.

Es esencial entender que, en términos probabilisticos, la o—algebra U (X) puede ser inter-
pretada como que contiene toda la informacién relevante sobre la variable X, como lo ilustran
los siguiente ejemplos

Ejemplo 1. Si una variable aleatoria Y es una funcion de X, ie. ¥ = ®(X) y ® es
medible Borel, entonces Y es U(X)—medible.

Reciprocamente, supongamos que Y: Q@ — R™ es U (X )—medible, entonces se puede ver
que existe una funcion ¢ tal que
Y =9(X).
Por lo tanto, si Y es U(X)—medible y conocemos el valor de X (w) conocemos también, en
principio, el valor de Y (w).

Ejemplo 2. Si X es una variable aleatoria simple, X = > a;14,. Entonces U(X) es la
o—algebra generada por Ai,..., An.
1.2. Valores Esperados.

DEFINICION 1.4. Sea X: Q — R™ una variable aleatoria, definimos entonces

E(X) :—/XdIP, V(X) :—/\X—E(X)]dIP’,
Q Q
la esperanza y la varianza de X respectivamente, si es que existen.

OBSERVACION 1.5. E(X) es la mejor aproximacion (estimacion) constante de X, en el

sentido que
/ |X — af?dP
Q

se minimiza cuando a = E(X), de hecho, si X € L?(2), E(X) es la proyeccion ortogonal de
X sobre el espacio de las funciones contantes.

OBSERVACION 1.6.
V(X) = E(X?) — E*(X).

La Desigualdad de Chebyshev es una herramienta fundamental en la teoria de probabili-
dades, su demostraciéon es directa.

LEMA 1.7 (Desigualdad de Chebyshev). . Sea X wuna variable aleatoria y 1 < p < oo,
entonces

1
P(X|>)) < EE(‘XW para todo A > 0.

1.3. Funciones de distribucién. Una variable aleatoria X induce una probabilidad
Px sobre (R™, B), definida por
Px(B) =P(X € B).
Esta ultima medida Py se denomina distribucion de X. Su importancia radica en que es una
probabilidad definida sobre R™ que, por lo general, es un espacio mucho mas concreto que €.

También suele denominarse funcion de distribucion de X a Fx:R™ — [0, 1] dada por
Fx(z):= Px((—o0,2]) =P(X < x)

La expresion « < y debe interpretarse coordenada a coordenada.
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Si Xq,..., X ©Q — R™ son variables aleatorias, se define su funcion de distribucion
conjunta como
FXl,.,.,Xm(xla R ,a:m) = P(Xl <zT1,..., Xm < ij), (.CCl, . ,xm) S (Rn)m

DEFINICION 1.8. Sea X wuna variable aleatoria. Diremos que X es una variable aleatoria
continua si Px es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue en R™.

En ese caso, por el Teorema de Radon-Nikodym, existe f = fx € Ll(R",Rzg), denomi-
nada funcion de densidad de X, tal que para todo B € B

P(XeB):/BdP:/BdPX:/Bf(x) da.

Esta formula es muy importante porque la tltima expresion es una integral ordinaria en R™
que, en muchos casos, puede ser calculada en forma explicita. Nuevamente puede verse en
esta situacion la importancia de introducir las variables aleatorias en lugar de trabajar en el
espacio original de probabilidades (Q,U,P), al igual que en la siguiente observacion.

Si X tiene densidad fx y g: R® — R es medible Borel, entonces
Bla(X) = [ o) P = [ g(o) aPx = [ gla)fx(o) do.
Ejemplo. Si X: 2 — R"™ tiene densidad

1
xTr) =
/(@) ((2m)™ det C)1/2
para algin m € R™ y alguna matriz C € R™ "™ definida positiva, decimos que X tiene
distribucién normal con media m y matriz de covarianza C' y escribimos X ~ N(m, C).
2

e—% (z—m)-C~1-(xz—m) (.T e Rn)

Sin =1, al escalar C' se lo suele denotar o=, en ese caso, se tiene

E(X L [T ey
= 20 =
(X) ool xe r=m

_(zf'm)2
2e7 207 dx = o2

2

Es decir que los pardmetros m, o° representan efectivamente la media (6 esperanza) y la

varianza respectivamente.

1.4. Independencia. Sea (Q,U,P) un espacio de probabilidad, y sean A, B € U dos
eventos con P(B) > 0. Buscamos una definicion razonable de

P(A|B), la prbobabilidad de que ocurra A dado que ocurrié B.

Supongamos que un punto w € {2 fue elegido al azar y sélo contamos con la informacion
de que w € B. ;Cual es la probabilidad de que w también pertenezca a A7 Como sabemos
que w € B, podemos pensar a B como un nuevo espacio de probabilidad, para eso definimos
Q:=B,U:={CNB|C eU}yP:= 5~ como para que P(Q) = 1. Entonces la probabilidad

P(B)
de que w € A resulta ser I@’(A NB) = P(ANB)

P(B)

DEFINICION 1.9. Sea (2,U,P) un espacio de probabilidad, y B € U con P(B) > 0. Para
todo A € U definimos

P(AN B)

P(AIB) = 5
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En este contexto queremos determinar qué significa que dos eventos A y B son inde-
pendientes. Este hecho deberia implicar que P(A|B) = P(A) ya que la informaciéon de que
ocurri6 el evento B es irrelevante para determinar lo ocurrencia (o no ocurrencia) de A. Esto
es equivalente a

P(AN B) =P(A)P(B).
Tomaremos esta tltima expresiéon para definir la nociéon de independencia que, ademaés, no
requiere P(B) > 0.
DEFINICION 1.10 (Independencia). Sea (Q,U,P) un espacio de probabilidad

1. Dos conjuntos A, B € U se dicen independientes si
P(ANB) =P(A)P(B) .
2. Una coleccion de eventos {A;, i € 1} se dice independiente si para cualquier eleccion
1<k <... <kp,
P(Ag, M-+ N Ag,,) = P(Agy) -+ P(Ag,,),
3. Una coleccion {U;, i € I, U; CU} de o—adlgebras se dice independiente si

para todas las posibles elecciones de 1 < ky < --- < ky, y de eventos Ay, € Uy,

4. Una coleccion de variables aleatorias {X;;i € 1} se dice independiente si la coleccion de
o—dlgebras {U(X;)} es independiente.

5. La variable aleatoria X se dice independiente de la o—dlgebrald sil(X) es independiente
de U.

Existen muchas equivalencias para las definiciones dadas arriba (ver, por ejemplo [3], a
continuacién solo mencionamos una definicién equivalente a 4 para lograr un poco de intuicién.

LEMA 1.11. Una coleccion de variables aleatorias {X;;1 € I} es independiente si para todo
entero k > 2 y cualquier eleccion de conjuntos borelianos By, ..., By C R"

]P(Xl € B,.... X € Bk) = P(Xl S Bl) .- ‘IP’(X}C S Bk)
Esta ultima definicién refleja un poco mas el concepto de independencia en el sentido de

que dos variables X e Y son independientes si tener informacion sobre X (i.e. que pertenece
a cierto conjunto) no cambia la distribuciéon de Y.

Ejemplo. (Funciones de Rademacher)

Consideremos Q2 = [0,1), U la o—algebra de Borel de [0,1) y P la medida de Lebesgue.
Paran=1,2,...:

1 si%§w<%,kzimpar
Xp(w) =
-1 si%§w<%,kpar

Estas variables aleatorias son independientes. Para probarlo, basta verificar que
P(X1=a1,..., X = ap) =P(Xy = a1) - - P(Xy = ap),

para cualquier eleccion de ay,...,a; € {—1,1}. Esto puede hacerse mostrando que ambos
lados valen 27%.

LEMA 1.12. Sean Xi,...,Xk+m @ Q — R" wvariables aleatorias independientes y sean
f: (R =R, g: (R")™ — R medibles Borel. Entonces

Y = f(Xl, ves ,Xk) Yy Z = g(XkJrl,. . .,Xker)

son independientes.
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DEMOSTRACION. Ver, por ejemplo, [2]. O

Una de las propiedades mas importantes de las variables aleatorias independientes es la
siguiente:

TEOREMA 1.13. Sean X,Y € LY(Q) variables aleatorias independientes, entonces XY €
LYQ) y
E(XY)=E(X)E(Y).

DEMOSTRACION. Consideraremos solo el caso X = 1,4,Y = 15, A, B € U. La primera
observacion es que la independencia de las variables X e Y es equivalente a la independencia
de los conjuntos A y B, luego

E(XY) = /Q 1415dP = P(AN B) = P(A)P(B) = E(X)E(Y).

Para variables aleatorias simples se prueba el mismo resultado usando la linealidad de la
esperanza, luego para variables positivas mediante el teorema de convergencia monétona y
finalmente para X e Y cualesquiera. U

COROLARIO 1.14. Sean X1, ..., X, € LY(Q) variables aleatorias independientes, entonces
E(| X1 Xm|) <ooy
E(Xy - X)) =E(Xy) - E(X).
COROLARIO 1.15. Sean Xi,...,X,, variables aleatorias independientes con
V(X;) < o0, i=1,...,m,
entonces

V(X144 X)) = V(X)) + -+ V(X,).

DEMOSTRACION. Probaremos el caso m = 2, para m > 2 se prueba por induccién. Sean
my = E(X7), mg = E(X3). Entonces E(X; + Xo) =mi +may

V(Xl + XQ) = /Q(Xl + Xo — (ml + mg))zdIF’

= /Q(Xl — m1)2dP+ /Q(X2 - m2)2dP+ 2/;2(X1 - ml)(Xg - mg)dP

= V(Xl) + V(XQ) + QE[(Xl — ml)(Xg — mg)]

Por la independencia de (X7 — my) y (X2 — mg), el dltimo término resulta ser cero,
quedando demostrado el teorema. O

1.5. El Lema de Borel — Cantelli. Sean (A;),en eventos en un espacio de probabil-
idad (,U,P), al evento

o0 o0
ﬂ U Ay, = {w € Q | w pertenece a infinitos A},

n=1m=n
se lo llama “A,, ocurre infinitas veces” o simplemente “A,, infinitas veces”.

Lo llamativo de este tipo de eventos es que, si los eventos A,, son independientes, ocurre
o bien con probabilidad 0 o bien con probabilidad 1.

LEMA 1.16. Sean (A, )nen eventos en un espacio de probabilidad (Q,U,P), entonces
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1. Si ZIP’ ) < oo, entonces P(A,, infinitas veces ) = 0.

2. 51 ZP(An) = 00, y los eventos A, son independientes, entonces
P(A,, infinitas veces ) = 1.
DEMOSTRACION.

1. P(A4,, infinitas veces ) < P( U An) < Z P(A;,) — 0 (m — o00).

m=n m=n

:U@.
k=n

Basta ver que P(B,,) = 1 para todo n, pues la interseccién numerable de eventos de probabil-
idad 1 tiene probabilidad 1. Para ello, observemos que los eventos {A¢} son independientes y
entonces

1-P [jAC—IIl— m:<11e ) = em L= P(AR) — g
k=n

2. Consideremos los eventos

0

Ejemplo. Un ejemplo clésico de aplicaciéon del Lema de Borel — Cantelli es el siguiente:
supongamos que colocamos un mono delante de una méaquina de escribir (obsérvese que el
ejemplo es si no clasico, al menos, viejo). Existe una probabilidad positiva, aunque infima,
de que el mono escriba las obras completas de Shakespeare. Llamemos A; al evento de que
el mono realice semejante proeza. Repitamos ahora este experimento en forma independiente
(dejando descansar al mono, por ejemplo) en forma sucesiva infinitas veces y llamemos A,, al
evento en que el mono logra escribir las obras completas en el n—ésimo intento.

Como P(A4,) = p > 0, resulta > P(A4,,) = oo y por lo tanto P(A,, infinitas veces ) = 1.
Es decir que con probabilidad 1, el mono escribird infinitas veces las obras completas de
Shakespeare.

2. Esperanza Condicional

En la seccion 1.4 definimos P(A|B), la probabilidad de que ocurra A “dado que” o “teniendo
el conocimiento de que” ocurrié B. Comenzaremos esta seccioén intentando dar una definicion
de E(X |B). Recordemos que si P(B) > 0, entonces B induce una nueva probabilidad P dada
por P =P(-|B) = ( 5- Es natural entonces definir E(X|B) como la esperanza de X dada por
esta nueva probabilidad, es decir

E(X|B) : / XdP.

En otras palabras, E(X|B) es el promedio de X sobre B.

Queremos ahora definir la esperanza de X condicional a una variable aleatoria Y: si el
azar eligi6 un punto w €  y toda la informacion con la que contamos es el valor de Y (w)
jcudl es nuestra mejor estimacion para el valor X (w)? Supongamos, en principio, que Y es
una variable aleatoria simple, Y = 3" a;14,. Si conocemos el valor de Y (w) podemos decir
a cual de los conjuntos A ... A,, pertenece w y entonces podemos definir

E(X|Y) :=E(X|4), siY=a;,
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/ XdP:| 1,,.

» E(X|Y) es una variable aleatoria y no una constante.
» E(X|Y) es U(Y)—medible.
» Parar todo A € U(Y) se tiene

/XdIP’ / (X|Y)dP

Estas propiedades son las que caracterizan a la esperanza condicional, lo que nos lleva a
dar la siguiente definicion

en otras palabras,
m

E(X|Y)(w z; [

Algunas observaciones:

DEFINICION 1.17. Sea (Q,U,P) un espacio de probabilidad y X e Y wvariables aleatorias
definidas en él. Llamaremos E(XY) a cualquier variable aleatoria U(Y )—medible que cumpla

/ XdP = / (X|Y)dP  para todo A € U(Y).

Por ultimo, observemos que los valores que toma Y no influyen en esta definicién, sélo
importa la o—algebra que genera, lo cual hace que sea mas natural dar la siguiente definiciéon

DEFINICION 1.18. Sea (2,U,P) un espacio de probabilidad y sea F C U una o—dlgebra.

Entonces E(X|F) es cualquier variable aleatoria F—medible que cumpla

/ XdP = / (X|F)AP  para todo A € F.

OBSERVACION 1.19. La ezistencia y unicidad de E[X|F] es una simple consecuencia del
Teorema de Radon-Nikodym: Sea i la medida en F definida por

—/Xd]P’, para A en F .
A

Tenemos entonces que 1 es absolutamente continua con respecto a P, restringida a F, por
lo tanto existe una unica funcion F', F-medible tal que

pu(A) = / FdP.
A
La funcion F es la variable aleatoria que estamos buscando, E[X|F] := F wverifica lo pedido.

Enunciamos a continuacién las principales propiedades de la esperanza condicional, varias
de ellas ayudan a desarrollar intuiciéon sobre este objeto.

TEOREMA 1.20 (Propiedades de la Esperanza Condicional). Sea (2,U,P) un espacio de
probabilidad y X,Y : Q — R™ variables aleatorias integrables, a,b € R. Tenemos entonces que
1. E[aX + bY|F] = aE[X|F] + bE[Y |F].
E[E[X|F]] = E[X].
E[X|F] =X si X es F-medible.
E[X|F] =E[X] si X es independiente de F (en particular, si F = {0,Q}).
E[Y X|F] = YE[X|F] si Y es F-medible y XY € L*(Q).
Dadas dos o-dlgebras G C F, vale que

SR
7. 81 X1 < Xy entonces E[ X1 |F] < E[Xa|F].

A
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8. (Desigualdad de Jensen) Si ¢ es una funcion conveza, entonces

¢ (E[X|F]) < E[p(X)|F].

DEMOSTRACION. Los items 1 a4, 6y 7 son inmediatos usando la unicidad de la esperanza
condicional. Para 5, suponer primero que X es simple y el caso general sigue por aproximacion.
Para 8 supondremos que ¢ € C'(R") y entonces para todo z,y € R" se tiene

¢(x) = ¢(y) + ¢'(y)(z — ),
en particular
¢(X) = ¢(E(X|F)) + ¢'(E(X|F))(X — E(X|F)),
tomando esperanza condicional E(:|F) de ambos lados tenemos
E[¢(X)|F] = E[¢(E(X|F))|F] + E[¢'(E(X|F)(X — E(X|F))|F],
o bien

E[¢(X)|F] = ¢(B[X|F]) + ¢'(B(X|F))E[(X - E(X|F))|F] = $(E[X|F]).

En este altimo paso usamos que E(X|F), p(E(X|F)) y ¢'(E(X|F)) son F—medibles.

La demostracion de todos los items puede encontrarse en [3]. O

2.1. La Esperanza Condicional como predictor éptimo. Consideremos L?(P),
el espacio de funciones U-medibles de cuadrado integrable. Dada la o-algebra F C U, sea
V = L?(Q,F) el espacio de funciones F-medibles de cuadrado integrable. Resulta ser un
subespacio vectorial cerrado de L2(P) y por lo tanto, si X € L?(Q) podemos definir su
proyeccién ortogonal sobre V/

7 =7y (X).

Observemos que Z es F—medible y para todo A€ F, 14 € V, con lo cual

/XdIP’:/XlAdIP’:/ZlAdIP:/ZdIP’.
A Q Q A

Es decir que Z es la esperanza condicional. Tenemos entonces que para X en L2(P), E[X|F] =
Ty (X).

Una consecuencia muy importante que se desprende es que E(X|F) resulta ser la mejor
aproximacion (estimacion) de X por funciones F— medibles en el sentido de cuadrados min-
imos

/|E[X|f]—X|2dP:mfn/ Y — X|2dP
0 Yev Q

Este hecho es, entre otras cosas, la base de gran parte de la estadistica ya que resuelve el
problema de encontrar la mejor estimacion de X basada en la informacion disponible F (ver
[13]).

3. Procesos Estocasticos

En este curso estudiaremos procesos (aleatorios) que evolucionan en el tiempo, a estos
procesos se los denomina Procesos estocdsticos, a continuacion daremos algunas definiciones
y propiedades basicas sobre estos objetos.
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FIGURA 1. Una trayectoria X (-,w) del proceso estocéstico

DEFINICION 1.21. Un proceso estocdstico es una coleccion parametrizada de variables
aleatorias

{X(t):tel},
definidas en un mismo espacio de probabilidad (Q2,U,P), tomando valores en R™.

DEFINICION 1.22. Una filtracion es una familia creciente de o-dlgebras (Fs : s € I) con
Fs C Ft para s < t.

DEFINICION 1.23. Un proceso {X (t): t > 0 }, se dice adaptado a la filtracion F; si X (t)
es Fy—medible para todo t > 0. Equivalentemente diremos que X (t) es Fy—adaptado, o sim-
plemente adaptado st no es necesario explicitar F;.

Si X (+) es un proceso estocéstico, entonces para cada t fijo, tenemos una variable aleatoria
wr X(tw), we Q.
Por otro lado, para cada w € € fijo, tenemos una trayectoria
t— X(tw), tel.

Dado un proceso X, muchas veces (cf. Capitulo 3) estaremos interesados en estudiar
la evolucion del mismo hasta un cierto tiempo aleatorio (tiempo de parada). Un punto de
fundamental importancia es que la decisiéon de parar, debe depender s6lo de la informacion
disponible hasta ese momento y no del futuro. Equivalentemente, si 7: 2 — R es el tiempo

de parada, el proceso Y (t) := X (¢t A 7) debe ser un nuevo proceso F;—adaptado. Eso motiva
la siguiente definicion.

DEFINICION 1.24. Una variable aleatoria T: @ — R se dice un tiempo de parada si {7 < t}
es Fy—medible, para todo t > 0.

Ejemplos.
1. Obviamente, T =t (constante) es un tiempo de parada.
2. Sea U C R™ un abierto. Entonces el primer tiempo de escape
i=f{t >0 : X() €U}
es un tiempo de parada, dado que
{tv<t}=(] U {X() ¢En}er,
m reQ, r<t

donde {K,,} es una sucesion creciente de conjuntos cerrados tales que U = J,, Kp,.

DEFINICION 1.25. Dados dos procesos X eY decimos que X es una version de'Y si para
todot >0, P(X(t) =Y(t)) =1.
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Es muy importante distinguir entre las siguientes afirmaciones

(A) Para todot >0, P(X(t) =Y (t)) = 1.
(B) P(X(t) =Y (t), para todot >0) = 1.

La propiedad (B) es mas fuerte que la (A), pero dos procesos pueden satisfacer (A) tener
trayectorias distintas para casi todo w, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea T una variable aleatoria continua con valores en Ry y X (¢) = 0. Consi-
deremos el proceso

S e

Estos dos procesos cumplen (A) ya que P(X(t) = Y (t)) = P(T # t) = 1. Pero por otro
lado, P(X (t) = Y (t), para todot > 0) = P(T ¢ R;) = 0.

A los procesos que satisfacen (B) se los denomina indistinguibles. Si los procesos X e Y
son continuos, entonces (A) y (B) son equivalentes.

4. Movimiento Browniano — Ruido Blanco

DEFINICION 1.26. Dado un espacio de probabilidades (Q,U,P), diremos que el proceso
(B(t))t=0 a valores en R™ es un Movimiento Browniano estindar respecto de la filtracion
(Ft)e=0 sobre el espacio Q si es Fr—adaptado y satisface:

1. Casi todas la trayectorias son continuas. Es decir, existe Qo C Q con P(Qy) = 1 tal que
para todo w € g
t — B(t,w), t>0
es continua.
2. (B(t))t>0 tiene incrementos con distribucion normal: paran € N yto <t; < --- <t las
variables aleatorias B(t1) — B(to), - , B(tn) — B(tn—1) son independientes con

B(tiy1) — B(ti) ~ N(0, (tis1 — t;)1d) .
3. B(0) =0 P—c.s.

Salvo que indiquemos lo contrario, supondremos F; := U(B(s), s < t).

El Movimiento Browniano es uno de los objetos méas estudiados por la teoria de probabil-
idades. Sus origenes se remontan al afio 1828, cuando el botanico Robert Brown observo que
las particulas de polen suspendidas en liquido desarrollan un movimiento errético. En 1905
Albert Einstein (entre otros) se ocup6 de este fenémeno y dio una explicacion basada en las
colisiones aleatorias de las particulas de polen con las moléculas del liquido. El trabajo de
Einstein le sirvié a Jean-Baptiste Perrin para calcular el nimero de Avogadro (=~ 6 x 10?3 =
niamero de moléculas en un mol). En 1920 y los anos sucesivos, Norbert Wiener dio una for-
mulaciéon matematicamente rigurosa de este fenémeno, por eso a este proceso se lo conoce
también como Proceso de Wiener.

Un hecho que se deduce de la definicion del Movimiento Browniano es que la variable
aleatoria B(t) — B(s) es independiente de la o-algebra Fy, por lo tanto

E[B(1)|Fs] = E[(B(t) - B(s)) + B(s)|F]
(1.1) = E[B(t) — B(s)|Fs] + E[B(s)| 7]

— E[B(t) - B(s)] + B(s) = B(s),
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W%m ‘

FI1GURA 2. Cinco simulaciones de un Movimiento Browniano unidimensional

en la dltima igualdad usamos que B(s) es Fs medible y que B(t) — B(s) es independiente de
Fs.

Teniendo en cuenta la condicién de predictor 6ptimo de la esperanza condicional, la
ecuacion (1.1) implica que la mejor estimacion para el futuro B(t) basada en toda la in-
formacion disponible hasta el presente s es el valor del proceso en el presente. A los procesos
que satisfacen esta propiedad se los denomina Martingalas.

DEFINICION 1.27 (Martingalas). Un proceso estocdstico (M (t))i>0 en (Q,U,P) se dice
Martingala a tiempo continuo con respecto a la familia creciente de o—dlgebras F; si satisface

1. M(t) es F; medible para todo t (proceso adaptado),
2. E[|M(t)|] < oo para todo t,
3. M(s) =E[M(t)|Fs] para todo s <t .

Si en lugar de (iit) se tiene
M(s) < (=) E[M(1)|Fs],
se dice que M (-) es una submartingala (supermartingala).

Ejemplo. Sea B(-) un Proceso de Wiener y consideremos el proceso M (t) := B%(t) — t,
tenemos

E[B*(t) — t|Fs] =E[[(B(t) — B(s)) + B(s)]* — t|F]
=E[(B(t) — B(s))*|Fs] + 2E[(B(t) — B(s))B(s)|F]
(1.2) + E[B(s)*|Fs] — t
=t — s+ 2B(s)E[(B(t) — B(s))|Fs] + B(s)* — t
=B(s)? —s.
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Es decir, M(t) es martingala.

Ejemplo. Sea Z una variable aleatoria definida en el espacio Q con E[|Z|] < oo. Sea
(Ft)t>0 una familia creciente de o —algebras. Consideremos el proceso estocastico M (t) definido
por

M(t) = E[Z|F] para t > 0.
Haciendo uso de las propiedades de la esperanza condicional tenemos que (M (t));>0 es una
Fi—martingala.

Veamos ahora algunas propiedades importantes de las martingalas. La primera de ellas es

que tienen esperanza constante.

LEMA 1.28. Sea M(-) una martingala, entonces
E[M(t)] = E[M(0)] para todo t > 0

(las martingalas tienen esperanza constante).

DEMOSTRACION.
E[M(t)] = E[E[M (t)|Fo]] = E[M(0)].
O

LEMA 1.29. Sea M(-) una martingala y ®: R — R conveza. Si E(|®(M(t))|)oo para todo
t > 0 entonces

O(M(-)) es una submartingala.

DEMOSTRACION. Por la Desigualdad de Jensen (Propiedad 8 del Teorema 1.20) tenemos
que parat > s
E(®(M(1))|Fs) = ®(E(M (1) Fs) = ©(M(s)).
O

Las martingalas son muy importantes en la teorfa de probabilidades, entre otras cosas,
porque admiten la siguiente estimacién que, como veremos, es muy poderosa.

TEOREMA 1.30. [Desigualdad de Doob] Sea (X (t), Fi)i>0 una submartingala con trayec-
tortas continuas c.s., entonces

1
1. P (méx X(s) > )\> < XE[X(t)Jr] para todo A >0, t>0.

0<s<t
P p
j > ] < | —— p
2. St X(t) >0, E[Orél?ict]X(sﬂ] < (p—l) E[| X ()], I<p<oo
DEMOSTRACION. Ver [6] o [12]. O

Ademas de ser una martingala, el Movimiento Browniano goza de infinidad de propiedades
interesantes que hacen de él un objeto matematico muy rico, a continuacién mencionamos solo
algunas, pueden encontrar muchas mas en [6]

TEOREMA 1.31. Sea B(-) un Movimiento Browniano unidimesional definido en (Q,U,P)
entonces

1. Regularidad. Para todo 0 < v < % existe un conjunto o, P(Qo) =1 tal que para todo
w € Qo y para todo T > 0 la funcion B(-,w) es uniformemente Holder v en [0,T].

2. No diferenciabilidad. Para todo % < v <1 para casi todo w € Q la funcion B(-,w) no
es Holder v en ningin punto. En particular, para casi todo w € Q la funcion B(-,w) no
es derivable en ningun punto y no es de variacion acotada en ningun intervalo.
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3. Variacion cuadrdtica. Sean 0 < a < b y supongamos que
P'i={a=ty <ty <--- <ty =b}
son particiones de [a,b] tales que |P"| — 0 cuando n — oo. Entonces

mp—1

S [B(#tp,) - B —b-a

k=0
en L*(Q)). Este hecho justifica en forma parcial la idea heuristica de que
dB ~ (dt)'/?.
4. Markovianidad. Para todo A € B y para todo 0 < s <t
P(B(t) € AlU(B(r),0 <r < s)) =P(B(t) € A|B(s)).

Es decir, para predecir el valor de B(t) da lo mismo conocer el valor B(s) que todo el
recorrido que hizo (B(r),0 < r < s). A los procesos que tienen esta propiedad se los
llama Markovianos. Una extensa teoria ha sido desarrollada sobre este tipo de procesos.

. Rescale. Los procesos 2 B(a?t) y $B(1/t) son movimientos Brownianos.
6. Ceros. Sea Zp := {t > 0: B(t) = 0} el conjunto de ceros de B(-). Para casi todo w € €,
Zp es un conjunto cerrado, no numberable y no contiene puntos aislados. Su dimension
de Hausdorff es 1/2. La dimension del grifico de una trayectoria es 3/2 para casi todo w.

t

DEMOSTRACION. Probaremos sélo el item 3, el resto de las demostraciones se pueden
encontrar en [6, 12]. Para ello, consideremos

@n = mil [B(tp,) — B(tp)]*
Entonces lko
I EDY (Bt = BED) = (o — 1) |
y por lo tanto =
E[(Qn — (b—a))’] =
jf:E [([B( ) — B — (8 — t;;)) : ([B( ) = BN = (8 - t?))} 7

Gracias a los incrementos independientes del Movimiento Browniano, para k # j la esperanza
en la suma de arriba se factoriza y por lo tanto vale cero ya que B(t}, ) — B(t}}) ~ N(0,#},; —
ty). Entonces, si llamamos

Yk — Ykn — B(tz+1) B B(tz)

m D
tk-‘rl - tk:

tenemos que
mp—1

E[(Qn— (b —a)’] = Y E[(Y7 — 1%t — 1)
k=0

Como Y;, ~ N(0,1), obtenemos
mnp—1
El(Qn— (b- ) <C Y. (e — 02 < CIP"|(b—a) > 0 (n— o).
k=0



18 1. BREVE INTRODUCCION A LA TEORIA DE PROBABILIDADES

OBSERVACION 1.32. Pasando a una subsucesion si es necesario, tenemos que

mp—1

Z [B(tri1) — B(tﬁ)}2 —b—a (n—o0) cs.
k=0

De este hecho se deduce que para todo 0 < v < 2

mp—1

sup Z (th) — B(t})] =00 c.s.

Probando que para casi todo w, B(-,w) no es de variaciéon acotada y por lo tanto para casi
todo t no es diferenciable.

En general, usando el mismo procedimiento que en 3 del Teorema anterior, se define la
variacion cuadréatica de un proceso arbitrario. En efecto, se tiene

DEFINICION 1.33. Sea X un proceso en L*(P). Se define la variacién cuadratica de X en
[0,t] y se lo nota (X); al limite en L? (cuando existe)

m
(X)e = 1im > [X{tinn) — X (1))
IPI=03230
donde P := {0 =ty < t; < -+ < t,, = t} es una particion arbitraria de [0,t] y |P| es la
norma de la particion.

Ruido Blanco. En muchas aplicaciones (ingenieria, fisica, finanzas, etc.) el tipo de ruido
que se desearia usar para modelar es el denominado ruido blanco. Lo que se requiere de este
ruido es que sea un proceso £(-) con las siguientes propiedades:

1. Las variables aleatorias {£(¢) |t € R} son independientes.
2. £(-) es estacionario, es decir, dados t; <ty < --- < t,, la distribucion del vector aleatorio
(E(t+1t1),&(t+t2),...,&(t +t)) no depende de t.
3. E¢(t)] = 0.
Este proceso, serviria para modelar “shocks” independientes e idénticamente distribuidos

con media cero. Desafortunadamente, un proceso con tales caracteristicas no existe, o mejor
dicho, no puede tener trayectorias medibles a menos que sea &(t) = 0. Ver el Ejercicio 6

Sin embargo, uno podria preguntarse qué propiedades deberia satisfacer el proceso

/5

suponiendo que £(-) existiera (cosa que es falsa). Observemos que deberia satisfacer las sigu-
ientes propiedades:

1. X(0)=0P-

2. Casi todas la trayectorias ¢ — X () son continuas.

3. Paran € Ny ty <ty <--- < t, las variables aleatorias X (t1) — X (to),..., X (tn) —
X (tp—1) son independientes.

4. E[X(t)] = 0 para todo t > 0.

5. Los incrementos son estacionarios, es decir X (t; +¢) — X(ta +1t) y X(t1) — X (¢2) tienen
la misma distribucién para todo ¢t > 0.

El Movimiento Browniano satisface estos requerimientos. Se puede probar que si se nor-
maliza (i.e. V(X (¢)) = 1), entonces el tnico proceso que satisface estas propiedades es el
Movimiento Browniano (ver [9]), i.e. X (¢) = B(t). Esto prueba que no existe un ruido blanco
en el sentido cléasico.
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5. Ejercicios

1. Probar que
a) E[E[X|V]] = E[X].
b) E[X] =E[X|W] si W es la o—algebra trivial, W = {0, Q}.
2. Sean X e Y procesos continuos (casi todas sus trayectorias son funciones continuas) tales
que P(X(t) =Y(t)) = 1 para todo ¢t > 0. Entonces X e Y son indistinguibles.
3. a) Probar que si B(-) es un Movimiento Browniano n—dimensional, entonces también
lo son
1) B(t + s) — B(s) para todo s > 0.
2) ¢B(t/c?) para todo ¢ > 0  (“rescale Browniano”).
b) Sea B(-) un Movimiento Browniano unidimensional. Mostrar que
lim M =0 casi seguramente.
k—oo k
Sugerencia: Fijar ¢ > 0, definir el evento Ay := {\B(k
Cantelli.
¢) Sea B(-) un Movimiento Browniano unidimensional. Definimos

- 1
o ={ 7 28

| > €} y aplicar Borel-

Probar que B(t) — B(s) ~ N(0,t — s) para tiempos 0 < s < t.
d) Sea B(-) como en el ejercicio anterior. Usar la desigualdad de Doob para probar que
B (+) es continuo en 0 casi seguramente (también tiene incrementos independientes
y es por lo tanto un Movimiento Browniano).
4. Probar que para todo 0 < v < 2,

Sup Z (tgr1) — B(tg)]" =00  c.s.

donde el supremo es tomado sobre todas las posibles particiones P de un intervalo [a, b].
5. Probar que si X es un proceso absolutamente continuo (i.e. X (¢) es una funcioén absolu-
tamente continua para casi todo w, entonces (X); = 0.
6. Si (t,w) — &(t,w) es medible con E[¢(t)?] < oo y £() es un ruido blanco, entonces para

todo t > 0 .
E =
(f )]
y por lo tanto £(t) = 0 c.s.

7. Justificar el nombre ruido blanco calculando la esperanza y la varianza de los coeficientes
de Fourier de B en [0, 1] mediante una integracion por partes formal, i.e. usando (for-
malmente)

1
ak—/ B(t)V2sin(2rkt) dt = / B(t)2mkV/2 cos(2rkt) dt
0

y los analogos para los coeficientes del coseno. Concluir que los coeficientes son variables
aleatorias i.i.d. normales estandar, luego la intensidad de cada frecuencia es igualmente
fuerte.






CAPITULO 2

La integral de Ito

En este capitulo nos dedicaremos a la construcciéon de la Integral Estocéstica de 1t6, que
es la herramienta fundamental que nos permitird entender y definir el concepto de solucion
para una ecuacién diferencial estocastica, y al estudio de sus propiedades. Fundamentalmente
desarrollaremos lo que se conoce como el calculo de Ito.

Queremos remarcar que éste no es el tnico enfoque posible. Existen otras alternativas a la
integral de Ito (y al célculo de Itd) como la integral de Stratonovich sobre la cual no haremos
mencién en estas notas.

En la primera seccién nos dedicaremos a la construccién de la integral de Ito en L?. En
la Seccién 2 estudiaremos algunas de sus propiedades y en la Seccion 3 desarrollaremos el
calculo de It6.

1. Construccion en 2

Dado que s6lo necesitaremos la integral de It6 con respecto al Movimiento Browniano,
no la estudiaremos en su méaxima generalidad (i.e. la teoria de semimartingalas). A partir de
ahora trabajaremos en un espacio de probabilidades completo (2, F,P) donde una filtracion
(Ft)t>0 se encuentra definida y satisface las condiciones usuales:

» Fs = (s>, Ft para todo s > 0.
» Si A€ F conP(A) =0, entonces A € Fy.

Si notamos por B a la o—éalgebra de Borel en [0, 00), el proceso X(-) se dice medible si la
aplicacion (t,w) — X (t,w) es B ® F—medible.

Decimos que (X (t)):>0 es continuo, si las trayectorias ¢ — X (f,w) son continuas para
todo w € 2. Se puede ver (cf. |[6]) que un proceso estocéstico continuo es medible (en realidad
alcanza con ser continuo a derecha).

Nuestro objetivo en esta seccion es definir la integral

/0 t Y (s) dB(s)

para una clase suficientemente amplia de integrandos estocasticos Y. Observemos que no es
inmediato dar una definicién de la integral estocastica, puesto que el Movimiento Browniano
no es una funciéon de variacion acotada (ver Teorema 1.31 y/o Ejercicio 4 del Capitulo 1)

Por comodidad, definiremos primero las integrales infinitas fOOOY(s) dB(s) para luego
obtener de forma inmediata las integrales sobre conjuntos acotados multiplicando por sus
respectivas funciones caracteristicas.

DEFINICION 2.1. Notamos por V a la clase de procesos estocdsticos (Y (t))i>0 a valores
reales que son adaptados, medibles y verifican

1Yy := </OOOE[Y(t)2} dt)ll2 < oo.

21
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DEFINICION 2.2. Un proceso Y € V se dice simple si es de la forma

Z 772 tz7t7,+1) )

para una sucesion creciente (t;);en y variables aleatorias Fy,—medibles n;.

DEFINICION 2.3. Para un proceso simple Y € V' definimos

(2.1) /}de Xﬁz tiv1) — B(t)).

Veamos que (2.1) es una buena definiciéon sobre los procesos simples.

PROPOSICION 2.4. La serie en (2.1) converge en L*(P), en consecuencia la integral

/YdB

es una variable aleatoria bien definida P—casi sequramente. Mds ain, se tiene la siguiente
1sometria:
B|([ vwasn)] =ik

DEMOSTRACION. Mostraremos que las sumas parciales Sy := Z?:o ni(B(tiv1) — B(t;))
forman una sucesién de Cauchy en L?(P).

Sean k < [, entonces por la propiedad de independencia de los incrementos y dado que
los mismos tienen esperanza cero, obtenemos

l

E[(S; = Sk)?] = Y E[(n:(B(tit1) — B(t:)))?]

i=k+1

+2 Y E[m(B(tir1) — B(t:)nj|E[B(tj+1) — B(t;)]
kA 1<i<j<I
l

= > E[(k(B(tisr) = Bt

= Z E {n?IE[(B(tz‘H) - B(ti))z] )ftz}

i—k+1

—Ej 2 (tiz1 — 1)

i=k+1

:/hmwwwﬂﬁ

tkt1

Como ||Y ||y < oo la altima linea tiende a cero cuando k,l — oo. Luego, por la completitud
de L*(P), la integral de It6 de Y esta bien definida como el limite en L?*(P) de la sucesién

(Sk)ken-
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El mismo célculo muestra
E[S;] = /tk E[Y (t,w)?] dt.
0
Tomando ahora limite £k — oo a ambos lados se obtiene la isometria. g

La idea principal para extender la integral de It6 a integrandos generales en V' es mostrar
que los procesos simples son densos en V' con respecto a la norma || - ||y y usar la isometria
para definir la integral por aproximacion.

PROPOSICION 2.5. Dado Y € V existe una sucesion de procesos simples (Yn)neny C V
tales que ||Y — Y,|lv — 0 cuando n — oo.

DEMOSTRACION. Haremos la demostraciéon en etapas.
1. Supongamos que Y es continuo, |Y(t)| < K parat <T e Y(t) =0 parat>T.
Fijemos t} := % y definamos

Tn—1

Ya(t):= Y () Ln gn, ) (0).

i=0
Luego Y,, es claramente un proceso simple en V| F;—medible y por la continuidad de Y (¢) los
procesos Y, convergen a Y puntualmente para todo (¢,w).

Como ||V, ||} < TK?, el Teorema de Convergencia Mayorada implica

lfm [|Y = Y,|lv = 0.

2. Supongamos ahora |Y(t)] < K parat <T e Y (t) =0 parat > T.

En este caso es facil ver que Y puede ser aproximado por procesos continuos Y, con las
mismas propiedades (reemplazando T" por 7'+ 1). En efecto, sea h : [0, 00) — [0, 00) continua
tal que h(t) = 0 para t > 1y [;° h(s)ds = 1. Para n € N definimos la convolucién

Yo (t) :== /0 Y(s)%h(n(t —s))ds.

Luego Y,, es continua, tiene soporte en [0, 7T + %] y verifica |Y,,(t)| < K para todo w.
Mas atin, Y, (t) es Fy—medible, luego Y,, € V.

Es ahora un ejercicio de Teoria de la Medida (ver [14]) verificar que
o0
/ (Yo(t) =Y (t)?dt — 0 cuando n — oo
0

para todo w € €. Luego, la afirmacién sigue del Teorema de Convergencia Mayorada.

3. Finalmente, sea Y € V arbitrario. El proceso

0, t>n
Voo 4 YO VOIS0 t<n
T Y(t)>n

-n, Y({t)<-n

estd en las hipotesis del caso anterior con 7' = K = n. Mas ain, (Y,,)nen converge a Yy
verifica

Yo (t, )| < Y (¢ w)]
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para todo w € ). Luego el Teorema de Convergencia Mayorada nos da

lim ||Y — Y|y =0.
n—oo
La suma de 1, 2 y 3 nos da el resultado deseado. O

La completitud de L?(P) y la isometria de la Proposicién 2.4 implican que la siguiente
definiciéon de la integral de It6 tiene sentido. En particular, no depende de la elecciéon de la
sucesion aproximante.

DEFINICION 2.6. Dado Y €V, se define la integral de Ité de'Y con respecto al Movimiento
Browniano B como

/OO Y1) dB(t) = lim [ Ya(t)dB(t),
0

n—oo 0

donde (Yn)neny C V' es una sucesion de procesos simples tales que limy, o ||Y — Y, |y = 0. El
limite en la definicion de la integral, se entiende en sentido L?(PP).

Para0<a<beY €V se define

/Y t)dB(t /Y wp) (1) dB(1).

2. Propiedades y extensiones de la integral de It6

Empezaremos esta seccién recopilando algunas propiedades bésicas de la integral de It6,
sin dar detalles de las pruebas. Las mismas son, en su mayor parte, inmediatas para integran-
dos simples y por aproximacién para el caso general.

TEOREMA 2.7. Sean X, Y dos procesos en V. Entonces

1. (/OOOX(t) dB(t))Q] —IX|% (Isometria de It6).

2 E UOOX (t) dB() /OOY 0 dB(t)} :/OOE[X(t)Y(t)] dt.

3/X t)dB(t /X dB(t)+/X )dB(t), P—c.s. VO<a<b<c.

4./ (eX(t) + OOOX /OOO (t)dB(t), P—c.s. ¥V c € R.

5 [ X (1) dB(t } o,

6. / X (s)dB(s) es Fr—medible para t > 0.

7. / X (s)dB(s )>t 0 es una Fy—martingala.

8. / X(s)dB(s - tiene una version continua.

9. Si X es de variacion acotada, X (t / X(s)dB(s / B(s)dX(s), P—c.s.

Para una demostracion de este teorema y otras propiedades interesantes (y utiles!) suge-
rimos 9] y [6].

Ahora, intentaremos extender la integral de Itd a una clase de integrandos més general,
la clase V*.
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DEFINICION 2.8. Definimos la clase V* como la clase de procesos estocdsticos a valores
reales (Y (t))i>0 que son adaptados, medibles y satisfacen

]P’(/OOY(t)2dt < oo) ~1
0

TEOREMA 2.9. Para Y € V* yn € N consideramos el tiempo de parada (a valores en
Ry U{oo})

Tp(w) := Inf {t >0/ /OtY(s,cu)2 ds > n}

Entonces lim,, oo 7, = 00 P—c.s. ¥y

Tn

/ h Y(t)dB(t) = lim [ Y(t)dB(t)
0

n—oo 0

existe como limite en probabilidad. Mds precisamente, tenemos (P—c.s.)
/ Y (t) dB(t) :/ Y(t)dB(t) en {w‘ / Y (t,w)?dt < n}
0 0 0

DEMOSTRACION. En el evento Qy := {w| [;° Y (t)*dt < N}, tenemos 7, = oo para todo
n > N. Luego, como por hipotesis se tiene que P(UyQy) = 1, la primera afirmacion queda
demostrada.

Sea ahora N € N tal que P(UY_;Q,) > 1 — e. Entonces, con probabilidad al menos
1 — € se tiene que las variables OT" Y (t) dB(t) son constantes para n > N, esto implica que
estas variables aleatorias forman una sucesiéon de Cauchy con respecto a la convergencia en
probabilidad. Por completitud, el limite existe.

La ultima afirmaciéon es evidente de la construccion. O

Veamos ahora, como aplicacion de la desigualdad LP de Doob (Teorema 1.30) quesi X € V
entonces el proceso fg X (s) dB(s) siempre tiene una version continua.

PROPOSICION 2.10. Dado X € V existe una version de fJX(s) dB(s) que es continua.
Es decir, un proceso continuo (J(t))e>0 tal que

]P’(J(t) = /OtX(s) dB(s)) =1 para todo t > 0.

DEMOSTRACION. Sea (X, )nen una sucesion de procesos simples en V' que aproximan X.
Por definicion, se tiene que

t
I,(t) ::/0 X, (s)dB(s)

es continuo en t para todo w. Mas atn, I,(t) es una F—martingala y entonces, por la de-
sigualdad de Doob (Teorema 1.30, 2) y la isometria de It6, obtenemos

B sup |1 (1) ~ L0 | < 450 BI(0) = L(OF] = X~ Xl 0
t> t2

para m,n — oo.
Usando ahora la desigualdad de Chebyshev, obtenemos que para cada k € N existe ny tal
que

P(sup [Im(t) — In(t)| > 2_1"’) <27k
>0
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para n,m > ng. Ahora, por el Lema de Borel-Cantelli, tenemos que

P(sup |y, (t) — In,(t)| > 27, infinitas veces) = 0,
>0

luego existe K = K(w) tal que, P—c.s.

sup [ In, ., (t) — I, ()| <27% VE>K.

t>0
Es decir, con probabilidad uno, la sucesion (I, (t))gen converge uniformemente y el limite
J(t) es continuo para todo w.

Finalmente, como para todo ¢t > 0 las variables aleatorias (I, (t))xen convergen en prob-
abilidad a la integral

t
() = / X(s) dB(s),
0
las variables I(t) y J(t) deben coincidir P—c.s. O
Para terminar esta seccién, veamos como se extiende la integral de It6 al caso multidi-
mensional.

DEFINICION 2.11. Si Y es un proceso a valores en R¥™ tal que cada componente Yij,
1<i<d, 1<3j<m esun elemento de V* y B(t) = (By,...,Bn(t))T es un Movimiento
Browniano m—dimensional, se define la integral de Ité multidimensional

/ "y dB@)
0

como el proceso estocdstico a valores en R dado por

(/OOO > dB(t)). = i/ooo Yij(t)dB;(t), 1<i<d.
I

Veamos que la isometria de [t6 se extiende a este caso.

PROPOSICION 2.12. Sean X eY dos procesos estocdsticos a valores en RY™ con compo-
nentes en 'V y sea B un Movimiento Browniano m—dimensional. Se verifica

E [< /OOOX(t) dB(t), /OOOY(t) dB(t)>] :/Ooozd:iE[Xij(t)Yij(t)] dt.

i=1 j=1

DEMOSTRACION. Si desarrollamos el término entre corchetes del lado izquierdo de la

igualdad, obtenemos

d m m o 00

SN [T X an) [ Yat i),

i=1 j=1k=1"0 0
Luego, el resultado es una consecuencia de la isometria de It6 unidimensional y del hecho
de que las integrales estocésticas con respecto a movimientos Brownianos independientes son
no-correlacionadas (aunque bien pueden ser dependientes).

Faltaria demostrar esta tltima afirmacion. Para esto consideremos dos movimientos Brow-
nianos independientes By y By y dos procesos simples Y7 e Yo en V|

Y}(t) = ij(w)l[ti,twrl)(t)’ j = 1,2.
=0

Observemos que siempre podemos suponer que ambos procesos simples tienen la misma parti-
cion del eje temporal tomando como nueva particién la unién de las dos particiones originales.
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Luego, usando la F;—medibilidad de 7;; obtenemos

/ Yl dB 1 / Y2 dB2 }

= > E[pana(Bi(tin1) — Bi(t:)(Ba(tj1) — Ba(t)))]

0<i<j<oo

+ Y E[mme(Biltin) - Bi(t:i)(Ba(tjs1) — Ba(t)))]

0<j<i<oo

= > E[nana(Bi(tis1) — Bi(t:))]E[(Ba(tj1) — Ba(t)]

0<i<j<oo

+ Y Elnpana(Bi(tin) — Bu(t:)|E[(Ba(tj1) — Ba(t)))]

0<j<i<oo
=0

A partir de esto, el resultado se concluye usando la densidad de los procesos simples en V. [

3. Formula de Ito

En esta seccion daremos los rudimentos basicos del Cdlculo de Ité. En general sélo daremos
las ideas principales de las demostraciones y referimos a los libros [6] 6 [9] para las pruebas
completas.

TEOREMA 2.13 (Calculo de Itd). Sea H € V* y sea (G(t))t>0 un proceso adaptado que
verifica fg |G(s)|ds < oo, P—c.s. para todo t > 0. Definimos

¢ t
(2.2) X(t) = /0 G(s)ds +/0 H(s)dB(s), t>0.
Sea u € C**(Ry x R, R) y definimos el proceso Y (t) = u(t, X (t)). Entonces Y wverifica
L rou u 2u
Y (t) =Y (0) +/ (gt(s,X(s)) + gx(s,X(s))G(s) + ;gﬁ(s,X(s))fﬂ(s)) ds
L ou

+ 856(8 X(s))H(s)dB(s), t>0.

OBSER\/ACIC)N 2.14. La forma mds usual en que suele verse (y aplicarse!) el Calculo de
Ité es en su forma diferencial. Si X es el proceso definido por (2.2), decimos que X tiene
diferencial

dX =Gdt+ HdB.

Luego, lo que dice el Cdlculo de Ité es que si definimos un nuevo proceso Y como Y (t) =
u(t, X (t)), Y tiene diferencial

1
dY = (u¢ + u,, G + §umH2) dt +u,H dB.
Es decir, con respecto al cdlculo tradicional “aparece” un término adicional %umH2 dt. La

aparicion de este término puede explicarse informalmente como sigue:

Si asumimos que dB =~ (dt)'/? (es decir que la variacion cuadrdtica de B es t, comparar
con el punto 3 del Teorema 1.31) y hacemos el desarrollo de Taylor de Y (t) = u(t, X (1)) a
sequndo orden, nos queda

1
Y = udt + up dX + Sty (dX)2.

Ahora,
(dX)? = (Gdt+ HdB)? = G2 (dt)? + 2GH dtdB + H? (dB)® ~ H” dt
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despreciando los términos de orden superior a dt. Reemplazando en la expresion para dY se
obtiene lo deseado. La demostracion del teorema consiste en hacer rigurosas estas ideas.

DEMOSTRACION. Daremos sélo las ideas més importantes y asumiremos que u, Uy, Uzy Y
u; son acotadas.

Sea P = {0 =1ty <t <--- < t, =t} una particion del intervalo [0,¢]. Aplicando la
férmula de Taylor,

|
—

n

u(t, X () =u(0, X(0)) + > (ultrsr, X (tr41)) — ulte, X (t)))

1T
= O

=u(0,X(0)) + > (utAtk + ug AX (1)
k

I
=)

+ %um(AX 1) + o(Aty) + O(At AX (1)) + o((AX (1))?)).

donde las derivadas estén evaluadas en (t, X (tx)) y hemos fijado Aty =t —tx y AX(tg) =
X(tgy1) — X(tg)-

Si hacemos tender a cero la norma de la particién |P| obtenemos, por definicién de la
integral de Riemann,

n—1 t
Z up Aty — / u(s, X(s))ds
k=0 0

y de la igualdad AX (t;) = ﬁ:““ G(s) ds—i—ﬁi’““ H(s)dB(s) y de la construccion de la integral
de Ito,

n—1 t t
kzouxAX(tk)_)/o ux(s,X(s))G(s)ds—i—/o uz(s, X (s))H(s)dB(s),

con convergencia en L?(P).

El tercer término converge a la variacion cuadrética del proceso y usando que una fun-
cion absolutamente continua tiene variacion cuadratica cero se obtiene (esta es la parte més
complicada de la demostracion, para los detalles, ver [12] o [6])

n—1

Zum(AX(tk))2 — /Ot Uz (5, X (5))H?(s) ds.

k=0

Los términos restantes tienden a cero, debido a la variaciéon finita de fo G(s)ds y a la
variacién cuadratica finita de fO H(s)dB(s), que implica que las respectivas derivadas de
mayor orden se anulan. O

Tenemos también, la versién n—dimensional.

TEOREMA 2.15. Sea (H(t));>0 un proceso estocdstico a valores en R4*™ con componentes

en V* y un proceso adaptado (G(t));>0 a valores en R con fot |G(s)|lds < oo, P—c.s. para
todo t > 0. Definimos

X(t) ::/0 G(s)ds-i—/o H(s)dB(s), t >0,
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donde B es un Movimiento Browniano m— dimensional. Entonces si u € CL2(Ry x R4 RP) y
definimos Y (t) := u(t, X (t)), se verifica

Y () =Y (0) + /0 (ut(s,X(s))+Dxu(s,X(s))G(s)
+ = Zuzz]sX ZH” )ds

+/ Dyu(s, X (s))H(s)dB(s), t>0,

4. Ejercicios

L. Sea P" = {0 = t§ <t} < ... <ty =T} una particion de [0,7] y 0 < A < 1 fijo.
Definimos las sumas de Riemann

=Y BEPBEL) - BE), = (- N+ (- i

Entonces

2
lim RT){:B(?—F(/\—;)T, en L*(Q).

En particular, si permitimos elegir arbitrariamente 7' , R, no tiene limite.

2. Probar que
t 1 t
/ B%dB = - B(t) —/ B(s) ds.
0 3 0

3. Probar que si G, H € V, entonces

E</OTGdB/OTHdB>:E</OTGHdt>.

4. Usar la formula de Ité para probar que Y( )= =2 cos(B(t)) es una martingala. (Usar el
hecho de que si G € V entonces I(¢ fo G dB es una Martingala.)

5. Sea B un proceso de Wiener. Calcular d(Bm) m > 1.

6. Sea B(-) = (B!,...,B") un Movimiento Browniano n—dimensional, y sea Y (t) :=

| B(t)|?> —nt para tiempos t > 0. Mostrar que Y () es una martingala. Sugerencia: Calcular
dY.






CAP{TULO 3

Ecuaciones diferenciales estocasticas

En este capitulo estudiaremos, finalmente, ecuaciones diferenciales estocasticas ordinar-
ias. Comenzaremos definiendo el concepto de solucion que usaremos en estas notas (solucion
fuerte) y luego nos dedicaremos a demostrar los teoremas fundamentales de la teoria, es de-
cir, los teoremas de existencia y unicidad de estas soluciones para una clase suficientemente
amplia de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas Ordinarias.

1. Soluciones fuertes

El concepto de solucién més simple que puede darse para una Ecuacién Diferencial Or-
dinaria Estocéstica es el de solucién fuerte. Este concepto es el que desarrollaremos en estas
notas y es suficiente para los propésitos que buscamos en este curso. Cabe destacar que existen
otros conceptos de soluciones mas flexibles y que aplican a situaciones més generales. Para
una discusion detallada sobre estos temas, referimos a [6].

DEFINICION 3.1. Una solucion fuerte X de la ecuacion diferencial estocdstica

(3.1) dX(t) = b(t, X (1)) dt + o(t, X(t))dB(t), ¢ >0

dondeb: Ry xR? = R%, o : Ry xR — R¥X™ son, medibles, en el espacio de probabilidades
(Q, F,P) con respecto al Movimiento Browniano m—dimensional B y la condicion inicial X
sobre este espacio de probabilidades independiente de B es un proceso estocdstico (X (t))t>0
que satisface:

1. X es adaptado a la filtracion (Gi)i>o0, donde G := o(B(s), 0 < s <t)Va(Xo) y Gt es la
completacion de Ns<¢GY con lo conjuntos P—nulos.

X es un proceso continuo.

P(X(0) = Xp) = 1.

P(Jy |b(s, X (5))] + |o(s, X (5))[>ds < 00) = 1 para todo t > 0.

Con probabilidad 1, se tiene

Gl O

X(t):X(O)—i—/0 b(s,X(s))ds%—/0 o(s,X(s))dB(s), Vit>0.

A lo largo de este capitulo, usaremos la notacion |- | para denotar, tanto la norma euclidea
en R™, como la norma de una matriz de R%™ (norma de operador).

OBSERVACION 3.2. A la funcion b(t,z) se la llama usualmente la deriva (en inglés drift)
y a o(t,z) se la llama difusion (en inglés diffusion ).

OBSERVACION 3.3. Se puede ver ([6], Seccion 2.7) que la completacion de la filtracion de

un Movimiento Browniano es continuo a derecha. Es decir que G; coincide con la completacion
de Q?.

31
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Veamos ahora la nocion de unicidad. Diremos que (3.1) tiene la propiedad de unicidad
fuerte si y s6lo si la construccién de solucion fuerte es tinica sobre cualquier espacio de prob-
abilidades que posee los elementos B y Xy donde X es una condicién inicial arbitraria. Mas
precisamente, tenemos:

DEFINICION 3.4. Decimos que la ecuacion (3.1) tiene unicidad fuerte, o que el par (b, o)
tiene unicidad fuerte, si para todo espacio de probabilidad (2, F,P) que posee un Movimiento
Browniano B y una variable aleatoria independiente Xg, dos soluciones fuertes cualesquiera
X y X’ de (3.1) con condicion inicial Xo verifican

P(X(t) = X'(t), Vt>0) =

OBSERVACION 3.5. Como una solucidn fuerte de (3.1) es, por definicion, un proceso con-
tinuo, es suficiente verificar la siguiente condicion, en principio, mds débil como vimos en el
Capitulo 1.

P(X(t) = X'(t)) =1, vVt >0,

en la definicion anterior.

2. Teoremas de unicidad
En esta seccién enunciaremos y demostraremos los teoremas de unicidad fuerte para la
ecuacion (3.1). Para ilustrar los resultados, comencemos con un ejemplo.
Consideremos la ecuaciéon unidimensional
dX(t) =0b(t,X(t))dt + dB(t),

con b : Ry x R — R medible Borel, acotada y decreciente en la segunda variable. Entonces
esta ecuacién verifica el principio de unicidad fuerte.

En efecto, supongamos que se tienen X y X’ dos soluciones fuertes en algun espacio de
probabilidad (€2, F,P). Entonces el proceso Y (t) := (X (t) — X'(t))? verifica, por Ito,

dY (t) = 2(X(t) — X' (1)) (dX (t) —dX'(t)) = 2(X (t) — X' (t))(b(t, X (t)) — b(t, X'(t))) <0, cs.
Como Y (0) = (X (0) — X'(0))? = 0 sigue que Y (t) = 0 para todo t > 0.

Observemos que aun en el caso deterministico existen ejemplos elementales de no unicidad
de soluciones. Por ejemplo la ecuacion

z(t) = lz(®)|Y, 0<a<l
z(0) =0

tiene la familia de soluciones (7 > 0

)
(11a (t—r )Ml_a) sit>r
0

sit<T.

La condiciéon usual que garantiza unicidad en el caso deterministico es la continuidad
Lipschitz del segundo miembro. Para ecuaciones estocasticas la misma condicion es suficiente.

Comencemos por recordar el clasico Lema de Gronwall.

LEMA 3.6 (Lema de Gronwall). Sea T'> 0, ¢ > 0 y u,v : [0,7] — R funciones medibles.
Asumamos que u es acotada y v es integrable. Si se tiene que

u(t) < c—|—/0 u(s)v(s)ds, vVt e 0,71,
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entonces

u(t) < cexp </Otv(s) ds).

DEMOSTRACION. La demostracion es clasica. Se puede ver en cualquier texto de ecuaciones
diferenciales, como por ejemplo [1]. O

TEOREMA 3.7. Supongamos que b y o son localmente Lipschitz continuas en la variable
espacial, es decir, para todon € N existe una constante K, > 0 tal que para todo t > 0 y todo
z,y € R? con |z|,|y| < n se tiene

[b(t, 2) = b(t, y)| + |o(t, 2) — ot y)| < Knlz —yl.

Entonces el principio de unicidad fuerte vale para (3.1)

DEMOSTRACION. Sean X y X’ dos soluciones de (3.1) con misma condicién inicial Xy en
un espacio de probabilidad comun (2, F,P).

Definimos los siguientes tiempos de parada
Ty i=Inf{t > 0 | | X(t)| > n}, 7= inf{t >0 | |X'(t)| > n}

para n € N. Entonces, si 7} := 7, A 7,, tenemos que 7, — oo cuando n — oo, P—c.s.
Ahora

XtATH)—X'(tATE) :/0 " (b(s,X(s)) —b(s, X'(s))) ds

tAT
+/ (o(s,X(s)) —o(s, X'(s))) dB(s).
0

Usando ahora la isometria de It6, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Lipschitzianidad
local de b y o se obtiene

E[|X(tATr) — X' (EATH?] ggE[(/otm;: (s, X(5)) — b(s. X'(5)] ds)2]
+ Q/OtEHa(s,X(s)) — (s, X'(5))*1{0,0pr1)] ds
<2TK? /OtIEUX(s AT — X (s AT ?] ds
+2K? /OtIEUX(s ATE) = X' (s A7) 2] ds.

Luego, por el Lema de Gronwall, concluimos que
E[|X(tAr) - X'EATH] =0, Vte[0o,T AT
Haciendo primero n — oo y después T — oo se deduce que
P(X(t)=X'(t) =1, Vit > 0.

El teorema queda entonces demostrado gracias a la observaciéon 3.5. O



34 3. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS
3. Teoremas de Existencia

En la teoria deterministica de ecuaciones diferenciales ordinarias, usualmente se prueba la
existencia de soluciones para tiempos pequenos bajo la hipotesis de que el segundo miembro
sea localmente Lipschitz. En la teoria de ecuaciones diferenciales estocésticas, resulta més
conveniente resolver primero la ecuaciéon globalmente (con hipotesis de Lipschitzianidad glob-
al) y luego usar un argumento de aproximaciéon con tiempos de parada para resolver la EDO
hasta un tiempo de explosién estocastico.

Estableceremos primero un teorema de existencia bajo hipotesis fuertes sobre el crecimien-
to de las funciones b y o y luego iremos debilitando esas suposiciones.

TEOREMA 3.8. Supongamos que los coeficientes b y o verifican las siguientes hipotesis de
crecimiento lineal y Lipscitzianidad global:

(32) |b(t, ) = b(t,9)| + |o(t,2) — o(t,y)| < K|z —y|, Va,y eRY, >0
(3.3) b(t,2)| + [o(t,2)| < K(1+|]), VaeR%, >0,
para alguna constante K > 0. Mds aiun, supongamos que en algun espacio de probabilidad

(Q, F,P) existe un Movimiento Browniano m—dimensional B y una condicion inicial Xy con
E[|Xo|*] < cc.

Entonces existe una solucion fuerte de (3.1) con condicion inicial Xy en este espacio de
probabilidad. Ademds se tiene que esta solucion X wverifica
E[IX (1)) < CL+E[Xo D™, t20,

para alguna constante C' > 0.

DEMOSTRACION. La demostracion usa la misma estrategia que el caso deterministico. Se
construyen aproximaciones sucesivas y luego se usa el Teorema de Punto Fijo de Banach para
demostrar la convergencia de la sucesion.

Mas precisamente, se definen de manera inductiva:

(3.4) XO(t) == X,, t>0,
(3.5) X" (t) == X, +/tb(s,X"(s))ds—F/ta(s,X”(s))dB(s), t>0.
0 0

De la misma definicion, sigue que los procesos (X" (t)):>0 son continuos y adaptados a la
filtracion generada por Xo y (B(t))t>0-

Sea T > 0. Afirmamos que, para todo ¢ € [0,T], se tiene

(3.6) E{ sup | X"T(s) — X"(s)ﬂ < 01@

0<s<t n.
para ciertas constantes C1,Cy > 0 independientes de t y de n 'y Cy = O(T).

Veamos que (3.6) implica el resultado deseado. En efecto, de la desigualdad de Chebyshev,
se obtiene ACTY
IP’( sup | X" (s) — X"(s)| > 2*"*1) < 401#.
0<s<T n!

El término de la derecha es sumable sobre n, luego por el Lema de Borel-Cantelli, concluimos
]P’(para infinitos n :  sup |X"T(s) — X"(s)| > 27"71) =0.
0<s<T

Luego, dado w € Q, existe N = N(w) variable aleatoria finita P—c.s., tal que

sup sup [ X" (s) — X" (s)| < 27",
m>10<s<T
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para todo n > N(w). En particular, (X"(:))nen forma una sucesion de Cauchy P—c.s. y
converge a un limite X (s), s € [0,T]. Obviamente, el limite X no depende de T'y por ende
esté definido en R .

Como la convergencia es uniforme, X (¢) es continuo y como los procesos X" son adaptados,
sigue que X lo es.

Tomando limite en la ecuacion (3.5), se ve que X es soluciéon de la ecuacion diferencial
estocastica (3.1) hasta el tiempo T, puesto que

sup |b(s, X"(s),s) —b(s,X(s))] < K sup |X"(s) —X(s)| — 0 (en L*(P)),
0<s<T 0<s<T

E ‘J(.’X"(.))—J(.,X(.))@([O’T])} < K*T sup E[[X"(s)—X(s)F — 0.
0<s<T

Finalmente, de (3.6), sumando sobre n y poniendo ¢t = T se obtiene la estimacion para
E[| X (t)[?].

Queda entonces probar la estimacion (3.6). La misma es una consecuencia de la desigual-
dad de Doob (Teorema 1.30):

E| sup [X"(s) — X"(s)P]
0<s<t

§2IE sup ‘/ (7, X"(7)) — b(r, X" (7 ))dTH

0<s<t

+2IE sup ’/ (7, X"(7)) = o(r, X"~ !(r)) dB(r )‘2]

0<s<t

t t
< 2K2t/ E[|X"(r) — X" 1(7))*] dr + 2DK2/ E[|X"(r) — X" 1(7)|*] dr

0 " 0
< (2K°TCy + 2DK?)Cy —.

n!
Eligiendo Cy = 2K?(TCy + D)/C;1 = O(T) se obtiene el resultado. O
A partir del Teorema 3.8 se obtiene facilmente el siguiente corolario,

COROLARIO 3.9. Supongamos que o y b satisfacen las hipdtesis del Teorema 3.8 y que X

es la solucion de (3.1). Supongamos también que o’ y b’ satisfacen (3.2) y (3.3) y que X' es
la solucion de

dX'=V(t, X'(t))dt + o' (t, X'(t)) dB(t).
Supongamos ademds que existe K > 0 tal que
o (t,r) = o(t, ), V(t,x) =b(t,x)
para |z] < K, t > 0. Entonces si definimos el tiempo de parada T como
=nf{t >0 : mix(|X(¢)],| X (t)]) > K},
se tiene que
P(X(t) = X'(t) para todo t < T) = 1.
DEMOSTRACION. La demostracion de este lema es evidente y queda como ejercicio (ver

[12], Corolario 11.10). O

Combinando este corolario con el Teorema 3.8, se demuestra el siguiente resultado.

TEOREMA 3.10. Supongamos que b y o son localmente Lipschitz. Entonces la ecuacion
diferencial estocdstica
dX =b(t,X)dt+ o(t,X)dB
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tiene una unica solucion hasta un tiempo maximal de parada T.

DEMOSTRACION. Vamos a extender la demostracién del Teorema 3.8 usando un método
de truncacion y aplicando el Corolario 3.9.

En efecto, para cada n € N definimos
b(t,z) silz|<n o(t,x) silz|<n
bn(t,x) = on(t,z) =
n(t,@) {0 si |z| > 2n v onlt:) 0 si |z| > 2n
y by y o, son interpoladas para n < |x| < 2n

Sea X, (t) la solucion de dX, = b,(t, X,)dt + on(t, X,) dB. Definimos los tiempos de
parada 7, := inf{t > 0 : |X,,(¢)| > n}, luego por el Corolario 3.9 tenemos que X, (t) = X, (t)
para t < min{7,, 7, } de donde se puede definir

7:=lim 7, y X(t)=X,(t) parat < 7,.

n—oo

Observemos que (7, )nen €s monotona, luego el limite de la sucesion esta bien definido.

La variable aleatoria 7 esta bien definida puesto que la sucesion (7,,)nen €s mondtona y es
un tiempo de parada (puede ser 7 = oo en un conjunto de probabilidad positiva). El proceso
X esté bien definido hasta 7 y es una soluciéon de (3.1) hasta 7. O

4. Ejemplos

Ejemplo 1. Ecuaciones lineales. Sea B un Movimiento Browniano unidimensional y ¢
una funcién continua (no una variable aleatoria). Entonces la tnica solucion de

dX = gXdB
X(0)=1

es
X(t) = e~z Jo9?ds+lggdB,

1 t t
Y(t) := —2/0 gzds—k/o gdB

1
dY = —592 dt + g dB.

De hecho, el proceso

verifica

Usando la formula de Itd para u(z) = e” nos da

1 1 1
X = uy dY + Stz g dt =e¥ <—292 dt +g dB + 5g2 dt> =gX dB.

Ejemplo 2. Ecuaciones lineales II. De la misma forma se prueba que la tnica solucién
de
dX = fX dt + gX dB,
X(0)=1
es 1 .
X(t) = elo f20° dstfggdB

Ejemplo 3. Precios de acciones. Sea P(t) el precio de una determinada acciéon a tiempo
t. Podemos modelar la evolucion de P(t) en el tiempo suponiendo que %, el cambio relativo
del precio evoluciona de acuerdo a la ecuacién

P
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para ciertas constantes p vy o, llamadas drift y volatilidad respectivamente. Por lo tanto
P(t) _ poeaB(t)—i-(u—%)t.

Donde pyg es el precio inicial de la accion. Observemos que P(t) es siempre positivo si pg lo es.

]E[/OtanB]:O

E[P()] = po + /0 HE[P(s)) ds.

Ademas, como
tenemos que

y por lo tanto
E[P(t)] = poet.
Es decir que el valor esperado del precio de la accién coincide con el de la soluciéon de la
ecuacion sin ruido (o = 0).
Ejemplo 3. El puente Browniano. La solucion de la ecuacion estocastica

dW = - dt +dB,
W(0) =0,
es

W(t):(l—t)/otliSdB, O<t<1),

como pude verificarse de forma similar a los ejemplos anteriores. Resulta que para casi todo
w, W(t) — 0 cuando ¢t — 17. A este proceso se lo llama Puente Browniano, entre el origen a
tiempo 0 y a tiempo 1. Aparece en muchas aplicaciones.

5. Ejercicios

1. Sea g : R — R continua. Probar que
B (efngdB) — o5 o 9%ds.

Sugerencia: Sea Y () := elo 94B=3 Jg 9% ds ..qué ecuacion verifica Y7

2. Resolver la SDE dX = —X dt + e~ ! dB.

3. Resolver la SDE dX = %e_QX dt + e X dB, X(0) = x y probar que NO esté4 definida
para todo tiempo.

4. Idem para la SDE dX = X3 dt + X? dB, X(0) = 1. Méas atin, probar que no existe
ningtn intervalo de tiempo [0,¢) en donde exista una solucién de esta ecuacion.






CAPITULO 4

Explosiones

En este capitulo estudiaremos ecuaciones diferenciales estocésticas en dimensién uno y nos
enfocaremos en decidir cuando el tiempo maximal de existencia es una variable aleatoria finita
con probabilidad positiva. Este fenémeno se denomina explosion. Mostraremos un criterio para
determinar cuando ocurre el fenomeno de explosion en dimension uno (Test de Feller).

En el caso deterministico, i.e. ¢ = 0, existe un criterio muy simple para determinar si
las soluciones estan definidas para todo tiempo o si se produce explosién en tiempo finito
para dimension uno (ver Ejercicio 1). Sin embargo, para sistemas no se conoce ningun criterio
general que determinar la existencia de explosiones (condiciones necesarias y suficientes).

Por ende, no es de extrafiar que lo mismo suceda en el caso estocastico. Queremos recalcar
que para sistemas de ecuaciones estocasticas existe también un criterio (Test de Khasminskii)
que da condiciones para determinar explosiones y también (otras) para garantizar existencia
global, pero no caracteriza el fenémeno como en el caso unidimensional. Ver [12], Seccion 52.

1. Eliminacién del drift

En esta secciéon estudiaremos el método de eliminacion del drift. Esto sera de gran util-
idad en la seccion siguiente donde estableceremos condiciones suficientes para garantizar la
explosion de las soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas en dimensién uno.

Para simplificar la exposiciéon consideraremos ecuaciones auténomas, es decir tanto el drift
como la difusién son funciones independientes del tiempo. En sintesis, la ecuacion a considerar
es

(4.1) dX =b(X)dt +o0(X)dB
donde b, 0 : R — R son localmente Lipschitz, y se satisface

(4.2) o?(z) >0 paratodo z € R

Tomemos ahora p : R — R una funcién de clase C? y calculemos la ecuacién que satisface
Y := p(X) si X es una solucién de (4.1). Aplicando el calculo de It6 (Observacion 2.14),
obtenemos

dy = (p’(X)b(X) + %p”(X)a2(X)) dt + p/(X)o(X) dB.

Luego si p es tal que

(4.3) pb+ -p'o? =0,

obtenemos que Y verifica

donde 6(y) = (p'o) op~'(y).
Debemos entonces verificar que (4.3) tiene una solucion con las propiedades requeridas,
que permitan hacer rigurosos los célculos formales realizados.

39
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En efecto, fijamos & € R y tomamos

(4.4) p(x) == /; exp ( -2 /: :2(22) dT) ds, z €R.

Luego, p es solucion de (4.3) de clase C? y verifica
(1)
/
p(:c):e><p<—2/g 207 dT) >0

lo que implica que p es estrictamente mondtona y por ende inversible con p~
I de clase C?.

L: (p(—00),p(0)) —

Lo que hace que este método sea ttil en el estudio de explosiones es el hecho de que
si bien la solucion X de (4.1) puede explotar en tiempo (aleatorio) finito, Y esta definida
globalmente. De hecho se tiene:

PROPOSICION 4.1. Sea 0 : R — R localmente Lipschitz. Entonces las soluciones de
dY =o(Y)dB

estan definidas para todo tiempo y son martingalas.

La demostracion de este hecho se encuentra en [6], capitulo 5.

2. El Test de Feller para explosiones
Sea X una solucion de (4.1) con X(0) = zy € R. Tratemos de determinar si X esta
definido para todo tiempo o no.

Para eso, definimos los tiempos de parada
Top=if{t >0 : X(t) & (a,b)}, —00 < a<b<oo.

El objetivo ahora sera obtener informacion sobre la variable T, ;. Para eso, tomemos M : R —
R una funcién C? y apliquemos la regla de It6 al proceso Y (t) = M (X (t)). Por la Observacion
2.14 tenemos

1
dy = (M’(X)b(X) + 5M'(X)UQ(X)) dt + M'(X)o(X) dB.
Si elegimos M de manera tal que M’b+ $M"0? = —1 se obtiene

AT,
MX(EATop)) = M(z0) — £ A Tap + /0 M/(X(s))o(X(s)) dB.

Si M > 0, tomando esperanza,
(4.5) Elt NT,p) = M(x0) —E[M(X(t ATap))] < M(xp) < o0o.
Haciendo ahora t — oo se llega a E[Tg, 3] < M(zg) < co. En otras palabras, X sale del in-

tervalo (a,b) con probabilidad uno y lo hace en tiempo esperado finito. Hecha esta observacion,
si asumimos ademéas que M (a) = M (b) = 0, se tiene

Jim B[M (X (¢ A Typ))] =0
— 00
y combinando esto con (4.5) concluimos que

(4.6) E[T,,) = M(zo), a<m<b.
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Antes de proseguir observemos que efectivamente existe una tal M. La misma es la tnica
solucién del problema

(4.7)

bM’—i—%aQM”:—l a<x<b,
M(a) =M()=0

que es no negativa, por el principio del méximo. Observemos que M depende de a y b (ver el
Ejercicio 2).

Como T, < oo c.s. tenemos X (T,p) = a 6 X(T,p) = b. Tratemos ahora de calcular las
probabilidades de estos eventos. Repetimos el mismo procedimiento que hicimos con M (X)
para p(X) donde p es la funciéon definida en (4.4). Se tiene

P(X(EATap)) = pxo) + /OMTM P'(X(s)o*(X(s)) dB.
Tomando esperanza y haciendo t — 0o, obtenemos
Elp(X (Tu,))] = p(z0),
pero como X (T,5) toma solo dos valores, esta esperanza se calcula facilmente. De hecho
Elp(X (Tup)] = p(a)P(X (Top) = a) + p(b)P(X(Tup) = b),

de donde se obtiene

_ b0 = pla) ) 20 —pl0)
(4.8) T R A T

Tenemos ahora la siguiente proposicién fundamental.

PROPOSICION 4.2. Sea X una solucion de (4.1) con dato inicial deterministico xo € R y
sea p la funcion definida por (4.4). Sea T el tiempo mazimal de ezistencia de X . Se distinguen
cuatro casos:

1. Sip(—o0) = —00 y p(c0) = oo, entonces
P(r =00) = 1.
2. Sip(—00) > —o0 y p(o0) = 00, entonces
P(limX(t) - —oo> - IP( sup X(t) < oo) ~1.
t/T o<t<r
3. Sip(—o0) = —o0 y p(oo) < 00, entonces

IP’(h’mX(t) - oo) - ]P’( mf X(t) > —oo) ~ 1
t/ T o<t<r
4. Sip(—o0) > —o0 y p(oo) < 00, entonces
IF’(h’mX(t) = —oo) =1- IP’(h’mX(t) = oo) _ plo) = p(xo)
t )T t T p(00) — p(—00)
OBSERVACION 4.3. En el caso 1 la solucion X estd globalmente definida. En los casos 2, 3

y 4 la solucion tiende a infinito con probabilidad 1 cuandot / T, pero no podemos determinar
ain, si T es finito o no.

DEMOSTRACION. Para el caso 1, de (4.8) para —o0 < a < g < b < 0o tenemos

/ p(b) — p(wo)
(4.9) p(DgETX(t) < a) > P(X(Top) = a) = Wp(ao)‘

Haciendo tender b / co tenemos

IP’( fuf X(t)ga,):L VaeR,

o<t<T
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v haciendo tender a \, —o0, obtenemos

Poft, X = —) =1

El mismo argumento muestra que

IP( sup X(t) = oo) =1.
o<t<t

Supongamos que P(7 < 0o) > 0, entonces el evento

{}%X(t) =—-00 th/HiX(t) :oo}

tiene probabilidad positiva, luego, los eventos

{ sup X(t):oo} y { inf X(t):—oo},

o<t<T 0<t<r

no pueden ambos tener probabilidad uno contradiciendo lo que acabamos de mostrar. Por lo
tanto, P(17 = o0) = 1.

Para ver 2, de manera anéloga al caso anterior, (4.9) implica que

P(OgtlirX(t) =—o0) = 1.

Por otro lado, de (4.8) tenemos

_ p(xo) — pla)
AT =0 = 50) o)
y haciendo a \, —oc0, llegamos a
p(zo) — p(—o0)

P(X(t) =b, para algin 0 <t < 1) =

Si ahora hacemos b /" oo se obtiene que P(supg;, X (t) = 00) = 0. Luego, hemos probado
que

]P’(’th:— ):P( X(t ):1.
o, X0 = 7o) =B 2 X(0) <o

Resta probar que el limite lim;_,, X (¢) existe con probabilidad uno. Para esto se usan de-
sigualdades de martingalas que no veremos en estas notas. La demostracion de estos hechos
se encuentra en [6], Proposicion 5.22.

El caso 3 es analogo al caso 2 y el caso 4 sale tomando limite a \, —co y b / oo en

(4.8). 0

Queremos ahora buscar condiciones necesarias y suficientes que garanticen que 7 es finito
con probabilidad positiva (o uno!). Para esto usaremos el siguiente resultado de ecuaciones
diferenciales ordinarias, cuya prueba se encuentra en [6], Lema 5.26.

LEMA 4.4. Sea u(z) la solucion de la ecuacion
1o%u +bu' = u en R
u(0) =1, «/(0)=0.

Sea v(x) la funcion dada por

(4.10) v(z) =2 /Ox p(z) = p(y) dy.
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Entonces u € CQ(R), es estrictamente creciente para x > 0 y estrictamente decreciente para
x < 0. Mds aun, tenemos

(4.11) 1+v(z) < u(z) < '@,

OBSERVACION 4.5. La funcidon v se introduce porque es “sencilla” de calcular, en contra-
posicion con u. De hecho, (4.11) dice que u es finita, si y sdlo siv lo es.

Con la ayuda de este Lema podemos probar el Test de Feller.

TEOREMA 4.6 (Test de Feller para explosiones). Sea X una solucion de (4.1) con condicion
wniacial deterministica xg € R. Entonces

P(r=00)=1 siysdlosi v(—00)=wv(c0)=o00.

DEMOSTRACION. Sea Z,(t) := u(X(t A 7,)). Usando la formula de Itd6 (Teorema 2.13),
tenemos

Zn(t):Zn(0)+/0 Tnu(X(s))ds—i—/O " (X ()0 (X () dB

Luego, si definimos M, (t) := e~™) Z, (t), nos queda
tATh
Mo(t) = M (0) + / =/ (X (5))o(X (s)) dB
0

Definimos ahora M (t) = lim, oo My (t) = e u(X(tAT)), 0 <t < 0.

Nuevamente, usando desigualdades de martingalas (ver [6], Teorema 5.29) puede verse
que el limite

(4.12) My := lim M(t) = lim e~y (X (t A T))

t—00 t—00
existe y es finito con probabilidad uno.
Supongamos ahora que v(—o00) = v(c0) = oo. Por (4.11), tenemos que u(—00) = u(co) =
00, pero (4.12) muestra que My, = 0o c.s. en el evento {7 < oo}, de donde P(7 < o0) = 0.
Supongamos ahora que v(00) < oo (si v(—o0) < oo es analogo). Por (4.11), tenemos
que u(oo0) < oo. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que ¢ < g < oo y definimos

T.:=inf{t >0 : X(t) = c¢}. De manera analoga al caso anterior, podemos concluir que el
proceso

MEAT,) =e NNy (X (EATAT,)), 0<t< oo,

tiene limite casi seguro para t — oo y que es una martingala (luego tiene esperanza constante).
De ahi concluimos que

u(zo) = Ele”"Mu(X (1 ATe))] = u(o0)Ele "L reny] + u(@)Ele Lz, o).
Si P(7 = 00) = 1, la identidad de arriba dice que u(wg) = u(c)E[e~T¢] < u(e), lo que contradice
el hecho de que u es estrictamente creciente en [c, xg|. Luego P(7 = o0) < 1. O

Finalicemos este capitulo con un criterio para determinar si P(7 < 00) = 1.

PROPOSICION 4.7. Se tiene que P(1 < o0) = 1 si y sdlo si se verifica alguna de las
siguientes tres posibilidades:
1. v(00) < 00 y v(—00) < 00.
2. v(o0) < 00 Yy p(—00) = —00.
3. v(—00) < 00 y p(o0) = 0.

En el primer caso, se tiene ademds que E[T] < co.
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que 1 vale. Luego se tiene también que p(co) < oo
y p(—00) > —oo (ver el ejercicio 6 de este capitulo).

Consideremos la funcion M (x) dada por la solucion de la ecuacion
302 M" +bM' = -1 en R
M(—o0) = M(c0) =0
Tal M existe pues |p(£00)| < oo. Ver [6], Observacion 5.33.
El mismo procedimiento que usamos para obtener (4.6) nos da E[7] < oc.
Supongamos ahora que vale 2. Tomemos los siguientes tiempos de parada
L, =mf{t>0: X(t)<-n}, n>1
Too :=mf{t >0 : X(t) =00}, T o:=Mmf{t>0: X(t)=—-00} = lim L,.

n—oo

Como v(o0) < 00y v(—n) < 0o, obtenemos como en el caso anterior, tomando M la solucion
de

30 M" +bM' = -1 en (—n,00)
M(=n) = M(0) = 0,
que E[L,, A Tx] < oo para todo n € N.

Por otra parte, por el ejercicio 6 de este capitulo, p(co) < oo, luego estamos en el caso 3
de la Proposicion 4.2 y por lo tanto, para casi todo w € €2, L,(w) = oo si n es suficientemente
grande. Luego 7(w) = Too(w) < 0.

El caso 3 es anélogo.

Supongamos ahora que P(7 < oo) = 1. Entonces por el Teorema 4.6, v(co) < o0 0
v(—00) < 0o. Consideramos v(—o00) < oo (el otro es andlogo) y asumamos que 1, 2 y 3 no
valen. Entonces p(00) < 0o = v(00) y p(—00) > —oo (ver el ejercicio 6). Entonces estamos en
el caso 4 de la Proposicion 4.2 y A := {lim;_., X () = 00)} tiene probabilidad positiva.

Sea ahora M (t) = e~ ®\"y (X (t A 7)) el proceso considerado en la demostracion del Teo-
rema 4.6. Luego la variable aleatoria M., dada por (4.12) es finita c.s.

Como v(00) = oo sigue que u(oco) = oo y luego por la definicion de My, obtenemos que
T = 00 en A. Esto muestra que P(7 < c0) < 1 lo que contradice nuestra suposicion.

La prueba queda terminada. O

3. Ejercicios
1. Probar que las soluciones de la ecuacién deterministica
= b(x), z(0) = o,

explotan en tiempo finito si y s6lo si

* 1
——ds < o0
/aco b(s)

y hallar el tiempo de explosion.
2. Probar que la ecuacién (4.7) tiene una tnica soluciéon que es de clase C? y positiva.
3. Sea B un Movimiento Browniano unidimensional. Probar que B sale de cualquier inter-

valo (a,b) en tiempo finito con probabilidad uno y calcular la esperanza del tiempo de

salida.
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. La funcién p definida por (4.4) depende de £. Notemos luego p = pg¢. Probar que para
todo ¢ € R se tiene

pe(@) = pe(§) + pe(§)pe (@)
Concluir que la finitud o infinitud de p¢(£00) no depende de £ y que la cantidad
) —

pe(wo) — pela)
pe(b) — 5( a)

es independiente de &.
. Para el proceso X(t) = ut + oB(t) en R con p > 0y 0? > 0 constantes, tenemos que
(para & = 0) p(z) = (1 — e~ P%)/B donde 8 = 2u/0%. Concluir que se esta en el caso 3 de
la Proposicion 4.2.
. Probar las implicaciones
a) p(oo) = 0o = v(o00) = 00
b) p(—o0) = —00 = v(—00) = 0
. Tomar o(z) =1
a) Sib(z) = 23;2 mostrar que P(7 < o0) = 1.
b) Si b(z) = 223, mostrar que E[7] < co.

. Considerar la ecuacic')n
dX = —-Xdt ++/2(1+ 22)dB.

Discutir la posibilidad de explosion.
. Sean b y o tales que existen constantes positivas 1, ko que verifican

* 1
k1 < 02(s) < krab(s), / b(s) ds < oo.
0

Probar que entonces las soluciones de (4.1) explotan con probabilidad 1.






CAP{iTULO 5

Aproximaciones numéricas

Como pudo apreciarse en los capitulos anteriores, soluciones explicitas para las soluciones
de las SDEs se encuentran solo en ejemplos muy particulares y es raro encontrarlas en las
aplicaciones. Por lo tanto se han desarrollado métodos numeéricos para aproximarlas. En esta
seccidon daremos una breve introduccién a este problema. Consideraremos solamente el método
de Euler, para un estudio més profundo del tema puede consultarse |7, 10|.

1. El Método de Euler-Maruyama

En busca de aproximaciones numeéricas para las soluciones de (4.1), comenzaremos tratan-
do el caso que la solucion esta definida en un intervalo deterministico [0, 7], esto puede garan-
tizarse si las funciones b, o son globalmente Lipschitz. En ese caso, consideramos una particion
uniforme

0<ti<to<...<tny=T,

con h =ti1; —t; =T/N. La aproximacion de Euler-Maruyama Y de (3.1) est4 dada por

Yie1 =Y + hb(ts, Xi) + o(t, Xi) AB;, Yo = Xo,

donde AB; = B(t;+1)— B(t;) denota los incrementos del proceso de Wiener en el intervalo
[ti+1 — ti] v estan representados por variables aleatorias normales independientes con media
cero y varianza h. Por conveniencia consideraremos a Y como un proceso continuo en [0, S],
para ello se puede considerar cualquier interpolante continua que satisfaga Y'(¢;) = Y;, 1 <
i< N.

Bajo condiciones de regularidad, estas aproximaciones convergen a la soluciéon de (3.1)

cuando h — 0 bajo diferentes nociones de convergencia.

A grandes rasgos podemos clasificar las diferentes nociones de convergencia que aparecen
en la literatura en dos, segin si lo que se quiere aproximar es

(a) aproximar las trayectorias, 6
(b) aproximar las distribuciones.

Las nociones de convergencia asociadas a estas dos opciones se denominan fuerte y débil
respectivamente.

DEFINICION 5.1. Diremos que la aproximacion numérica Y de la solucion exacta X de
(3.1) converge en sentido fuerte con orden v is existe una constante K tal que

E[ sup |X(¢) —Y(8)]] < KA,
0<t<S

para todo 0<h <1. Y diremos que converge en sentido débil con orden 3 si para todo polinomio
g, existe Ky tal que

| sup Elg(X(1)] - Elo(¥ ()] < £,h”

para todo 0<h <1.

47



48 5. APROXIMACIONES NUMERICAS

Ambos criterios se reducen, para el caso deterministico b = 0 al criterio usual de conver-
gencia para EDOs.

Para simular la realizaciéon de una aproximacién de Euler, es necesario generar variables
aleatorias normales independientes. En la practica se utilizan generadores de niimeros pseudo-
aleatorios por métodos de congruencia lineal o no-lineal (ver |7, 8|).

2. El caso de explosiones

El método descrito en la seccidén previa no se aplica al caso de soluciones con explo-
siones por varias razones: en primer lugar, las condiciones de regularidad necesarias para
tener convergencia no estdn disponibles en este contexto, en segundo lugar, las aproxima-
ciones numéricas descritas estan definidas globalmente, con lo cual nunca pueden ser una
buena aproximacion de una soluciéon que explota. Por tltimo, como vimos en el capitulo ante-
rior, cuanto tenemos soluciones que explotan en general no existe ningtin intervalo de tiempo
deterministico [0, 7] en donde la solucién esté definida.

Una forma de solucionar este problema es considerar pasos de tiempo adaptivos, es decir
que el paso h en lugar de ser constante, pasa a ser aleatorio y se calcula en funcién del valor
que va tomando la aproximacion numeérica. En [4] se considera este tipo de métodos, donde
el paso es adaptado de manera tal de reproducir el comportamiento de las soluciones.

Al considerar métodos numeéricos para ecuaciones con soluciones que explotan, algunas de
las propiedades mas importantes que debe tener un método son

1. Convergencia de las soluciones. Esto en general no es posible en todo el intervalo donde
estd definida la solucion, incluso en el caso deterministico, pero si es posible obtener
convergencia en cualquier intervalo de tiempo compacto en donde la solucién exacta esté
definida.

2. Reproduccién de las explosiones. Las aproximaciones numéricas deben explotar también
en tiempo finito si la solucién exacta lo hace, al menos cuando el parametro de la malla
es pequeno.

3. Convergencia de los tiempos de explosion. Los tiempos de explosion de las aproximaciones
numéricas deben converger a los de la solucién continua en algin sentido.

Un forma de lograr estas propiedades es considerar como paso de tiempo

h
"=y

De esta forma, a medida que la solucién crece, el paso de tiempo se va achicando para poder
captar la singularidad que se esta desarrollando.

Bajo las hipoétesis del Ejercicio 9 sobre b y o, que garantizan que las soluciones explotan
con probabilidad 1, se puede probar que eligiendo este paso de tiempo, el método de Euler-
Maruyama posee las tres propiedades requeridas arriba (ver [4]).

Por ejemplo si tomamos

b(z) = |z|" +0,1,  o(x) =+/|z[P1+0,1,  zo=10.

se obtienen las simulaciones de la Figura 1.



2. EL CASO DE EXPLOSIONE
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Figura 1: Tres trayectorias que explotan.

Figure 1.1

Figure 1.2
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La siguiente figura muestra estimaciones, obtenidas mediante simulaciones, de las densi-
dades de los tiempos de explosiéon de las aproximaciones, que convergen en probabilidad a
T.

1.8} --- h=0.5
- h=0.01

1.4

1.2

0.6

0.4

0 L
3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2

Figure 3: Estimacion por niicleos de la densidad de 7 para diferentes valores de h.



(1]
2]
3]
(4]
5]
(6]
(7]
18]

9]
[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

Bibliografia

Herbert Amann. Ordinary Differential Equations, volume 13 of de Gruyter Studies in Mathematics. Walter
de Gruyter, Berlin - New York, 1990.

Leo Breiman. Probability. Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass., 1968.

Kai Lai Chung. A course in probability theory. Academic Press Inc., San Diego, CA, third edition, 2001.
Juan Dévila, Julidn Fernandez Bonder, Pablo Groisman, Julio D. Rossi, and Mariela Sued. Numerical
analysis of stochastic differential equations with explosions. Stochastic Analysis and Applications. To
appear.

L. C. Evans. An introduction to stochastic differential equations. Department of Mathematics, UC Berke-
ley. Version 1.2, http://math.berkeley.edu/~evans/SDE.course.pdf.

Toannis Karatzas and Steven E. Shreve. Brownian motion and stochastic calculus, volume 113 of Graduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1991.

Peter E. Kloeden and Eckhard Platen. Numerical solution of stochastic differential equations, volume 23
of Applications of Mathematics (New York). Springer-Verlag, Berlin, 1992.

Donald E. Knuth. The art of computer programming. Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Mass.-
London-Amsterdam, second edition, 1975. Volume 1: Fundamental algorithms, Addison-Wesley Series in
Computer Science and Information Processing.

Bernt Oksendal. Stochastic differential equations. Universitext. Springer-Verlag, Berlin, sixth edition,
2003. An introduction with applications.

Eckhard Platen. An introduction to numerical methods for stochastic differential equations. In Acta
numerica, 1999, volume 8 of Acta Numer., pages 197-246. Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999.
Markus Reifs. Stochastic differential equations. Institute of Mathematics, Humboldt University, Berlin.
http://www.mathematik.hu-berlin.de/~reiss.

L. C. G. Rogers and David Williams. Diffusions, Markov processes, and martingales. Vol. 2. Cambridge
Mathematical Library. Cambridge University Press, Cambridge, 2000. It6 calculus, Reprint of the second
(1994) edition.

George A. F. Seber and Alan J. Lee. Linear regression analysis. Wiley Series in Probability and Statistics.
Wiley-Interscience [John Wiley & Sons|, Hoboken, NJ, second edition, 2003.

Richard L. Wheeden and Antoni Zygmund. Measure and integral. Marcel Dekker Inc., New York, 1977.
An introduction to real analysis, Pure and Applied Mathematics, Vol. 43.

51





