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1 INTRODUCCIÓN 26.1. Proesos de Rami�aión subrítios y el límite de Yaglom . . . . . . . 226.2. Proesos de Naimiento y Muerte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236.3. La ondiión de Ferrari-Kesten-Martínez-Pio . . . . . . . . . . . . . . 23A. Exponeniales de Matries 23B. Teorema de Perron-Frobenius 25C. Desigualdad de Gronwall 25Peligro! Notas en onstruiónLo primero para deir de estas notas es que están en onstruión. Fueron esritasontra reloj para el miniurso on el mismo nombre (o pareido) del X Congreso Dr.Antonio Monteiro y no son, en varios aspetos, satisfatorias, aunque posiblementesean mejores que la ausenia de las mismas.Las notas ontienen el material que se dará en el urso, muhos errores de tipeoy tal vez alguno de los otros. Además son inompletas, sobre todo para la parte deespaio de estados numerables. Esto se debe simplemente a falta de tiempo.Así mismo, estas notas apelan exhaustivamente al Teorema de Perron-Frobenius.Esto no es deseable omo se meniona en las mismas. Para el aso de adenas deMarkov, no hay ninguna neesidad de reurrir a este teorema y pueden enontrarsedemostraiones muy buenas de la ergodiidad y onvergenia al equilibrio en los lugaresitados en este texto.Para el aso de adenas on estados absorbentes la existenia de la distribuiónuasi-estaionaria y del límite de Yaglom no es evidente que pueda ser probada onargumentos más onstrutivos.1. IntroduiónMuhos proesos de Markov tienen un estado absorbente. Esto signi�a que existeun estado del ual el proeso no sale. Bajo ondiiones de irreduibilidad este estadoabsorbente es alanzado on probabilidad uno y entones la versión estaionaria delproeso aree de todo interés: se trata de un proeso onstantemente igual al estadoabsorbente on probabilidad uno.Una buena forma de entender el omportamiento asintótio de estos modelos espreguntarse por la evoluión del proeso ondiional a que no ha sido absorbido yanalizar el omportamiento asintótio de la evoluión ondiionada así omo tambiéndistribuiones invariantes para esta evoluión.En estas notas tratamos este problema para proesos de Markov a tiempo ontin-uo en espaio de estados �nito. La ondiión de espaio de estados �nito simpli�a



2 CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 3muhísimo la situaión y puede darse una teoría bastante errada. Cuando el espaiode estados es numerable, o inluso no numerable, la situaión se torna muho masompleja y no existe una teoría uni�ada. Al �nal de las notas damos algunos ejemp-los y mostramos las grandes diferenias que tienen los modelos en espaios de estadosin�nitos respeto del aso �nito.Comenzamos estas notas onstruyendo adenas de Markov a tiempo ontinuo enespaio de estados �nito y probando sus prinipales propiedades. Esta exposiión esextremadamente breve y esta aompañada de referenias donde se puede hallar unaexposiión ompleta sobre este tópio.A ontinuaión tratamos el aso de las adenas de Markov on estados absorbentes.Damos ejemplos y probamos que efetivamente la adena es absorbida on probabilidaduno.Para estos proesos introduimos la evoluión ondiionada y vemos ómo alularsu omportamiento asintótio que se onoe omo el límite de Yaglom. Así mismo damosla noión de distribuión uasi-estaionaria (invariante para la evoluión ondiionada)y probamos el Teorema de Darroh y Seneta: existenia, uniidad y onvergenia a lamedida uasi-estaionaria.Por último introduimos el proeso de Fleming-Viot asoiado a un proeso deMarkov on estado absorbente. Este proeso intenta reproduir la dinámia de la evolu-ión ondiionada. Consiste de N partíulas que se mueven en el espaio de estadosdel proeso original de forma independiente y todas siguiendo la ley del proeso orig-inal. Cuando una partíula es absorbida, inmediatamente es reenarnada en una delas partíulas que están vivas dentro de la aja (elegida aleatoriamente) y el proesoontinúa.En el espaio de estados del proeso original onsideramos la medida (aleatoria) da-da por la antidad de partíulas que hay en ada sitio (normalizada para ser una medidade probabilidad) y esperamos que esta medida aproxime a la evoluión ondiionada.En la Seión 5 de�nimos este proeso y probamos sus propiedades: ergodiidad,estimaión de orrelaiones y onvergenia a la distribuión uasi-estaionaria (bajo lamedida invariante) o a la evoluión ondiionada.2. Cadenas de Markov a tiempo ontinuo2.1. De�niión y ConstruiónUn proeso estoástio es una familia de variables aleatorias X = (Xt, t ∈ I)de�nidas en un mismo espaio muestral (Ω,F , P). En nuestro aso, omo estamosinteresados en proesos a tiempo ontinuo, tomaremos a lo largo de todas estas notasomo onjunto de índies I = R≥0.De la de�niión surge que un proeso estoástio es una funión de�nida en Ω ×
R+ on valores en ierto espaio de estados Λ, i.e. X : Ω × R+ → Λ, lo ual da dosinterpretaiones posibles de X.



2 CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 4Para ada t ≥ 0 tenemos una variable aleatoria Xt : Ω → Λ.Para (asi) todo ω ∈ Ω tenemos una trayetoria del proeso X.(ω) : R+ → Λ.Usaremos a menudo ambas interpretaiones. En la segunda, hablamos de las traye-torias del proeso y las pensamos omo funiones de�nidas en R+ o alternativamenteen todo R.De�niión 2.1. Diremos que el proeso estoástio X = (Xt, t ≥ 0) a valores en elespaio (�nito) Λ es Markov si para todo 0 ≤ s ≤ t se tiene
P(Xt = x|Xu, u ≤ s) = P(Xt = x|Xs), para todo x ∈ Λ.Es deir que si onoemos la trayetoria del proeso hasta el tiempo s, la posiióndel proeso a tiempo t sólo depende de la posiión del proeso a tiempo s y no de todoel pasado.Ejemplo 2.1. Un ejemplo de un proeso de Markov es el Proeso de Poisson (aunqueel espaio de estados no es �nito, es N). Dada una suesión de variables aleatoriasexponeniales independientes de parámetro λ, E1, . . . , En, . . . onstruimos el siguienteproeso. Pensamos a estas variables, por ejemplo, omo el tiempo que van llegandopersonas a una ola. E1 es el tiempo en que llega el primer individuo, E2 es el tiempoentre la llegada del primer individuo y la del segundo, et. En este aso, el proeso dePoisson es el que uenta la antidad de llegadas que hubo hasta tiempo t.

Xt =
∑

n≥1

1[
P

n

i=1 Ei,+∞)(t).La markovianidad de este proeso sigue de la propiedad de falta de memoria de lasvariables exponeniales.Ejemplo 2.2. Un ejemplo de un proeso que NO es Markov es el siguiente: Dada unasuesión de variables aleatorias i.i.d on distribuión uniforme en [0, 1], onstruimos elproeso
Xt =

∑

n≥1

1[
P

n

i=1 Ui,+∞)(t).Aá el espaio de estados tampoo es �nito pero puede reonstruirse este ejmplo fail-mente para que viva en un espaio de estados �nito.Dada una adena de Markov a tiempo ontinuo denotaremos on Px a la probabil-idad ondiional a que X0 = x, es deir
P

x(Xt = y) = P(Xt = y|X0 = x),y de�nimos para ada tiempo t ≥ 0 la matriz de transiión
pt(x, y) = P

x(Xt = y).



2 CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 5Alternativamente, y abusando levemente de la notaión. Dada una medida de proba-bilidad µ en Λ, usaremos P
µ para indiar que el proeso a tiempo t = 0 está distribuidosegún µ. O sea

P
µ(Xt = y) =

∑

x∈Λ

P
x(Xt = y)µ(y) =

∑

x∈Λ

pt(x, y)µ(y) = (µPt)(x).En la última expresión pensamos a µ omo vetor �la y a Pt omo matriz on entradas
pt(x, y).Para onstruir una adena de Markov en tiempo ontinuo observemos que, omoel espaio de estados Λ es �nito, la adena debe moverse a saltos. Entones espera untiempo aleatorio en el estado x y luego salta a un estado y elegido al azar, luego vuelvea esperar una antidad de tiempo aleatoria y vuelve a saltar al estado z y así suesiva-mente. Entones, para desribir la adena debemos espei�ar (1) la distribuión de lostiempos de espera y (2) el meanismo mediante el ual saltamos de un estado a otro.La markovianidad implia que los tiempos de espera tienen que ser variables aleatoriasexponeniales, ya que deben ser variables aleatorias ontinuas on la propiedad de faltade memoria (¾por qué?). El parámetro de estas variables no puede depender del tiempotransurrido en el estado ni de otros estados distintos al que estamos parados, por lotanto onsideraremos que tenemos una funión q : Λ → R>0 y si el proeso está en xesperaremos un tiempo exponenial de parámetro q(x) para luego saltar a un nuevoestado y. Llamaremos a q(x) tasa de salida de x. Una vez que hemos deidido saltar,debemos elegir uno de los estados y ∈ Λ mediante un proedimiento aleatorio que solodebe depender del punto. Entones onsideraremos una nueva funión p : Λ×Λ → [0, 1]de forma tal que la probabilidad de que si estamos en el estado x y deidimos haerun salto, saltamos al estado y on probabilidad p(x, y). La matriz p = p(x, y)x,y∈S eslo que se denomina una matriz estoástia, es deir

p(x, y) ≥ 0 para todo x, y ∈ S.
∑

y∈S p(x, y) = 1.En estas notas onsideraremos proesos en donde tanto q omo p(·, ·) no dependende t. A esta propiedad se la denomina homogeneidad temporal.La markovianidad del proeso X puede ser expresada también mediante la siguienteigualdad
P

x(Xt+s = y|Xu, u ≤ t) = P
Xt(Xs = y) .s. (1)Del lado izquierdo tenemos una probabilidad ondiional que es una variable aleatoria

σ(Xu, u ≤ t)− medible. Del lado dereho también tenemos una variable aleatoria quees funión de Xt.La euaión (1) da otra interpretaión de la markovianidad: ondiionar a todo elpasado y mirar haia adelante desde el tiempo t es lo mismo que volver a empezar elproeso desde el tiempo t tomando omo dato iniial Xt.La fórmula (1) requiere una demostraión que no daremos aquí.



2 CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 6Para mas detalles (y mas rigor!) sobre la onstruión de estos proesos y suspropiedades (ergodiidad, et. ) ver por ejemplo el libro de Ferrari y Galves [6℄.2.2. GeneradorUn objeto fundamental para el estudio de las adenas de Markov a tiempo ontinuoes el denominado generador in�nitesimal. Consideremos el operador lineal L de�nidosobre las funiones de Λ en R (que identi�amos on R|Λ|) por
Lf(x) = q(x)

∑

y∈Λ

p(x, y)[f(y)− f(x)].Este operador lleva onsigo toda la informaión neesaria sobre los saltos de laadena (Xt, t ≥ 0). Una forma de ver esto es la siguiente: estando en el estado x, elsiguiente salto llega a tasa q(x) y uando el salto ourre, el nuevo estado será y onprobabilidad p(x, y). Este salto hae que la funión f ambie en f(y) − f(x). Es deirque Lf(x) representa la variaión in�nitesimal esperada de f(Xt) uando Xt está en
x. Más rigurosamenteTeorema 2.1. Para todo x ∈ Λ1. Continuidad.

ĺım
t→0+

|Exf(Xt) − f(x)| = 0.2. Difereniabilidad.
ĺım

t→0+

∣

∣

∣

∣

Exf(Xt) − f(x)

t
− Lf(x)

∣

∣

∣

∣

= 0. (2)3. Más aún
d

dt
E

xf(Xt) = E
xLf(Xt) (3)Aá E

x denota esperanza alulada on P
x, es deir ondiional a que el proesoempezó en x. La demostraión de este teorema puede hallarse en [6℄.Observemos que si pensamos a f omo un vetor olumna, el generador in�nitesimalpuede ser esrito de la forma

Lf(x) = (Qf)(x),donde Q = (q(x, y), x, y ∈ Λ) on q(x, y) = q(x)p(x, y) si x 6= y y q(x, x) = −q(x).Es deir que Q es la matriz (en la base anónia) de la transformaión lineal L. Otraforma de representar a L es
Lf(x) =

∑

y∈Λ

q(x, y)[f(y)− f(x)].Deimos entones que Q es la matriz de tasas del proeso X ya que representa la tasaa la que el proeso pasa al estado y uando está en el estado x. Observar que tomando
f = 1y en (2) obtenemos



2 CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 7
P(Xt+h = y|Xt = x) = ph(x, y) = q(x, y)h + o(h),que es una buena forma de entender el signi�ado de la matriz de tasas Q: in�nitesi-malmente, la probabilidad de estar en y a tiempo t+h dado que estamos en x a tiempo

t viene dada por hq(x, y) (más términos de orden superior). Así mismo
d

dt
pt(x, y)|t=0 = q(x, y),y de forma similar, por la propiedad de Markov y la homogeneidad

pt+h(x, y) − pt(x, y) =
∑

z∈Λ

[Px(Xt+h = y|Xt = z) − P
x(Xt = y|Xt = z)]Px(Xt = z)

=
∑

z∈Λ

[ph(z, y) − 1z(y)]Px(Xt = z) =
∑

z∈Λ

hq(z, y)pt(x, z) + o(h)

=h(PtQ)(x, y) + o(h).Es deir que la matriz Pt veri�a la euaión diferenial ordinaria






d
dt

Pt = PtQ,

P0 = I.Observar que tanto Pt omo Q on matries. La derivada del lado izquierdo debe serentendida oordenada a oordenada. Estas euaiones se denominan Euaiones deKolmogorov.De la teoría de euaiones difereniales ordinarias se desprende que
Pt = etQ, para todo t ≥ 0,y por lo tanto

P
µ(Xt = y) =

∑

x∈Λ

µ(x)Pt(x, y) = µetQ(y)Alternativamente, si esribimos µµ
t (y) := Pµ(Xt = y) para la distribuión del proe-so a tiempo t on ondiión iniial X0 distribuida según µ, podemos usar las euaionesde Kolmogorov para obtener que µµ

t (y) = µPt veri�a






d
dt

µµ
t = µµ

t Q,

µµ
0 = µ.

(4)Estas euaiones nos dan muha informaión sobre ómo evoluiona el proeso uandoempieza on una ondiión iniial elegida aleatoriamente según la distribuión µ. Lasutilizaremos en la próxima seión.



2 CADENAS DE MARKOV A TIEMPO CONTINUO 82.3. Medidas invariantes - ErgodiidadDado un proeso de Markov, una de las prinipales preguntas que intentamos re-sponder es la siguiente: Si dejamos evoluionar el proeso durante un buen rato y luegolo observamos, ¾qué vemos? Es deir que queremos saber si las variables (Xt, t ≥ 0)tienen un límite (en algún sentido) uando t → ∞.Al estudio de estos límites se ha dediado buena parte del esfuerzo de los prob-abilistas desde la apariión de estos proesos. Una forma de entenderlos es mirar laevoluión del vetor (distribuión, medida de probabilidad, et.) µµ
t .De las euaiones de Kolmogorov (4) y de la ontinuidad de las soluiones de estasrespeto del dato iniial, se desprende que si ν = ĺımt→∞ µµ

t entones ν debe satisfaer
νQ = 0.Es deir que ν es un equilibrio de (4). A esas medidas de probabilidad se las denominamedidas invariantes ya que, omo se desprende de las euaiones veri�an

µν
t = ν, para todo t ≥ 0.Si tomamos una medida invariante µ y sorteamos el dato iniial según ella, dejamosevoluionar el proeso y nos preguntamos por la distribuión de Xt obtenemos que noha ambiado, i.e.

P
µ(Xt = x) = µ(x), para todo t ≥ 0.Por eso es muy importante estudiar las medidas invariantes, porque es lo que veremosluego de que el proeso evoluiona un tiempo y entra en equilibrio. Equivalentemente,si µ es invariante para la evoluión (µµ

t = µ) entones µQ = 0 (¾por qué?).Observemos que µ es invariante si y sólo si µPt = µ para todo t > 0. Es deir quepara todo t, µ es un autovetor a dereha de Pt on autovalor 1.El Teorema de Perron-Frobenius (ver Apéndie) nos garantiza la existenia de unúnio vetor en estas ondiiones si Pt tiene todas sus entradas positivas (o sea, si hayprobabilidad positiva de ir de ualquier estado a ualquier otro). Es bueno notar queesta propiedad de la matriz Pt puede hequearse mirando la matriz de tasas (¾ómo?).Teorema 2.2. Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proeso de Markov a valores en el espaio deestados �nito Λ on matriz de tasas Q. Si la matriz Pt = etQ tiene todas las entradaspositivas entones X admite una únia medida invariante µ que veri�a µQ = 0.Demostraión. Por el Teorema de Perron-Frobenius (ver apéndie) la matriz Pt tieneun autovalor de Perron-Frobenius r. Este autovalor no puede ser mayor que 1 ya que
Pt manda medidas de probabilidad (vetores on entradas positivas que suman 1) enmedidas de probabilidad. Por otra parte, omo las �las de Pt suman 1, resulta que elvetor w = (1, . . . , 1) es autovetor a dereha de Pt on autovalor 1 para todo t ≥ 0.Por lo tanto r = 1 es el autovalor de Perron-Frobenius de Pt on autovetor a izquierda
v (normalizado para ser una probabilidad). En prinipio v podría depender de t peroveremos que no es el aso.



3 CADENAS DE MARKOV CON ESTADOS ABSORBENTES 9Como v veri�a vPt = vetQ = v, tenemos que v(tQ) = 0 (¾por qué?). Vieversa, sitenemos un vetor µ que veri�a µQ = 0 entones vale µPt = µ. Pero entones parano ontradeir al Teorema de Perron-Frobenius, v debe ser el únio vetor que veri�a
vQ = 0 y por lo tanto esta es la únia medida invariante del proeso X. �Observaión 2.1. Esta no es la mejor demostraión que se puede dar del Teorema 2.2por varias razones (que en realidad son la misma): en primer lugar, apela al Teoremade Perron-Frobenius que es puramente algebraio, onstruye al autovetor de formaabstrata pero no a la medida de probabilidad. Esto hae que de la prueba no puedaextraerse ninguna informaión sobre la medida invariante.Lo que se busa entones es una demostraión que onstruya la medida invarianteusando informaión sobre la forma en que evoluiona el proeso X y que por ende vaa tener que estar basada en argumentos probabilístios. Demostraiones (distintas) queumplen estos requisitos pueden verse en [6, 12℄Ejemplo 2.3 (Paseo al azar en un uadrado). Consideremos los uatro vérties deluadrado de unitario de R2: (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1). Los numeramos de 1 a 4 parasimpli�ar la notaión y onstruiremos un proeso de Markov en el espaio de estados
Λ = 1, 2, 3, 4. Nos moveremos por estos uatro puntos pasando de un veino al otro. Unavez que estamos parados en un punto esperamos un tiempo exponenial de parámetro2 y elegimos a uno de los dos veinos on probabilidad 1/2 para ada uno. Una vezelegido el lugar del salto, realizamos el salto y repetimos el proedimiento.

4 3

1 2Este es un proeso de Markov on matriz de tasas dada por
Q =









−2 1 0 1
1 −2 1 0
0 1 −2 1
1 0 1 −2







Por la simetría del modelo, la únia medida invariante es la uniforme en los 4 nodosy es fáil ver que este es el únio autovetor a dereha que tiene al 0 omo autovalor.3. Cadenas de Markov on estados absorbentesMuhos proesos estoástios tienen un estado absorbente, es deir que si la matrizde tasas viene dada por Q = q(x, y)x,y∈Λ∪{0}, entones q(0, y) = 0 para todo y ∈ Λ (si elproeso llega al estado 0, se queda ahí para siempre). En estos asos deimos que 0 esun estado absorbente. Si la matriz QΛ = Q restringida a Λ es irreduible y q(x, 0) > 0para algún x ∈ Λ, entones la únia medida invariante es δ0. Más aún existe un tiempo



3 CADENAS DE MARKOV CON ESTADOS ABSORBENTES 10de parada T x, que denominamos tiempo de absorión de la adena omenzada en x talque Xt = 0 para todo t ≥ T x.De heho, omo veremos más adelante
P

µ(Xt > 0) =
∑

y∈Λ

∑

x∈Λ

µ(x)pt(x, y) = (µPt) · (1, . . . , 1)T ≤
√

d‖µetQ‖ ≤ Ceλ1tDonde C es una onstante, ‖ · ‖ es la norma eulídea y λ1 es el mayor autovalor de
Q, que es real y negativo. De este heho se desprende que Xt → 0 uando t → ∞ onprobabilidad 1 (¾Por qué?), pero omo Xt toma solo �nitos valores entones debe valerero a partir de un momento. Es deir que existe un tiempo aleatorio T , que es �nitoon probabilidad 1, en que la adena es absorbida.Ejeriio 3.1. Probar el siguiente análogo del Teorema de Borel-Cantelli para tiempoontinuo: sea Xt un proeso a puro salto, probar que si ∫∞

0
P(Xt 6= 0) dt < ∞ entones

ĺım
t→∞

Xt = 0 .s.3.1. Ejemplos.3.1.1. Modelo SIRUn modelo SIR es un modelo epidemiológio que alula la evoluión en el tiempode la antidad teória de personas infetadas on una enfermedad ontagiosa en unapoblaión errada. El nombre del modelo proviene del heho de que involura tresantidades: S para el número de personas sanas, I para el número de infetados y Rpara el número de reuperados. Estos últimos son la lase de los inmunes. Inluye tantoa las que se han reuperado omo a los que murieron.Para algunas enfermedades omo la tuberulosis, algunas personas infetadas nunase reuperan ompletamente y llevan onsigo la infeión aunque no la sufren ellosmismos. Potenialmente podrían volver al estado de infetados y sufrir síntomas opodrían ontinuar en su estado de portadores e infetar a otros pero sin sufrir síntomas.El diagrama que re�eja esta situaión es el siguiente
INFECTADOSANO

PORTADOR

RECUPERADO



3 CADENAS DE MARKOV CON ESTADOS ABSORBENTES 11Una forma muy simple de este modelo (y poo realista) es pensar que ada uno delos integrantes de la poblaión pasa de un estado al otro on iertas tasas y que adamiembro de la poblaión le ourre esto de forma independiente.Otro posible diagrama en el que las personas pueden reuperarse de la enfermedadpero esto no las hae inmunes es este.
INFECTADO RECUPERADOSANOEn [2, 7℄ onsideraron este ejemplo on tasas igual a 1 para pasar de un estado al otro(de los que están marados). Si identi�amos 2 =Sano, 1 =Infetado, 0 =Reuperado,obtenemos la siguiente matriz de tasas que tiene al 0 omo estado absorbente.

Q =





0 0 0
1 −2 1
0 1 −1



Observar que Q tiene autovalores λ0 = 0, λ1 = −(3−
√

5)/2, λ2 = −(3+
√

5)/2 uyosautovetores (a izquierda) orrespondientes son v0 = (1, 0, 0), v1 = (1,
√

5−3
2

, −1+
√

5
2

) y
v2 = (1,−3+

√
5

2
, 1+

√
5

2
).Entones resulta que exp(tQ) = C−1 diag[eλ1t, eλ2t, eλ3t] C, donde C es la matriz deambio de base que diagonaliza a Q. De aquí se desprenden también las probabilidadesasintótias. Como λ0 = 0 y los otros dos autovalores son negativos, la probabilidad deenontrar al proeso en 1 o en 2 tiende a ero exponenialmente mientras que la deenontrarlo en 0 tiende a 1 exponenialmente.Si empezamos on una poblaión muy grande, después de un tiempo largo la granmayoría habrá sido absorbida. Cabe preguntarse igualmente omo estarán distribuidoslos que no han sido absorbidos.Este problema podemos tratarlo desde un punto de vista analítio o probabilístio.Desde el punto de vista analítio, observemos que si miramos la matriz QΛ que es larestriión de Q a los estados transientes

QΛ =

(

−2 1
1 −1

)

,esta matriz tiene omo autovetores (a izquierda) a la restriión de v2 y v3 a estosmismos estados (on idéntios autovalores), ya que la primera �la es nula.Entones etQ tiende a ero a veloidad exponenial dada por eλ1t. Podemos entonesnormalizar dividiendo por esta antidad y estudiar este límite. Si ese límite es no nulo,luego podemos normalizarlo para tener una medida de probabilidad en {1, 2} y esasería la distribuión busada.Observemos que etQΛ = C̃ diag[eλ1t, eλ2t] C̃−1 y por lo tanto
e−λ1tetQΛ = C̃ diag[1, e(λ2−λ1)t] C̃−1.



3 CADENAS DE MARKOV CON ESTADOS ABSORBENTES 12Como la matriz C̃ tiene omo olumnas a v1 y v2 y λ2 − λ1 < 0 tenemos
ĺım
t→0

e−λ1tetQΛ = [αṽT
1 |βṽT

1 ]para iertas onstante α y β que dependen de C̃ pero que no nos interesa alular.Es deir que la respuesta a la pregunta de ómo están distribuidos los que no hansido absorbidos después de un largo período de tiempo está dada por el vetor ṽ1,normalizado para que sea una probabilidad en el {1, 2}. O sea, ν(1) = (3 −
√

5)/2,
ν(2) = (

√
5 − 1)/2. En la próxima seión veremos que podemos haer esto paraualquier adena on un estado absorbente.3.1.2. Modelo logístio estoástioOtro modelo epidemiológio es el modelo logístio estoástio. Consiste en un pro-eso de Markov que representa el número de individuos infetados It a tiempo t en unapoblaión onstante formada por M individuos. El número de individuos suseptiblesestá representado por M − It.Con la notaión de la Seión 2.1 tenemos que (It, t ≥ 0) es un Proeso de Markovon espaio de estados Λ = {0, 1, 2, . . . , M} y matriz de tasas

q(x, y) =



















λx y = x + 1,

µx y = x − 1,

−(λx + µx) y = x,

0 y /∈ {x − 1, x, x + 1},para 1 ≤ x ≤ M − 1. Finalmente q(0, y) = 0 para todo y ∈ Λ, q(M, M − 1) = µMy q(M, y) = 0 para todo y 6= M − 1. Las tasas de infeión de los suseptibles y dereuperaión de los infetados están dadas respetivamente por
λx = λx(M − x), µx = µx,donde λ, µ > 0 son los parámetros de infeión y reuperaión respetivamente.Este proeso se mueve en el espaio de estados Λ reiendo en uno o dereiendoen uno. La tasa a la que lo hae depende el estado en el que esté. A medida que seaera al total de la poblaión, la tasa on la que ree se hae mas hia y la tasa onla que deree se hae mas grande. Cuando la antidad de infetados es M el proesosolo puede dereer. Cuando la antidad de infetados es 0, ahí se queda para siempre.El 0 es un estado absorbente.3.1.3. Paseos al azar en grafos: InternetDado un onjunto (�nito) de nodos V y un onjunto de aristas E ⊂ V × V , obten-emos un grafo orientado G = (V, E). Deimos que y ∈ V es veino de x ∈ V si

(x, y) ∈ E. Lo denotamos x 7→ y.



4 DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS 13Dado un grafo orientado, onstruimos un proeso de Markov X = (Xt, t ≥ 0)denominado Paseo al azar en G. Este proeso tiene espaio de estados Λ = V y matrizde tasas
q(x, y) =

1{y∼x}
q(x)

, q(x) =
∑

y∈V

1{y∼x}.Si un nodo x no tiene ningún veino entones ese estado es absorbente y uando elproeso llega ahí queda ahí para siempre.Observar que los dos ejemplos anteriores aen en este ontexto (¾ómo?).Un ejemplo de esta situaión se da uando onsideramos a Internet omo un grafo.Deimos que la página web y es veina de la página web x si en la página x hay unenlae a la página y.El paseo al azar entones modela a un navegante que en ada página que entra sepasa un tiempo exponenial, luego elige al azar entre todos los enlaes que enuentraen la página, hae lik y pasa a la siguiente página.Este es un proeso de Markov en una espaio de estados �nito de tamaño estimadoen aproximadamente 1.000.000.000.000 de sitios.4. Distribuiones uasi-estaionarias4.1. Evoluión ondiionadaCuando nos enontramos on un proeso de Markov on un estado absorbente lauestión de las medidas invariantes se vuelve un poo sin sentido: on probabilidad 1, siesperamos un buen tiempo hallaremos al proeso en el estado 0. Sin embargo, en muhosasos antes de ourrir esto el proeso alanza un �metaequilibrio�. Estos estados puedenser desriptos (al igual que on las medidas invariantes) omo los posibles límites de laevoluión ondiionada. Mas preisamente, para un proeso que empieza a tiempo 0 onondiión iniial distribuida según µ de�nimos la evoluión (del proeso) ondiionadaomo
ϕµ

t (x) = Pµ(Xt = x|Xt 6= 0) =
Pµ(Xt = x)

Pµ(Xt 6= 0)
=

Pµ(Xt = x)
∑

z∈Λ Pµ(Xt = z)
, x ∈ Λ.Equivalentemente

ϕµ
t (x) =

∑

y∈Λ µ(y)pt(y, x)
∑

z∈Λ

∑

y∈Λ µ(y)pt(y, z)
=

(µPt)(x)
∑

z∈Λ(µPt)(z)
. (5)Como µPt es derivable podemos difereniar en (5) y usando (4) obtenemos

d

dt
ϕµ

t (x) =
∑

y∈Λ

q(y, x)ϕµ
t (y) +

∑

y∈Λ

q(y, 0)ϕµ
t (y)ϕµ

t (x) x ∈ Λ. (6)



4 DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS 14Con la ondiión iniial ϕµ
0 (x) = µ(x). Estas euaiones pueden ser interpretadas enforma similar a las euaiones de Kolmogorov: La variaión de ϕµ

t (x) esta dada por lamatriz de tasas QΛ. Se agrega lo que está entrando a x que es ∑y 6=x q(y, x)ϕµ
t (x) y seresta lo que está saliendo de x que es −q(x, x). Además aparee un término adiionalque die que también puede llegar masa a x proveniente de la masa que fue a parar a 0.Esta masa se reparte entre todos los estados x ∈ Λ según ϕµ

t y surge de la normalizaiónque hiimos al ondiionar en (5).Esta observaión es muy importante para poder entender la evoluión ondiionaday es la que dará lugar a los proesos de Fleming-Viot que utilizaremos para aproximarla evoluión ondiionada y su límite.4.2. Distribuiones uasi-estaionariasAl estudiar la evoluión ondiionada, nuevamente estamos interesados en el om-portamiento asintótio ĺımt→∞ ϕµ
t (x) y para estudiar este límite debemos onoer elomportamiento en in�nito de la matriz PΛ

t = etQΛ . Cuando este límite existe y es unamedida de probabilidad, se lo denomina límite de Yaglom para la medida µ. Al igual queon las medidas invariantes, uando este límite existe, es invariante para la evoluiónde la probabilidad ondiionada ϕµ
t . A estas medidas se las denomina distribuionesuasi-estaionarias.De�niión 4.1. Dada una medida de probabilidad ν en Λ, deimos que es una dis-tribuión uasi-estaionaria si ϕν

t = ν para todo t ≥ 0.De (6) se desprende que una medida de probabilidad ν es una distribuión uasi-estaionaria si y sólo si
0 =

∑

y∈Λ

q(y, x)ϕµ
t (y) +

∑

y∈Λ

q(y, 0)ϕµ
t (y)ϕµ

t (x) x ∈ Λ. (7)Es deir que una distribuión uasi-estaionaria es un autovetor a dereha de lamatriz QΛ de autovalor −∑y∈Λ q(y, 0)ϕµ
t (y). Más adelante veremos que la distribuiónuasi-estaionaria viene dada por el autovetor a izquierda de Perron-Frobenius de

etQΛ .Observando (7) podemos ver que si tenemos una medida de probabilidad quees autovetor a izquierda de QΛ entones neesariamente el autovalor asoiado es
−
∑

y∈Λ q(y, 0)ϕµ
t (y).En 1967, Darroh y Seneta ([4℄) probaron que si la matriz QΛ es irreduible entonesexiste una únia distribuión uasi-estaionaria que oinide on el límite de Yaglomde ualquier distribuión iniial.Teorema 4.1 (Darroh-Seneta). Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proeso de Markov en espaiode estados Λ∪{0} on matriz de tasas Q. Si la matriz QΛ es irreduible entones X ad-mite una únia distribuión uasi-estaionaria ν. Más aún, para ualquier distribuióniniial µ se tiene

‖ϕµ
t − ν‖ ≤ e−θt. (8)



4 DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS 15Donde θ es ualquier número menor que el módulo de la diferenia entre el autovalorde Perron-Frobenius y el siguiente autovalor (el agujero espetral de QΛ).Por la teoría de Perron-Frobenius, omo PΛ
t es una matriz irreduible y positiva,existe un autovalor real y simple αt que aota superiormente al módulo de todos losautovalores de PΛ

t . Se puede ver que λt es autovalor de PΛ
t si y sólo si λt = eρt on

ρ autovalor de QΛ. Como PΛ
t es estritamente subestoástia, tenemos λt < 1 y porlo tanto QΛ tiene un autovalor simple ρ < 0 de forma tal que el autovalor de Perron-Frobenius de PΛ

t viene dado por eρt, es deir que todos los demás autovalores de Qtienen módulo menor que |ρ|.Para alular etQΛ utilizamos el siguiente Lema.Lema 4.1. Sea PΛ
t = etQΛ una matriz subestoástia on entradas positivas y auto-valores ρ1, . . . , ρd (d = |Λ|) ordenados de tal forma que ρ1 > |ρ2| ≥ . . . > |ρd|. Sean

v1 y w1 los autovetores de Perron-Frobenius a izquierda y dereha respetivamentenormalizados de forma tal que ∑ vx = 1, vT
1 w1 = 1. Entones existe k ∈ N tal que

etQ = eρtw1v
T
1 + O(tket|ρ2|) (9)Demostraión. Para alular etQΛ proedemos omo se india en el Apéndie A: QΛtiene una desomposiión de la forma

QΛ = S + N,donde S es diagonalizable en C y N es nilpotente, además S y N onmutan y losautovalores de QΛ son los autovalores de S (on mismos autovetores, los restantesautovetores de S son autovetores generalizados de QΛ). Entones existe un polinomio
p : R → R tal que

etQΛ = etSp(tN).Es de suponer entones que el omportamiento en in�nito de etQΛ está determinadopor etS. Ahora bien, omo S es diagonalizable, tenemos una matriz W , formada por�las w1, . . . , wd de autovetores a dereha de S y una matriz V , formada por olumnas
v1, . . . , vd de autovetores a izquierda de S tal que W = V −1 ydiag[ρ1, . . . , ρd] = V SW,es deir que

etS = Wdiag[etρ1 , . . . , etρd ]V.Entones
etQΛ =Wdiag[etρ1 , 0, . . . , 0]V + Wdiag[0, etρ2 , . . . , etρd ]V p(tN)

+Wdiag[etρ1 , 0, . . . , 0]V (p(tN) − I).Donde I es la matriz identidad. Analiemos ahora término por término. El primertérmino del lado dereho es igual a etρ1w1v
T
1 que es lo que queríamos obtener. El



4 DISTRIBUCIONES CUASI-ESTACIONARIAS 16segundo término puede ser aotado por (‖ · ‖ es la norma matriial asoiada a la normaeulídea en R
|Λ|).

‖Wdiag[0, etρ2 , . . . , etρd ]V p(tN)‖ ≤ etρ2‖W‖‖V ‖‖p(tN)‖ ≤ Ctketρ2 ,para iertas onstante C y k que no dependen de t. Por último el terer términoes exatamente ero ya que el rango de la matriz N esta ontenido en el núleo de
Wdiag[etρ1 , 0, . . . , 0]V . Por lo tanto

etQ = etρ1w1v
T
1 + O(tketρ2),que es lo que queríamos probar.Estamos en ondiiones de alular el límite de Yaglom, tenemos

ϕµ
t (x) =

∑

y∈Λ µ(y)pt(y, x)
∑

z∈Λ

∑

y∈Λ µ(y)pt(y, z)
=

(µPt)(x)
∑

z∈Λ(µPt)(z)
=

µT [etρ1w1v
T
1 + O(tketρ2)](x)

∑

z∈Λ µT [(etρ1w1vT
1 + O(tketρ2)](z)

=
(µT w1)v1(x)

∑

z∈Λ((µT w1)v1)(z)
+ O(tket(ρ2−ρ1)) = v1(x). + O(tket(ρ2−ρ1))Por lo tanto, poniendo ν(x) = v1(x) tenemos que para todo x ∈ Λ

|ϕµ
t (x) − ν(x)| ≤ O(tket(ρ2−ρ1))Esto prueba que el límite de Yaglom de ualquier distribuión iniial µ es el autovetorde Perron-Frobenius de Pt y por lo tanto esa es la únia medida quasi-estaionaria quedenotaremos ν.

�4.3. El tiempo de absoriónUna araterístia muy importante de los proesos on estados absorventes es eltiempo transurrido hasta la absorión. Por eso de�nimos para ada estado x ∈ Λ eltiempo de parada
T x := ı́nf{t > 0, Xt = 0}.De la misma forma, para una medida iniial µ de�nimos el tiempo de absorión de µomo

T µ :=
∑

x∈Λ

T xµ(x).El tiempo de absorión de una medida uasi-estaionaria tiene una distribuión que esmuy fáil de desribir omo muestra el siguiente lema.Lema 4.2. Sea X = (Xt, t ≥ 0) un proeso de Markov a valores en Λ ∪ {0} on el 0omo estado absorbente. Si ν es una distribuión uasi-estaionaria para X entones
T ν tiene distribuión exponenial.



5 EL PROCESO DE FLEMING-VIOT 17Demostraión. Probaremos que T ν tiene la propiedad de falta de memoria. De heho
P(T ν > t + s|T ν > t) =P

ν(T > t + s|T > t) = P
ν(Xt+s ∈ Λ|Xt 6= 0)

=P
ν(Xs ∈ Λ) = P(T ν > s).

�En la seión anterior vimos que uando Λ es �nito (y Q irreduible) siempre existeuna únia distribuión uasi-estaionaria y el límite de Yaglom es esta distribuión paratoda distribuión iniial µ.Cuando Λ es in�nita (numerable) el panorama es ompletamente distinto: puedenexistir in�nitas distribuiones uasi-estaionarias, una (omo en el aso �nito) o ningu-na. Este resultado, además de araterizar la distribuión del tiempo de absoriónbajo la medida uasi-estaionaria, es sumamente útil uando se trata on espaiosde estados in�nitos porque die que si hay una medida uasi-estaionaria, el tiem-po de absorión tiene que tener distribuión exponenial (bajo la uasi) pero omolas medidas uasi estaionarias son positivas en todos los puntos de Λ se tiene que
E(eαν(x)T x

) ≤ E(eα
P

x
T xν(x)) < ∞ si α es pequeño. Como ν(x) > 0 tenemos que unaondiión neesaria para la existenia de una medida uasi-estaionaria es que el tiem-po de absorión de ada uno de los x ∈ Λ tenga un momento exponenial. Esto esequivalente a que ourra para algún x.4.3.1. La ondiión de Ferrari-Kesten-Martínez-PioEn 1995, Ferrari, Kesten, Martínez y Pio ([5℄) probaron que esta ondiión nosolo es neesaria si no que además es (bajo iertas ondiiones) su�iente.Teorema 4.2. Sea Λ = N y T el tiempo de absorión de la adena X = (Xt, t ≥ 0).Asumamos ĺımx→∞ Px(T > t) = 0 y que para algún x ∈ Λ, Px(T < ∞) = 1. Entonesexiste una distribuión uasi-estaionaria si y sólo si existe θ > 0 tal que ExeθT < ∞5. El Proeso de Fleming-Viot5.1. IntroduiónLlamaremos Proeso de Fleming-Viot a un proeso que es ligeramente distinto alintroduido por Fleming y Viot en [10℄, sin embargo tiene grandes similitudes y desdeque ha sido introduido en [2℄ relaionado on las distribuiones uasi-estaionarias haquedado estableido llamar Proeso de Fleming-Viot (fv) al proeso que desribiremosa ontinuaión.Dada una adena de Markov X = (Xt, t ≥ 0) a tiempo ontinuo on espaio deestados Λ ∪ {0} �nito, matriz de tazas Q y 0 omo estado absorbente, le asoiamos a

X un proeso de fv que denotaremos ξ = (ξt, t ≥ 0). Fijada la antidad de partíulas



5 EL PROCESO DE FLEMING-VIOT 18(individuos) N , el proeso fv asoiado a X on N individuos es una adena de Markova tiempo ontinuo on espaio de estados ΛN . El estado de la adena ξt = (ξ1
t , . . . , ξ

N
t )representa la posiión (estado, tipo) de ada uno de los individuos. Cada uno de losindividuos evoluiona en Λ de forma independiente y gobernado por la matriz de tasas

Q. Cuando un individuo es absorbido (muere) instantáneamente elige a uno de losindividuos �vivos� uniformemente y toma su posiión (reenarna). Observar que omo laadena es a tiempo ontinuo, no hay muertes simultáneas (¾por qué?). Entre tiempos deabsorión, ada una de las partíulas evoluiona en Λ de forma independiente gobernadapor Q.Dada una on�guraión de partíulas ξ = (ξ1, . . . , ξN), denotamos on ξi,x a laon�guraión que resulta de �jar a la partíula i en el estado x (y dejar al resto de laspartíulas en su lugar). Es deir ξi,x(i) = x y ξi,x(j) = ξ(j) para todo j 6= i. Con estanotaión podemos desribir al proeso de fv en términos de sus tasas. Este proesopasa de la on�guraión ξ a la on�guraión ξi,x (x 6= ξ(i)) a tasa
q(ξ(i), x) + q(ξ(i), 0)

∑N
j 6=i 1{ξ(j)=x}

N − 1
. (10)El primer término surge de que la partíula i evoluiona (mientras no es absorbida)omo una adena de Markov on matriz de tasas Q. El segundo término surge de quesi la adena es absorbida (esto ourre a tasa q(ξ(i), 0)) entones elige a una de laspartíulas que está en Λ. Cada una de ellas on probabilidad 1/(N − 1). Podemosesribir entones el generador de este proeso omo

LNf(ξ) =

N
∑

i=1

∑

x∈Λ\{ξ(i)}

[

q(ξ(i), x) + q(ξ(i), 0)

∑N
j 6=i 1{ξ(j)=x}

N − 1

]

(f(ξi,x) − f(ξ)). (11)Vamos a querer onsiderar también el proeso de�nido por la antidad de partíulasque hay en ada uno de los sitios x, η(ξ, x). También utilizaremos m(ξ) para la medidaempíria induida por la on�guraión ξ ∈ ∪NΛN

η(ξ, x) :=
N
∑

i=1

1{ξ(i) = x} y m(ξ) :=

∑

x∈Λ η(ξ, x)δx
∑

x∈Λ η(ξ, x)
(12)También usamos mx(ξ) para denotar a m(ξ)(x). Con esta notaión podemos alular,utilizando el generador (11) y la euaión (2), la derivada temporal de EN

ξ [mx(ξt)] (elsuper índie N india la antidad de partíulas que tiene el proeso y el subíndie ξindia que el proeso de fv omenzó on la on�guraión iniial ξ). Obtenemos entones
dEN

ξ [mx(ξt)]

dt
=
∑

y∈Λ

q(y, x)EN
ξ [my(ξt)] +

N

N − 1

∑

y∈Λ

q(y, 0)EN
ξ [my(ξt)mx(ξt)] . (13)La idea detrás del proeso de Fleming-Viot es que ada una de las partíulas estáreproduiendo la evoluión ondiionada y por lo tanto si promediamos las posiionesde las partíulas (medida empíria induida por las partíulas) obtendremos una aprox-imaión de la evoluión ondiionada, y lo mismo para los límites temporales: si omen-zamos el proeso de fv on una on�guraión ξ sorteada on la medida invariante de



5 EL PROCESO DE FLEMING-VIOT 19fv entones uando N → ∞ si miramos la medida empíria induida por las partíulasdeberíamos ver algo erano a la distribuión uasi-estaionaria.Observar que esto da una forma de simular a la distribuión uasi-estaionaria.El objetivo de esta seión es probar estos resultados. No daremos todos los detalles,estos pueden ser enontrados en [1℄.Los proesos de fv para aproximar distribuiones ondiionadas y uasi-estaionariasfueron introduidos por Burdzy, Hollyst y Marh en [2℄. Ferrari y Mari ([7℄) fueronlos primeros en onsiderar el problema para espaio de estados numerables y en probarotas para las orrelaiones que, omo veremos más adelante, son fundamentales paraprobar los resultados deseados.5.2. CorrelaionesSuponiendo que para la on�guraión iniial ξ vale que µ está era de m(ξ) y om-parando la euaión (13) on(6) puede esperarse que EN
ξ [m(ξt)] onverja a ϕµ

t uando
N → ∞. También paree razonable que para probar esto último sea neesario probarque

E
N
ξ [my(ξt)mx(ξt)] − E

N
ξ [my(ξt)]E

N
ξ [mx(ξt)] → 0 (N → ∞).Diho en palabras, que las orrelaiones entre las medidas de oupaión de dos sitios dis-tintos tienden a ero uando el número de partíulas tiende a in�nito. A esta propiedadse la denomina Propagaión del Caos.La prueba de esta propiedad es deliada. Involura una onstruión grá�a delproeso y debe ser probado el heho de que si bien la posiión de una partíula atiempo t depende de la posiión de las partíulas sobre las que saltó alguna vez ylas partíulas sobre las que estas últimas saltaron, et. el total de estas partíulas espequeño omparado on N . De heho es de orden eκt/N omo muestra la siguienteproposiión. La demostraión puede hallarse en [1℄Proposiión 5.1. Para ada t > 0, y ualquier x, y ∈ Λ

sup
ξ∈ΛN

∣

∣E
N
ξ [mx(ξt)my(ξt)] − E

N
ξ [mx(ξt)] E

N
ξ [my(ξt)]

∣

∣ ≤ 1{x=y}
N

+
2

N

(

e2Ct − 1
)

. (14)Para ada N ≥ 2 el proeso de fv es irreduible (¾por qué?) y por lo tanto tieneuna únia medida invariante y omenzado on ualquier medida, el proeso onverge ala medida invariante. Denotaremos a esta medida de probabilidad en ΛN on λN .5.3. ConvergeniaLa independenia asintótia (14) implia la onvergenia de las medias empíriasen el proeso de fv a la evoluión ondiionada ϕ
m(ξ)
t , uniformemente en ξ. Más aún,el Teorema de Darroh y Seneta muestra que la evoluión ondiionada está era de ladistribuión ondiionada uniformemente en ξ. Estos dos hehos dan lugar al siguienteresultado.



5 EL PROCESO DE FLEMING-VIOT 20Teorema 5.1. Para todo t > 0

ĺım
N→∞

sup
ξ∈ΛN

E
N
ξ [‖m(ξt) − ϕ

m(ξ)
t ‖] = 0. (15)Más aún,

ĺım
N→∞

∫

ΛN

‖m(ξ) − ν‖ dλN(ξ) = 0. (16)Aquí ‖ · ‖ denota la norma eulídea en R|Λ|.Observaión 5.1. Notar que el límite (16) es onseuenia de (15) usando (8):
∫

ΛN

‖m(ξ) − ν‖ dλN(ξ) =

∫

ΛN

E
N
ξ [‖m(ξt) − ν‖] dλN(ξ)

≤
∫

ΛN

E
N
ξ [‖m(ξt) − ϕ

m(ξ)
t ‖] dλN(ξ) +

∫

ΛN

‖ϕm(ξ)
t − ν‖ dλN(ξ)

≤ sup
ξ∈ΛN

E
N
ξ [‖m(ξt) − ϕ

m(ξ)
t ‖] + sup

µ∈M
‖ϕµ

t − ν‖.

(17)
Demostraión del Teorema 5.1. Teniendo en uenta (17), debemos estimar laesperanza E

N
ξ

[

‖m(ξt) − ϕ
m(ξ)
t )‖

]. Notar que
E

N
ξ

[

‖m(ξt) − ϕ
m(ξ)
t ‖

]

≤ E
N
ξ

[

‖m(ξt) − E
N
ξ [m(ξt)] ‖

]

+ ‖E
N
ξ [m(ξt)] − ϕ

m(ξ)
t ‖. (18)Tomando y = x en (14) obtenemos

E
[

(mx(ξt) − E[mx(ξt)])
2] ≤ 2e2Ct

N
. (19)Utilizando la desigualdad de Jensen llegamos a

[

E
N
ξ ‖m(ξt) − E

N
ξ [m(ξt)] ‖

]2 ≤ E
N
ξ

[

‖m(ξt) − E
N
ξ [m(ξt)] ‖2

]

≤ 2|Λ|e2Ct

N
. (20)El segundo término en (18) lo tratamos on el siguiente lema.Lema 5.1. Para ualquier T > 0,

ĺım
N→∞

máx
0≤t≤T

máx
ξ∈ΛN

‖E
N
ξ [m(ξt)] − ϕ

m(ξ)
t ‖ = 0 . (21)Demostraión. Introduimos un poo de notaión para simpli�ar.

ux(t) = E
N
ξ [mx(ξt)] , y vx(t) = ϕ

m(ξ)
t (x). (22)Mostraremos que hay una onstante B tal que para todo t > 0

d

dt
‖u(t) − v(t)‖2 ≤ B‖u(t) − v(t)‖2 +

4e2Ct
∑

y q(y, 0)

N
. (23)



5 EL PROCESO DE FLEMING-VIOT 21Como ‖u(0)−v(0)‖ = 0, el resultado se sigue de la Desigualdad de Gronwall que puedeverse en el Apéndie C.Fijamos t > 0 y omitiremos esribir la dependenia temporal. De (13) obtenemos
dux

dt
=
∑

y∈Λ

q(y, x)uy +
∑

y∈Λ

q(y, 0)uxuy + Rx(ξ, t) (24)donde Rx(ξ, t) =
∑

y∈Λ

q(y, 0)

[

N

N − 1
E

N
ξ [my(ξt)mx(ξt)] − E

N
ξ [my(ξt)] E

N
ξ [mx(ξt)]

]

.La Proposiión 5.1, implia que
sup
x∈Λ

sup
ξ

|Rx(ξ, t)| ≤
2e2Ct

∑

y q(y, 0)

N
. (25)Por otra parte, de (6)

dvx

dt
=
∑

y∈Λ

q(y, x)vy +
∑

y∈Λ

q(y, 0)vxvy. (26)Restando (26) de (24), obtenemos
d(ux − vx)

dt
=
∑

y∈Λ

q(y, x)(uy − vy) +
∑

y∈Λ

q(y, 0)(uxuy − vxvy) + Rx(ξ, t).Ahora,
d

dt

1

2
‖u(t)−v(t)‖2 =

∑

x

d(ux − vx)

dt
(ux − vx)

=
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(x, y)(uy − vy)(ux − vx) +
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(y, 0)(uxuy − vxvy)(ux − vx)

+
∑

x

Rx(ux − vx). (27)Tratamos ada término en el lado dereho de (27) por separado. Primero,
|
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(x, y)(uy − vy)(ux − vx)| ≤
(

∑

x,y∈Λ

q2(x, y)

)1/2

‖u − v‖2. (28)Para tratar al segundo término observamos que uxuy −vxvy = vx(uy −vy)+uy(ux−vx)y por lo tanto el segundo término en (27) vale
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(y, 0)vx(uy − vy)(ux − vx) +
∑

x∈Λ

∑

y∈Λ

q(y, 0)uy(ux − vx)(ux − vx). (29)



6 ESPACIOS NUMERABLES 22Como v es aotada, el primer término en (29) puede ser tratado omo (28) on q(x, y)reemplazada por q̃(x, y) := q(y, 0)vx. El segundo término en (29) vale
‖u − v‖2

∑

y

q(y, 0)uy ≤ ‖u − v‖2 sup
y

q(y, 0).Finalmente, teniendo en uenta que ∑x vx =
∑

x ux = 1, el último término en (27) lopodemos aotar por
2 sup

x
|Rx| ≤

4e2Ct
∑

y q(y, 0)

NJuntando todas estas uentas obtenemos (23). �6. Espaios numerablesSi relajamos la ondiión de que Λ sea �nito y permitimos que sea numerable todoun nuevo mundo se abre. Todo lo diho en estas notas deja de valer en general. Noes inmendiata ni la existenia ni la uniidad de la distribuión quasi-estaionaria ytampoo el omportamiento de Fleming-Viot.A ontinuaión esbozamos solo dos problemas a modo de ejemplo para ver algunosde los problemas interesantes que apareen en este ontexto y algunos de los resulta-dos onoidos on referenias a ada uno de ellos. Esta lista no es ni exhaustiva nirepresentativa.6.1. Proesos de Rami�aión subrítios y el límite de YaglomLos proesos de rami�aión, o proesos de Galton-Watson fueron introduidos porFranis Galton, quien investigaba sobre la posibilidad de extinión de los apellidos. Ensu modelo un hombre tenía ierta antidad (aleatoria) de hijos varones y a su vez adauno de ellos tenía una antidad aleatoria de hijos varones. El proeso ontinua mientrashalla hijos varones (no se extingan). El modelo supone que todos los hijos varones tienenhijos on la misma distribuión y en forma independiente. Para una primera de�niiónde este proeso onviene pensar al tiempo omo disreto, representando a ada una delas generaiones. Puede darse una de�niión equivalente para tiempo ontinuo pero nolo haremos aquí. La de�niión del proeso es
X0 = 1, Xn+1 =

Xn
∑

i=1

ξ
(n+1)
i ,donde (ξn

j , j ≥ 1, n ≥ 1) on variables aleatorias independientes e idéntiamente dis-tribuidas.El omportamiento asintótio de este proeso depende de E(ξ1
1). Si E(ξ1

1) ≤ 1 elproeso de extingue on probabilidad uno (salvo que P(ξ1
1 = 1) = 1). En ambio, si

E(ξ1
1) > 1, on probabilidad positiva el proeso sobrevive para todo n ≥ 1.



A EXPONENCIALES DE MATRICES 23Para el aso E(ξ1
1), en 1947 Yaglom ([19℄) probó la existenia del límite de la evolu-ión ondiionada. A partir de ahí se le dio el nombre de límite de Yaglom a este tipode límites.6.2. Proesos de Naimiento y MuerteLos proesos de naimiento y muerte son una familia bastante amplia de proeso onespaio de estados N. Sirven para modelar diversos fenómenos omenzado por modelosde naimiento y muerte omo india su nombre pero también para paseos al azar en

N, olas, modelos epidemiológios, et.Las tasas de este proeso están dadas por
q(x, x + 1) = px, q(x, x − 1) = qx, q(x, y) = 0 si x 6= x + 1, x − 1,para x ∈ N y por ultimo q(0, y) = 0 para todo y ∈ N.Bajo ondiiones sobre px, qx, x ∈ N este proeso es absorbido on probabilidad uno.La mas simple es px = p, qx = q para todo x ∈ N on p < q.En el aso en que el proeso es absorbido on probabilidad uno, varios autoresestudiaron los límites de Yaglom. Entre ellos [3, 8, 9, 11, 14, 16, 17, 18℄. En estostrabajos los autores muestran que, dependiendo de los parámetros puede haber unaúnia distribuión uasi-estaionaria, in�nitas (parametrizadas por un parámetro) oninguna. Además enuentran el dominio de atraión de ada una de las distribuionesquasi-estaionarias.6.3. La ondiión de Ferrari-Kesten-Martínez-PioComomenionamos anteriormente, la existenia de las distribuiones quasi-estaionariasen espaios numerables no siempre es un heho. Un trabajo fundamental en este senti-do es el de Ferrari, Kesten, Martínez y Pio, [5℄ donde enuentran una ondiión quegarantiza la existenia una distribuión quasi-estaionaria. Bajo iertas ondiiones es-ta ondiión es además neesaria, on lo que el resultado es asi óptimo. El teorema deFerrari y ompañía es el que menionamos en la Seión 4.3.Agradeimientos. A Pablo Ferrari por introduirme en el tema. Por su disposiióny generosidad interminables. A Cristian Coletti por harlas produtivas que ayudarona esribir este apunte.A. Exponeniales de MatriesEn este apéndie haremos un rápido repaso por la teoría de exponeniaión dematries, que puede verse on detalle en [13℄.Dada una matriz P , se de�ne su exponenial omo
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eP =

∞
∑

k=0

P k

k!
.Sin mayor di�ultad, se prueban las siguientes propiedades.Proposition A.1. Sean P, S, T, N ∈ Rn×n, entones1. La serie que de�ne eP es absolutamente onvergente.2. Si Q = PTP−1 entones eP = PeTP−1.3. Si T = diag[λ1, . . . , λn] entones eT = diag[eλ1,...,eλn

].4. ‖eP‖ ≤ e‖P‖.5. Si ST = TS entones eS+T = eSeT .6. e−S = (eS)−1.7. Si existe k tal que Nk = 0 (nilpotente) entones eN = I + N + 1
2
N2 + · · ·+ 1

k!
Nk.El siguiente teorema es una herramienta fundamental para poder alular exponen-iales de matries.Teorema A.1. Para toda matriz A ∈ Rn×n existen matries únias S y N tales que1. A = S + N ,2. SN = NS,3. S es semisimple (diagonalizable en C).4. N es nilpotente (existe k ∈ N tal que Nk = 0).5. Los autovetores de A perteneen al núleo de N (y por lo tanto son autovetoresde S on mismo autovalor)Corolario A.1. En las ondiiones del teorema anterior, existe un polinomio p degrado menor o igual que n tal que

eA = eSp(N).



B TEOREMA DE PERRON-FROBENIUS 25B. Teorema de Perron-FrobeniusA lo largo de este apéndie P = (Pij , 1 ≤ i, j ≤ n) es una matriz uadrada onentradas reales no negativas. Es deir Pij ≥ 0 para todo i, j. Esribimos P ≥ 0 ydeimos que P es no-negativa. Si tenemos Pij > 0 para todo i, j esribimos P > 0deimos que P es una matriz positiva.Teorema B.1. (Perron-Frobenius) Sea P una matriz positiva, entones existe un au-tovalor r de P tal que(a) r es real y positivo.(b) Se le pueden asoiar a r un autovetor a dereha w y uno a izquierda v onentradas estritamente positivas. Estos autovetores son únios salvo onstantemultipliativa.() r > |λ| para todo autovalor λ 6= r.(d) Si 0 ≤ B ≤ P (omponente a omponente) y β es un autovalor de B entones
|β| ≤ r. Más aún, |β| = r implia B = P(e) r es una raíz simple del polinomio araterístio de P .Demostraión. Ver [15℄. �C. Desigualdad de GronwallEl siguiente lema es una herramienta muy importante para aotar soluiones deeuaiones difereniales e integrales. Se usa entre otras osas para probar la uniidadde las soluiones de euaiones difereniales ordinarias. La idea fundamental detrás dellema es que soluiones de euaiones pareidas, son pareidas. Una prueba de este lemase puede hallar en ualquier libro de euaiones difereniales ordinarias, por ejemplo[13℄.Lema C.1 (Gronwall). Sea u : [0, T ] → R ontinua y no negativa y supongamos queexisten onstantes C, K ≥ 0 tales que para todo 0 ≤ t ≤ T

u(t) ≤ C +

∫ t

0

Ku(s) ds,entones para todo 0 ≤ t ≤ T
u(t) ≤ CeKt.
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