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Práctica 4

El grupo de clases y el grupo de unidades

El grupo de clases

1. Sea 𝒪 = ℤ[
√

−5]. Consideramos en 𝒪 los ideales

𝔭 = ⟨2, 1 +
√

−5⟩,  𝔮 = ⟨3, 1 +
√

−5⟩,  𝔯 = ⟨3, 1 −
√

−5⟩.

a) Probar que 𝔭, 𝔮, 𝔯 son maximales.
b) Probar que ⟨2⟩ = 𝔭2.
c) Probar que ⟨3⟩ = 𝔮𝔯.
d) Probar que ninguno de los ideales 𝔭, 𝔮, 𝔯 es principal.

2. a) Probar que ℤ[
√

𝑑] es euclídeo para 𝑑 = −1, −2.
b) Probar que ℤ[1+

√
𝑑

2 ] es euclídeo para 𝑑 = −3, −7, −11.
c) Deducir que ℚ(

√
𝑑) tiene grupo de clases trivial para 𝑑 = −1, −2, −3, −7, −11.

3. a) Sea 𝐾 un cuerpo con constante de Minkowski 𝑀𝐾 < 2.
i. Probar que para todo 𝛼 ∈ 𝐾 existe 𝛽 ∈ 𝒪𝐾  tal que |𝑁𝐾/ℚ(𝛼 − 𝛽)| < 1.

ii. Deducir que 𝒪𝐾  es euclídeo.
b) Probar que 𝒪𝐾  es euclídeo para 𝐾 = ℚ(

√
5), ℚ(

√
13), ℚ(𝜁5).

4. Sea 𝑝 un primo impar.

a) Probar que existen 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ tales que 𝑟2 + 𝑠2 + 1 ≡ 0 (mod 𝑝).
b) Para 𝑟, 𝑠 como en el ítem anterior, consideremos el retículo

𝐿 = ⟨(𝑝, 0, 0, 0), (0, 𝑝, 0, 0), (𝑟, 𝑠, 1, 0), (𝑠, −𝑟, 0, 1)⟩ℤ ⊆ ℤ4.

i. Probar que si 𝑣 ∈ 𝐿 entonces ‖𝑣‖2
2 ≡ 0 (mod 𝑝).

ii. Calcular vol(𝐿).
c) Probar que 𝑝 es suma de cuatro cuadrados en ℤ.

Nota: usando que la norma en el álgebra de cuaterniones de Hamilton es multiplicativa, de (c) se sigue
el teorema de Lagrange: todo 𝑛 ∈ ℕ es suma de cuatro cuadrados en ℤ.

5. Encontrar todos los ideales 𝔞 de ℤ[
√

−2] con 𝒩(𝔞) = 18.

6. Sea 𝐾 = ℚ(
√

𝑑), con 𝑑 ∈ ℤ libre de cuadrados. Hallar ℎ𝐾  para cada 𝑑 con |𝑑| < 10.

7. Sea 𝐾 = ℚ(
√

−31).
a) Probar que ℎ𝐾 = 3.
b) Probar que un primo entero 𝑝 es de la forma 𝑥² + 31𝑦² con 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ si y solo si existe 𝔭 ⊴ 𝒪𝐾

primo principal de norma 𝑝.
c) Hallar los primeros cinco primos 𝑝 como en (b).

8. Sea 𝐾 = ℚ(
√

2,
√

−3). Probar que ℎ𝐾 = 1.
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Nota: 𝐾 contiene a ℚ(
√

−6), cuyo número de clases es 2.

9. Sea 𝐾 un cuerpo de números. Probar que existe un cuerpo de números 𝐿/𝐾 tal para todo 𝔞 ⊴ 𝒪𝐾
se tiene que 𝔞𝒪𝐿 ⊴ 𝒪𝐿 es principal.

Dar un ejemplo de una tal extensión 𝐿/𝐾 donde ℎ𝐿 > 1.

10. Hallar todas las soluciones enteras de la ecuación 𝑥2 + 19 = 𝑦5.

11. Sea 𝑑 < 0 un entero libre de cuadrados. Denotemos por ℎ𝑑 al número de clases de ℚ(
√

𝑑).

Probar que si 𝑑 es par y 3 ∤ ℎ𝑑, entonces la ecuación

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑑

tiene a lo sumo una solución (𝑥, 𝑦) ∈ ℤ × ℕ.

12. Hallar todas las soluciones enteras de

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑑

para 𝑑 = −13, −19, −54, −200.

El grupo de unidades

13. Sea 𝐾 un cuerpo de números. Probar que 𝒪×
𝐾  es finito si solo si 𝐾 = ℚ o 𝐾 es cuadrático imag-

inario.

14. Sea 𝐾 un cuerpo de números de grado 𝑛, que admite una inmersión real 𝜌. Probar que 𝜌(𝒪×
𝐾) es

denso en ℝ si y solo si 𝑛 > 3 o 𝑛 = 3 y 𝐾 es totalmente real.

15. Sean 𝐾1, 𝐾2 cuerpos cuadráticos real e imaginario, respectivamente. Sea 𝐾 = 𝐾1𝐾2. Probar que

[𝒪×
𝐾 : 𝜇𝐾 ⋅ 𝒪×

𝐾1
] ∈ {1, 2}.

¿Hay ejemplos de los dos tipos?

16. Sea 𝑛 ≥ 2 un entero tal que 4𝑛3 + 27 es libre de cuadrados. Sea 𝛼 tal que 𝛼3 + 𝑛𝛼 − 1 = 0, y
sea 𝐾 = ℚ(𝛼).
a) Probar que 𝒪×

𝐾  tiene rango 1.
b) Probar que 𝛼 es una unidad fundamental.

17. Sea 𝐾 un cuerpo cúbico con inmersiones 𝜌, 𝜎, 𝜎, y sea

𝑈 = {𝛼 ∈ 𝒪×
𝐾 : 𝜌(𝛼) > 0}.

a) Probar que 𝑈 ≃ ℤ.
b) Sea 𝛼 ∈ 𝑈 , y sea 𝑢 = 𝜌(𝛼). Escribamos 𝑢 = 𝑥2 con 𝑥 ∈ ℝ. Probar que existe 𝑦 ∈ ℝ con

𝜎(𝛼) = 𝑥−1𝑒𝑖𝑦.
c) Para 𝑥 fijo, estimar Δ(1, 𝛼, 𝛼2) como función de 𝑦.
d) (Artin) Probar si 𝑈 = ⟨𝛼⟩ℤ y 𝑢 > 1, entonces |Δ𝐾 | ≤ 4𝑢3 + 24.
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