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Practica 4

El grupo de clases y el grupo de unidades

El grupo de clases
1. SeaO =7 [\/—5] . Consideramos en O los ideales

p=(21+V=5), a=(3,1+v=5), v=(3,1—-v=5).

a) Probar que p, q, t son maximales.

b) Probar que (2) = p2.

¢) Probar que (3) = qr.

d) Probar que ninguno de los ideales p, g, t es principal.

2. a) Probar que Z V/d| es euclideo parad = —1,—2.
b) Probar que Z % es euclideo parad = —3, -7, —11.
¢) Deducir que Q(\/E tiene grupo de clases trivial parad = —1,—2,—3, -7, —11.

3. a) Sea K un cuerpo con constante de Minkowski My < 2.
i. Probar que para todo o € K existe § € O tal que ‘NK/Q(a — ﬂ)’ <1
ii. Deducir que O es euclideo.

b) Probar que O es euclideo para K = Q(\/g) , Q(\/1_3) ,Q(¢)-

4. Sea p un primo impar.
a) Probar que existen r, s € Z tales que 72 + s2 +1 = 0 (mod p).
b) Para r, s como en el item anterior, consideremos el reticulo
L = <(p7 0’ 07 O)’ (Oapa 05 0)5 (T‘, S, ]-7 0)5 (Sa -, 07 1)>Z g Z4~

i. Probar que si v € L entonces ”v”i =0 (mod p).
ii. Calcular vol(L).
c¢) Probar que p es suma de cuatro cuadrados en Z.

Nota: usando que la norma en el algebra de cuaterniones de Hamilton es multiplicativa, de (c) se sigue
el teorema de Lagrange: todo n € N es suma de cuatro cuadrados en Z.

5. Encontrar todos los ideales a de Z [\/—2] con N (a) = 18.
6. Sea K = Q(\/E), con d € Z libre de cuadrados. Hallar h, para cada d con |d| < 10.

7. Sea K = Q(\/—_fil)
a) Probar que hy = 3.
b) Probar que un primo entero p es de la forma 22 + 31y? con x,y € Z siy solo si existe p < O
primo principal de norma p.
c¢) Hallar los primeros cinco primos p como en (b).

8. Sea K = Q(\/ﬁ, \/—3). Probar que hy = 1.
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10.

11.

12.

Nota: K contiene a Q(\/ —6), cuyo nuimero de clases es 2.

. Sea K un cuerpo de niimeros. Probar que existe un cuerpo de numeros L/ K tal para todo a < O

se tiene que a0, < O, es principal.

Dar un ejemplo de una tal extension L/K donde h; > 1.
Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacién % 4 19 = /5.

Sea d < 0 un entero libre de cuadrados. Denotemos por h, al numero de clases de Q(\/E)

Probar que si d es par y 3 { h,, entonces la ecuacion
yi=x3+d
tiene a lo sumo una solucién (z,y) € Z x N.
Hallar todas las soluciones enteras de
y2=a23+d

parad = —13,—19, —54, —200.

El grupo de unidades

13.

14.

15.

16.

17.

Sea K un cuerpo de niimeros. Probar que (9% es finito si solo si K = Q o K es cuadratico imag-
K
inario.

Sea K un cuerpo de numeros de grado n, que admite una inmersion real p. Probar que p(O%) es
densoen R siy solosin > 3 0on =3y K es totalmente real.

Sean K, K, cuerpos cuadraticos real e imaginario, respectivamente. Sea K = K K,. Probar que
Ok : b - Ok, | €{1,2}.

;Hay ejemplos de los dos tipos?

Sea n > 2 un entero tal que 4n3 + 27 es libre de cuadrados. Sea « tal que a® +na—1=0, y
sea K = Q(a).

a) Probar que O} tiene rango 1.

b) Probar que « es una unidad fundamental.

Sea K un cuerpo ctbico con inmersiones p, 0,7, y sea

U={aec0f:pla) >0}
a) Probar que U ~ Z.

b) Sea o € U, y sea u = p(a). Escribamos u = x>

con z € R. Probar que existe y € R con
o(a) =z teW.
¢) Para z fijo, estimar A(1, a, a?) como funcién de y.

d) (Artin)Probar siU = (a), y u > 1, entonces [Ag| < 4u + 24.
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