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Practica 3

Factorizacion en extensiones

1. Sea K un cuerpo cuadrético (real). Probar que si —1 € Ny o(K ™) entonces todo primo p € Z
con p = 3(mod 4) es no ramificado en K.

2. Sea K = Q(a),cona® + a? —2a — 1 = 0.

a) Probar que p = 7 es el unico primo de Z que ramifica en K.
b) Hallar la factorizaciéon de pO g parap = 2,3, 5.

3. Sea K = Q(a),cona® +a+1=0.
Sea p un primo de Z, y sea € = (_731) Probar que:

a) Sie = —1, entonces p es producto de dos primos en K.
b) Sie = 1, entonces o bien p es inerte o bien se parte completamente en K. Mostrar ejemplos de
ambos tipos.

4. Sea (5 € Q" de orden 5,y sea K = Q((5). Factorizar los ideales 20 y 50 .

5. Consideremos AK MC con A Dedekind, y M /L/K un cuerpo intermedio. Denotemos por B la
clausura entera de A en L.

Dado R un ideal primo de C, sean Q = RN By P = Q N A. Probar que:

a) e(R|P) = e(R|Q) e(Q|P).
b) f(R|P) = f(RIQ) f(Q|P).

Esto es, que el indice de ramificacion y el grado de inercia son multiplicativos en torres.

6. Sean m, n enteros libres de cuadrados con m # n.Sea K = Q(y/m, /n). Observar que K /Q tiene
exactamente tres subextensiones cuadraticas.
Sea p € Z un primo.

a) Dar ejemplos en los que:
i. p se parta completamente en K.
ii. pOy = P2PZ, con Py, Py < Oy primos.

b) Probar que no puede suceder que:
1. p seainerte en K.
ii. p sea impar y totalmente ramificado en K.

7. Sean nq, ..., n, enteros coprimos dos a dos.
Probar que [Q(,/nl, ey ‘/nr) . Q] —or

8. a) Sea K un cuerpo de numeros de grado n.

Probar que si existe un primo p < n que se parte completamente en K, entonces ¢ no
es monodgeno.
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9.

10.

b) Probar que si K = Q(ﬁ, vV 13), entonces 0 i no es monodgeno.

Sea K un cuerpo de nimeros, y sean L, L” extensiones de K. Sea p un primo de K.

a) Probar que p se parte completamente en LL’ siy solo si se parte completamente en Ly en L'.

b) Probar que si p ramifica completamente en L y no ramifica en L', entonces LN L' = K.

Sea f € Z[X] no constante.

a) Probar que existen infinitos primos p tal que f € IF,[X] tiene al menos unaraiz en I,,.
Sugerencia: probarlo primero en el caso en que f(0) = 1, notando que en tal caso para todom >

2 se tiene que f(km) = 1(mod m) para todo k € Z.

b) i. Probar que si K /Q es un cuerpo de numeros, existen infinitos primos P de Oy tales que
f(PIPNZ)=1.
ii. Probar que si K C L son cuerpos de nimeros, existen infinitos primos P de O tales para
todo primo @ de O, con Q N O = P se tiene que f(Q|P) = 1.

Sugerencia: probarlo primero para el caso en que L/ K es de Galois.

c) Probar que existen infinitos primos p tal que f € FF,[X] tiene todas sus raices en IF,,.

Teoria de la ramificacion de Hilbert

11.

12.

13.

Sea A un dominio de Dedekind, y sea K = Frac(A). Sean L, L extensiones separables de K

Sea p un primo de K. Probar que si p se parte completamente en L y en L', entonces se parte
completamente en LL’.

Sea L /K una extension galoisiana de cuerpos de niimeros tal que Gal(L/K) no es ciclico.

a) Probar que si p es un primo de K que no ramifica en L, entonces p se parte en L.
b) Concluir que el conjunto de primos de K que no se parten en L es finito.

Sea L/ K una extension galoisiana de cuerpos de nimeros, y sea G = Gal(L/K). Por cuerpos in-
termedios nos referimos a aquellos cuerpos £ con K C E C L.

Sea p un primo de K.

a) Supongamos, o bien:
i. que p es totalmente ramificado en cada cuerpo intermedio, pero que no es totalmente ram-
ificado en L, o bien

ii. que p no se parte en cada cuerpo intermedio, pero se parte en L.
Probar que G tiene orden primo.
b) Supongamos, o bien:

. que p es no ramificado en cada cuerpo intermedio, pero ramificado en L, o bien
ii. que p se parte completamente en cada cuerpo intermedio, pero no en L.

Probar que G tiene un (inico) subgrupo propio no trivial contenido en todos los subgrupos
propios de G, y deducir que G tiene orden potencia de un primo.

*de manera que C es la clausura entera de B en M.
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14.

15.

16.

Sean e, f, r enteros positivos.

a) Probar que existen primos enteros p y g tales que p se parte como producto de r primos distintos
en Q (Cq)

b) Probar que p y ¢ pueden ser elegidos de manera que Q(Cq) contenga una subextension de
grado r f sobre Q. ;Cémo se factoriza p en esta subextensiéon?

c¢) Probar que, ademas, p puede ser elegido de manera que p = 1(mode).

d) Probar que, para p y ¢ como arriba, Q(Cp ) contiene una subextension en la que p se parte

q
como producto de r primos, con ramificacién e e inercia f.

e) Hallar un ejemplode py gparae =2, f =3,r = 5.
Sea m un entero positivo. Identifiquemos Gal(Q((,,,)/Q) con Z,.

a) Sea K un subcuerpo de Q((,,), y sea H el subgrupo de Z, que corresponde a K. Sea f el
ordendepenZy /H.

Probar que para todo primo P de K con P | p se tiene que f(P|p) = f.
b) Determinar cémo se factoriza p en Q((,,, + ;)

c) Sea K = Q(\/E) C Q(¢,,,) una subextension cuadratica, y sea H como arriba.

i. Probar que si p es impar, entonces p € H si y solo si (%) =1

ii. Probar que 2 € H siy solo si d = 1(mod 8).
Sea L/ K una extension galoisiana de cuerpos de nimeros, y sea G = Gal(L/K). Sea P un primo
de L. Definimos los grupos de ramificaciéon superior de P por

G,={0c€eG:ox=z (mod P")VzeO,}, m>1.

a) Probar que G,, < Dp para todo m.
b) Probar que N,,~; G,, = {1}, y deducir que G,,, = {1} para m suficientemente grande.
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