
Teoría de Números —  DM, FCEyN 2° cuatrimestre de 2023

Práctica 2

Dominios de Dedekind

1. Sea 𝒪 = ℤ[
√

−3], y sea 𝐾 su cuerpo de fracciones. Consideremos los 𝒪-módulos

𝔞 = ⟨2, 1 +
√

−3⟩ ⊆ 𝒪,  𝔟 = ⟨
1 +

√
−3

2
⟩ ⊆ 𝐾.

a) Probar que 𝔞 ≠ ⟨2⟩, y que 𝔞2 = 2𝔞. Deducir que 𝔞 no es inversible.
b) Probar que 𝔞 es maximal; más aún, que es el único ideal primo que contiene a ⟨2⟩.
c) Probar que ⟨2⟩ no es un producto de ideales primos en 𝒪.
d) Probar que 𝔟3 = 𝒪.
e) Probar de (al menos) cuatro maneras distintas que 𝒪 no es un dominio de Dedekind.

2. Sea 𝑑 ∈ ℤ libre de cuadrados, y sea 𝑝 ∈ ℕ un primo con 𝑝 ∤ 2𝑑. Sea 𝐾 = ℚ(
√

𝑑).

Probar que 𝑝𝒪𝐾  es primo si solo si 𝑑 no es un cuadrado en 𝔽×
𝑝 .

3. Sea 𝒪 un dominio en el que todo ideal no nulo se escribe, de manera única, como producto de ideales
primos.

a) Probar que todo ideal primo inversible es maximal.
b) Probar que todo ideal no nulo contiene un producto de ideales primos inversibles.
c) Probar que 𝒪 es un dominio de Dedekind.

4. Teorema de aproximación débil.

Sea 𝒪 un dominio de Dedekind. Sean 𝔭1, …, 𝔭𝑛 ⊴ 𝒪 primos no nulos distintos dos a dos, y para cada
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 sea 𝑒𝑖 ∈ ℕ0.

Probar que existe 𝛼 ∈ 𝒪 tal que

val𝔭𝑖
(𝛼) = 𝑒𝑖,  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

Sugerencia: usar el teorema chino del resto.

5. Sea 𝒪 un dominio de Dedekind que tiene un número finito de ideales primos.

Probar que 𝒪 es un DIP.

6. Sea 𝒪 un dominio de Dedekind, y sea 𝔞 ⊴ 𝒪 no nulo.

a) Probar que todo ideal de 𝒪/𝔞 es principal.
b) Probar que para todo 𝛼 ∈ 𝔞 no nulo existe 𝛽 ∈ 𝔞 tal que 𝔞 = ⟨α,β⟩.

7. Sea 𝒪 un dominio de Dedekind con cuerpo de fracciones 𝐾 .

a) Sea 𝔞 ⊴ 𝒪 no nulo. Probar que en toda clase de Cl𝐾  hay un ideal entero coprimo con 𝔞.
b) Sea 𝒫 un conjunto finito de primos de 𝒪. Probar que Cl𝐾  está generado por las clases de los

primos 𝔭 con 𝔭 ∉ 𝒫.
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