ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE 2025

PRACTICA 8
MEDIDAS COMPLEJAS Y TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Ejercicio 1. Sean (£2, M) un espacio medible y A : M — C una medida compleja.

(a) Se define la variacion de A como la funcién |A| : M — [0, oc] dada por

A(E) = sup 3 (B

donde el supremo se toma sobre todas las particiones numerables (E,,), de E en conjuntos
medibles disjuntos. Probar que |\| es una medida no negativa y finita.

(b) Probar que el conjunto
M(Q) ={\: M — C: X es una medida compleja}
es un espacio de Banach con la norma wvariacion total dada por

ALl = [AI(€).

Ejercicio 2. Sea p la medida de contar en R y sea m la medida de Lebesgue. Probar que m <
pero no existe f : R — R que verifique

m(E) = /Efd,u para todo £ C R medible.

. Por qué esto no contradice el Teorema de Radon-Nikodym?

Ejercicio 3. Sean A y p medidas no negativas sobre (2, M).

(a) Asumiendo A(€2) < oo, probar que A < p si y sélo si

Ve>0:30=0() >0: u(E)<d = ANE)<e.

(b) Demostrar que la hipdtesis A(£2) < oo es necesaria en (a).

Sugerencia : tomar p como la medida de Lebesgue en (0,1) y A dada por d\ = t~'du.

Ejercicio 4. En R” considerar una medida de Borel compleja A absolutamente continua respecto
de la medida de Lebesgue m. Probar que para casi todo z € R" se tiene

donde % es la derivada de Radon-Nikodym de A\ respecto de m.



Ejercicio 5. Sea ;1 una medida con signo definida en la o-dlgebra de Borel de R y sea f: R — R
dada por f(z) = u((—o0,z]). Probar las siguientes afirmaciones.

(a) La funcién f es de variacién acotada y continua por la derecha.
Sugerencia : notar que f es creciente cuando o es no negativa.

(b) Se tiene p < m siy sélo si f es absolutamente continua y en ese caso j—gl =f.

(¢) Se tiene u L m siy sélosi f =0 en casi todo punto respecto de m.

Ejercicio 6. Sean ({2, M, ) un espacio de medida finita, /' C C un subconjunto cerrado y
g: Q — C una funcién en L'(u). Probar que si para todo E € M con u(E) > 0 se tiene

ﬁ /E 9(x) du(z) € F

entonces g(z) € F para casi todo x respecto de p.

Ejercicio 7. Sea (2, M, i) un espacio medida. Un conjunto medible A € M es un dtomo para pu
si u(A) > 0 y para todo E C A medible se tiene u(E) = pu(A) o p(E) = 0. Si 4 no tiene dtomos
decimos que p es una medida no atomica.

(a) Probar quesi{z} € My u({z}) > 0 entonces {z} es un dtomo de p. Mostrar con un ejemplo
que no todos los dtomos son de esta forma (singletons).

(b) Probar que si p es no atémica entonces verifica una propiedad de los valores intermedios:

para todo A € M y para todo 0 <t < u(A) existe B C A medible con u(B) = t.

Sugerencia : para la parte (b) notar que
sup{u(B): Be M, BC A} <t < inf{u(B): Be M, BD A},

probar que el supremo y el infimo se alcanzan y concluir que coinciden con t.

Ejercicio 8. Sean (2, M) un espacio medible y A : M — C una medida compleja.

(a) Probar que existe una descomposicion polar de A, i.e. existe h € L'(|\]) con
ME) = / h d|A]  para todo E € M
E

y |h| = 1 en casi todo punto de 2 respecto de |A|. Deducir que h estd univocamente definida
en casi todo punto respecto de |A|.

(b) Dada f € L'(|\]) se define ¢4 : M(§2) — C por

¢f(A)=/QfdA=/thd|A|.

Probar que ¢ es un funcional lineal acotado de M (£2). ;Cudl es su norma?



Ejercicio 9. Sean (2, M) un espacio medible y A : M — R una medida con signo.

(a) Probar el Teorema de descomposicion de Jordan: existen tinicas medidas no negativas A™, A\~
tales que A\ = AT — A7 y [\ =AT+ A",

(b) Probar el Teorema de descomposicion de Hahn: existen conjuntos P, N € M tales que
i) Q=PUNyPNN =
it) P es un conjunto positivo, i.e. para todo E C P medible se tiene A(E) > 0;
i) N es un conjunto negativo, i.e. para todo £ C N medible se tiene A\(E) < 0.

Probar que si P, N’ € M tienen estas mismas propiedades entonces PAP’ y NAN' son
conjuntos nulos, i.e. todos sus subconjuntos medibles tienen medida cero.

(¢) Probar que AT y A estdn concentradas en P y N respectivamente.

Ejercicio 10. Sea (92, M, 1) un espacio de medida o-finita. Para cada f : Q@ — C en L'(Q, p)
definimos una medida compleja Ay € M(2) por

A (E) = /Ef dp  para cada E € M.

a) Probar que la asignaciéon f +— s define un isomorfismo isométrico (i.e. que preserva normas
f
entre L'(11) y el subespacio de M (£2) formado por las medidas A con A\ < p.

(b) Dar una expresion integral para |As| y escribir la descomposicion polar de Ay.

(c) Asumiendo f : 2 — R hallar la descomposicién de Jordan de A;.

Ejercicio 11. Dada una medida compleja i definida en la o-algebra de Borel de R™ se define su
transformada de Fourier como la funcién 7, : R® — C dada por

1,6) = [ e duo)

(a) Mostrar que 7T}, estd bien definida y que es una funcién acotada.

(b) Probar que si u es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue entonces se
verifica el Lema de Riemann-Lebesgue, i.e. lim¢ o, 7,,(§) = 0.

(c) Mostrar que lo probado en (b) no vale si p no es absolutamente continua.



