ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE 2025

PRACTICA 6
EsprAcIos LP

Ejercicio 1. Sean £ C R™ medible y 1 < p; < py < 0.
(a) Probar que si F tiene medida finita entonces LP?(F) C LP(E).

(b) Mostrar con un ejemplo que la inclusién puede no valer si E tiene medida infinita.
(c) Probar que vale la reciproca de la afirmacién en (a).

Ejercicio 2. Sean E C R" medible de medida finita y f : E — C medible.
(a) Probar que Hmy o0 [|f]l, = [l -

(b) Mostrar que la igualdad en (a) puede no valer si la medida de E es infinita.

Ejercicio 3. Sean F C R” medible y f : R” — R medible. Probar que para 1 < p < oo se tiene

17, = sup / f(@)g(x) dz,

9€Ds(E)
donde Dy(E) = {g € L (E) : |lglly <1y [ fgdx existe} y p es el conjugado de p, i.e. %+1% =1.
Ejercicio 4. Siendo f : E C R™ — C medible, probar que para 1 <r < p < s < oo se tiene

LA < WAI+ A

Ejercicio 5. Demostrar las siguientes afirmaciones.
(a) Si f, — f en LP(E) para algin 1 < p < co entonces f,—— f sobre E.
(b) Si f, = fen LP(E), g, = gen LP(E) y %%— z% =1 entonces f,g, — fg en L'(FE).

(c) Si|E| <ooy fn— fen L*®(E) entonces f, — f en LP(FE) para todo 1 < p < oc.

Ejercicio 6. Para cada n € N sea f, : [0,1] — R dada por f,(z) = €"X[g,-1)(2). Mostrar que la
sucesion (f,), converge puntualmente pero no converge en LP([0,1]) para ningin 1 < p < co.

Ejercicio 7. Sean F C R" medible y (f,,), C LP(F) con 1 < p < o0,
(a) Probar que si f € LP(E) y || fn — fllzr(ey — 0 entonces || fu||zee)y = || fllzr(e)-
(b) Probar que si f,, — f en casi todo punto de E entonces vale la implicacién
| falleey = 1 flleeey = | fu = fllze) — 0.
Sugerencia : verificar que la sucesién (g, ), dada por
gn =22 ful” + A1) = 1 fu = fIP

satisface las hipétesis del Lema de Fatou y aplicarlo.
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Ejercicio 8. Sea k : R" x R” — R medible y C' > 0 tales que

sup |k(z,y)|dy <C 'y sup |k(z,y)| de < C.
rzeR” JRn yER" Rn

Probar que si 1 < p < oo entonces el operador K : LP(R") — LP(R™) dado por

K@) = [ ko) ) dy
esta bien definido y resulta continuo.

Ejercicio 9. Para 1 < p < co y F C R™ medible tal que 0 < |E| < oo definimos

i = ([ If(x)|”dx)1/p-

Demostrar las siguientes afirmaciones.
(a) Se tiene N, [f] < Np,[f] para p1 < ps.
(b) La funcién N, es subaditiva, i.e. N,[f + g] < N,[f] + N,lg].
(c) Sip estal que >+ -5 =1 entonces ﬁ [ 1fglde < N, [fINy[g].
(@) Se tiene lim Ny(f] = ]

Ejercicio 10. Sea F C R™ medible con 0 < |F| < oo y sea f € L>®(FE) con || f||s > 0. Definiendo

ar = [ |f|F dz para cada k € N, demostrar que se tiene lfmy_,o “Z:l = || floo-

Ejercicio 11. Sea 1 < p < oo y sea (f,), C LP tal que f, — f en casi todo punto.

(a) Probar que si sup, || fu||, < 0o entonces f € LP y ademds vale

[ h@s@)ds — [ f@gle) ds
para toda g € L* con p’ el conjugado de Hélder de p.

(b) ;Sigue valiendo el resultado probado en (a) si se toma p = 17

Ejercicio 12. Probar que si f, — f en LP para cierto 1 < p < o0 y ¢, — ¢ puntualmente con
sup,, ||gn|lco < oo entonces f,g, — fg en LP.

f_l L =1 con 1< p;,r < oo entonces vale una desigualdad de
=+ Di T

Holder generalizada de la forma || I, fi”r <TI, IS

Ejercicio 13. Demostrar que si »

pi-

Ejercicio 14. Considerar un exponente 0 < p < 1 y un conjunto medible £ C R" con |E| > 0.

(a) Mostrar que la bola
B={f€LE) : [fllmw <1} = {f € L(E) : [plfPde <1},

no es un subconjunto convexo de LP(FE).

(b) Concluir que || - ||zr(g) Do es una norma en LP(E).



Ejercicio 15. Para f : R® — C medible considerar la funcién de distribucién w dada por
w(a) ={z € R" : |f(z)| > a}| para cada o > 0.
(a) Probar que si w(a) < ¢(1+ a)7? entonces f € L"(R™) para 0 < r < p.

(b) Para 0 < p < oo probar la equivalencia f € LP(R") <= Y, ,2"w(2") < oo y mostrar
que existen constantes positivas ci, ¢o independientes de f tales que

o [3, 2@ < Il < @Y, @)

Ejercicio 16. Sea F = [0 l] CR.
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(a) Fijando 1 < p < oo, probar que f(z) = x_%(ln (q:_l))_% € LP(FE) pero f & L"(E) sir > p.

(b) Probar que g(z) =In(z7!) € LP(F) para 1 < p < oo pero g & L>°(E).

Ejercicio 17. Siendo E = Rsg y f : E — R dada por f(z) = 2 2(1 + |In(z)|)~", mostrar que
f € L*(F) mientras que f € LP(E)si1 <p<ooyp#2.

Ejercicio 18. Dada f € L?(R") con 1 < p < 0o, probar las siguientes afirmaciones.

P —h)+ f<x>rpdx) 2

n

(a) Para ||h|| — oo se tiene </

(b) Para ||h]] — 0O se tiene ( |f(z —h)+ f(:t)\pdl’) ;—> 2[[f1lp-
Rn

Ejercicio 19. Sean f € LP(R") y g € L” (R") con 1 < p,p’ < oo tales que }D + 5 = 1.
(a) Probar que la convolucién f * g estd bien definida y es uniformemente continua y acotada.

(b) Sea E C R™ medible con 0 < |F| < oo. Tomando f = Xg y g = X_g, estudiar f * g para
concluir que D(F) = {x —y : x,y € E} tiene interior no vacio.

Ejercicio 20. Dada f : R — R integrable, para cada h > 0 sea f; : R — R dada por

1 t+h/2
fu(t) = E/ f(z)dx.
t—h/2
Asumiendo f € L? para algin 1 < p < oo probar las siguientes afirmaciones.
(a) Se tiene f € L* N LP con || fullo < A7YPfllp v [ fally < 11 fIlp-
(b) Para cada r > p se tiene || f||, < hY/"7VP|| f]|,.

(c) Sil<p < oo entonces ||f, — f||, = 0 para h — 0.



Ejercicio 21. Sean 1 < p,p’ < oo exponentes conjugados y sea f € LP(R™). Probar que si una
sucesién (fi)r C LP(R™) es tal que para toda g € L (R") vale

lim fk( )g(x) dw = Rnf(x)g(fc) dx

k—o0

entonces || f|l, < Uminfy_, || fxllp-
Ejercicio 22. Dados £ C R"” medible y 1 < p < oo definimos
LE(F) = {f : £ — R medible : stlig) t{r e E:|f(x)] > t}\%] < oo}.
(a) Probar que LP(F) C LE(E).
(b) Mostrar que si F tiene medida finita y 1 < p < oo entonces L2(E) C L'(E).

Ejercicio 23. Dados [a,b] CRy f € LP([a,b]) con 1 < p < oo se define F': [a,b] — R como

:/axf(t)dt

Probar que para toda particiéon a = xy < 1 < --- < z,, = b del intervalo [a, b] se tiene
S rF ti) = F(z)P
SRS
i=0 xz+l - wz)p

para alguna constante K > 0 que sélo depende de f.



