ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE 2025

PRACTICA 2
MEDIDA EN ESPACIOS ABSTRACTOS

Ejercicio 1. Sea X un conjunto no vacio.

(a) Para cada £ C X definimos p(F) = card(E) si E es finito y pu(E) = oo si E es infinito.
Probar que esto define una medida p en M = P(X), conocida como medida de contar.

(b) Fijando zy € X, para cada F C X definimos 6,,(F) = xg(x¢). Probar que d,, es una medida
en P(X), conocida como delta de Dirac (concentrada en x).

(c) Dado un espacio de medida (X, M, u) y fijando A € M, definimos pu4(F) = u(AN E) para
cada E € M. Probar que p4 es una medida en M.

(d) Sea (X, M) un espacio medible y sean uy, ..., i, medidas en M. Probar que si ay,...,a,
son constantes no negativas entonces = ajp; + - - - + app, €s una medida en M.

Ejercicio 2. Sea X = {2, }neny un conjunto infinito numerable y sea (w,)eny una sucesién que
toma valores en [0, +00]. Para cada F C X definimos

n(E) = Z W

Tn€lR

Probar que (X,P(X),u) resulta ser un espacio de medida. Reciprocamente, verificar que toda
medida en el espacio medible (X,P(X)) es de esta forma.

Ejercicio 3. Decidir la veracidad de las siguientes afirmaciones en el espacio de medida (X, M, ).
(a) Si(E;)j>1 C M entonces p(liminf E;) < liminf u(E;).
(b) Si (E;)j>1 C M entonces p(limsup E;) > limsup pu(Ej;).
Ejercicio 4. Si (X, My, 1) es un espacio de medida y T : X — Y es una funcién, definimos
My ={ECY:TYE)e Mx} yv v(E)=u(T *(E)) para cada E € My.

Probar que My es una o-algebra y que v es una medida en My. La medida v se conoce como
el push-forward de p por T'y usualmente se nota 7% . Esta construccion resulta ttil para definir
medidas a partir de medidas conocidas, como lo ilustran los siguientes dos ejercicios.

Ejercicio 5. Considerar el circulo S' = {2 € C: |z| = 1} y la funcién T : [0,27) — S* dada por
T(0) = e = cos (0) + i sen(d).

Siendo m la medida de Lesbesgue en [0,27), probar que la medida v := Tym, conocida como
medida de Lebesgue en el circulo, satisface la propiedad de invariancia por rotaciones:

v(ia- E) = v(E) paratodo a € S'y todo E C S' medible respecto de v.
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Ejercicio 6. Considerar la funcién T : [0,1) — {0, 1} que a cada z € [0, 1] le asigna la secuencia
de digitos (), de su desarrollo en base 2. Asi, T(z) = (z,), para x = Y, ©,27", tomando
siempre un desarrollo de x que no termine con una cola infinita de unos. Consideramos la medida
v="Tym en {0,1}", donde m es la medida de Lebesgue en [0, 1).

(a) Dados j € N, indices &y, ..., k; distintos entre si y digitos dy,...,d; € {0,1}, considerar
A={(z,) € {0, 1} s 2y, =dy, tp, = o, ..., Ty, = d;}.
Probar que v(A) =277,
(b) Probar que v(B,,) =0 si B,, = {(z,) € {0,1} : 2, = 0 para n > ng}.
(c) ;Cudl es la v-medida del conjunto C' = {(x,) € {0,1}" : z,, = 0 para infinitos n}?

(d) ;Cuél es la interpretacién probabilistica de este ejemplo?

Ejercicio 7. Sea (X, M) un espacio medible y sea p: M — Rs( una funcion que satisface:
i) ABEM AN ANB=0 = p(AUB) = pu(A)+ uB),
i) (Ap)pen CM AN Ay N0 = lim, o pu(4,) =0.

Probar que la funcién de conjuntos i es una medida en M.

Ejercicio 8. Un espacio de medida (X, M, u) es completo si para todo Z € M con u(Z) =0y
todo Y C Z se tiene Y € M, es decir, si todo subconjunto de un conjunto nulo es medible. Probar
que en un espacio completo (X, M, ) vale que:

(a) Si By, Ey € My u(Ey A Ey) =0 entonces u(Ey) = pu(Es).
(b) Si By e M, EYAE, € My p(E1AEy) =0, entonces Fy € M.

Ejercicio 9. Sea (X, M, 1) un espacio de medida. Considerar el conjunto
M={ACX:A=EUMcon E€ M, MCNe My u(N)=0} (%)

y la funcién 7 : M — [0, +oc] dada por fi(A) = u(E) para A = E'U M como en (). Probar las
siguientes afirmaciones:

(a) El conjunto M es una o-algebra que contiene a M.
(b) La funcién 7z estd bien definida, es una medida en M y coincide con u sobre M.
(¢) El espacio de medida (X, M, i) es completo.

El espacio de medida (X, M, i) se conoce como la completacion de (X, M, p).

Ejercicio 10. Sea B(R") la o-dlgebra de Borel de R™ y sea u la restriccion a B(R") de la medida
de Lebesgue n-dimensional. ;Cémo es la completacién de (R™, B(R™), )7



