ANALISIS REAL PRIMER CUATRIMESTRE 2025

PRACTICA O
PRELIMINARES

CONJUNTOS Y FUNCIONES

Ejercicio 1. Sean (X;);er € (Y;);es dos familias de conjuntos. Probar las siguientes afirmaciones:

@ (M) U, ) = 0o (K001
) (U XN U 1) = Uy %0
© (M%) (M) = 05
@ (U %) (U 1) UK

(e) Si I =Jy paratodo i € I se tiene Y; C X, entonces

U= U5 v (L9)=0,%)
0 514 o (U, 3) € (U, %)y (0, %) € (0,,%)

(g) Para todo conjunto F' se tiene

N

F-{J_Xi=_F-X) v F-(_X=U_F-x)

il 1€l

Ejercicio 2. Sea (A, k)n ey una familia de conjuntos indexada por N x N. Probar la inclusién

U (4w € (1 U A

keNneN neN keN

y mostrar que ésta puede ser estricta dando un ejemplo.

Ejercicio 3. Probar que si A y B son conjuntos tales que A x B = (A; x By) U (As X Bs) con
(A x B)) N (Ay X By) =0, Ay x By # 0 y Ay x By # () entonces se tiene

A:AlegyB:BlLJBQ o A:A1UA2yBlzB2:B

Ejercicio 4. Sea f : E — F una funcién y consideremos dos pares de subconjuntos A, B C E'y
C, D C F. Probar las siguientes afirmaciones:

(a) AC B= f(A) C f(B), (e) f(E—A)CF— f(A)si f esinyectiva,
(b) f(AUB) = f(A)U f(B), (f) f(E—A) D F — f(A) si f es suryectiva,
(c) f(ANB)C f(A)N[f(B), (g) ACf~ 1(f(A)) F(f7H(D)) € D,

(d) f(ANB) = f(A)N f(B) si f es inyectiva, (h) f~1(F - D)= f~YD).



Ejercicio 5. Dadas f : E — F'y familias de subconjuntos (X;);cr de £ e (Y;),e; de F', concluir:
(@) f(Uier Xi) = Uier f(X0), (@) 7 Nyes Vi) = Njes 1Y),
(b) f(mz‘el Xl) - nie[ f(XZ)7 (e) f_l(UjeJ Y}) - UjeJ f_l(YJ)
(c) f(Micr Xi) = Nies f(X5) si f es inyectiva,

Ejercicio 6. Dada una sucesién (E,),en de subconjuntos de E, definimos su limite inferior y su
limite superior como los conjuntos

lim inf 5, := UNE v h’inﬁsol;lp E,:= (U Ex

neN k>n neN k>n

respectivamente. Notar que liminf F,, C limsup F,, C F y probar las igualdades
n—00 n—00

E —liminf £, = limsup (F — E,) y FE —limsup E,, = liminf (F — E,).

n—00 n—o00 n—00 n—00

Cuando los limites inferior y superior de la sucesién (E,),en coinciden los denotamos por lim E,,,
n—oo

decimos que el limite de (E,)en existe y lo definimos como lim F,,.
n—o0

(a) Demostrar que si E,y; C E, para todo n € N entonces lim, o £, = (e En-

(b) Demostrar que si E,, C E,;; para todo n € N entonces lim,, o B, = (J,,ery En-

(¢) Probar que si definimos recursivamente una sucesion (D,,),en de subconjuntos de E via
D=0 y D, =D,/AE, paratodon €N,

entonces existe el limite de (D,,)nen si y solo si lim, o, E, = 0.

Ejercicio 7. Sea X un conjunto. Para cada subconjunto A C X definimos la funcion caracteristica
de A como la funcién x4 : X — {0,1} dada por

1 size A,

XA(x)I{O six ¢ A
Deducir la equivalencia A C B < x4 < xp y probar las identidades
XANB = XA * XB y XAUB = XA + XB — XAnB-

Ejercicio 8. Sea f : X — Y una funcién arbitraria y sea (X, )n,en una sucesién de subconjuntos
de X. Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) f(h'm inf Xn> C liminf £(X,,), (c) f(h'm inf Xn> C limsup f(X,.),
(b) f (lfiﬂ_gp Xn) C ll/flﬂ_}SOlip f(Xn), (d) valen las igualdades en (a) y (b) para f inyectiva.



EL CoNJUNTO DE CANTOR Y LA FUNCION DE CANTOR-LEBESGUE

Ejercicio 9. Construimos inductivamente una sucesion de conjuntos cerrados (F},), definiendo
FO = [0, 1] y Fn = T1<Fn_1) U TQ(Fn_l) para n Z 1,

donde T, T5 : [0,1] — [0,1] son las transformaciones afines dadas por Ty (z) = 32 y Ta(x) = 3x+3.
Definimos el conjunto ternario de Cantor como la interseccién C' := (1,5, Fy.

(a) Describir geométricamente la recursion que define F), en términos de F,,_;.
(b) Probar que C' es un compacto autosimilar, en el sentido de que C' = T (C) U Tx(C).

(c¢) Probar que para cada ¢ > 0 es posible cubrir C' con una cantidad finita de intervalos de
modo tal que la suma de sus longitudes sea menor que e.

(d) Probar que un real x € [0, 1] pertenece a C' si y sélo si puede escribirse en base 3 en la forma

dn
xr = Z — donde d, € {0,2} para cada n > 1.

n>1 3"
(e) Probar que C' tiene el cardinal del continuo.

Ejercicio 10. Consideramos ahora una sucesién de funciones (f,), : [0, 1] — R tomando fy(z) = =
para x € [0, 1] y definiendo, para cada n > 1, una funcién f,, por medio de la recursién

/

Lf 1 (32) siz € [0,1/3),

siz € [1/3,2/3],

1
2

Tfac1(Bz —2)+ 5 siz e (2/3,1].
\

Graficar las primeras f, y probar rigurosamente las siguientes afirmaciones:
(a) Cada f,, es continua, no decreciente y verifica f,(0) =0y f,(1) = 1.
(b) Se tiene | fo(z) — fu-1(z)| < 5= para todo n € N.

(¢) Lasucecion (f,,), converge uniformemente a una funcién continua f : [0, 1] — [0, 1], conocida
como funcion de Cantor-Lebesque.

(d) La funcién f es mondtona creciente y verifica f(0) =0y f(1) = 1.

(e) Se tiene f(C) =10,1] y f es constante sobre cada componente conexa de [0,1] \ C.
Responder las siguientes preguntas:

(f) (Es biyectiva la restriccién f: C' — [0, 1]?

(g) ¢Existe un biyeccién g : C' — [0,1]? ;Y un homeomorfismo?

(h) ;Existe una biyeccién continua g : C'— [0, 1]?



LA INTEGRAL DE RIEMANN

Sea f : [a,b] C R — R acotada. Dada una particiéon 7 = {a = 2o < 21 < ... < 2,1 < x, = b} del
intervalo [a, b] en subintervalos notamos I; = [z;_1,z;] , m; = infy, f y M; = sup;, f. Definimos
las sumas inferior y superior de Riemann asociadas a dicha particién 7 como

se(f) = Zmi(%' — Ti-1) y Sx(f) = Z M;(x; — xi-1)

respectivamente, lo que nos lleva a definir las integrales inferior y superior de Riemann como
Ir(f) :=sup{s:(f) : m particién de [a, b] en subintervalos},
Sr(f) == mf{S:(f) : ™ particién de [a,b] en subintervalos}.

Decimos que f es integrable Riemann si las integrales inferior y superior de Riemann coinciden vy,
en tal caso, definimos la integral de Riemann de f como el niimero real

b
/ f(x) dz = Tn(f) = S(f).

Ejercicio 11. Demostrar las siguientes afirmaciones.

(a) Una funcién f : [a,b] — R es integrable Riemann si y sélo si para cada € > 0 existe una
particién 7 del intervalo [a, b] en subintervalos tal que S, (f) — s:(f) < e.

(b) Si f es mondtona en [a, b] entonces es integrable Riemann en [a, b].
(c) Si f es continua en [a, b] entonces es integrable Riemann en [a, b].

(d) La funcién xg no es integrable Riemann en ningin intervalo acotado.

Ejercicio 12. Decidir si es integrable Riemann la funcién f : [0,1] — R dada por

1 siz=plgeconpecZ,qcNy (p:q) =1,
o[t s Vi)
0 sizégQ.

Ejercicio 13. Sea (f,), una sucesién de funciones integrables Riemann en un intervalo [a, b].

(a) Probar que si (f,), converge uniformemente a f entonces f es integrable Riemann y vale

/abf(x) dx = /ab (ngrfoo fn(x)) drx = ngrfoo /ab fo(z) de.

(b) Mostrar con un ejemplo que si la convergencia de (f,), a f sélo es puntual entonces f puede
no ser integrable Riemann, aun si las f,, estan uniformemente acotadas.

(c) Para el ejemplo del item anterior es posible tomar (f,), de modo tal que la convergencia a
f sea monotona. ;Es posible hallar un ejemplo donde, ademas de la convergencia mondtona
a f, se tenga continuidad en [a, b] para cada una de las f,?



