CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE 2025

PrRACTICA 9

ESPACIOS NORMADOS

En esta préactica K es siempre R o C y, salvo indicacion en contrario, todo espacio normado es un
espacio normado sobre R o C, es decir, un espacio normado real o complejo.

Ejercicio 1 Sea (F, || - ||) un espacio normado sobre K. Probar las siguientes afirmaciones.

a) Son continuas las funciones F x E — FE, Kx F—F y E — R dadas por

(z,y) —z+y ANx)= ey x|z

b) La clausura de una bola abierta de E es la bola cerrada correspondiente.

¢) Si E tiene dimensién positiva, entonces para todo r > 0 y todo x € E es didm(B,(x)) = 2r.

Ejercicio 2 Si V es un K espacio vectorial de dimensién finita, cualesquiera dos normas ||| v |- ||’
en V son (uniformemente) equivalentes: siempre existen escalares positivos «, 5 tales que

allz|| < ||lzl|" < B|lx|| para todo z € V.

Ejercicio 3 Sea V un K espacio vectorial y sea d : V' x V' — R una métrica que satisface
dz+zy+z)=dzy) v  dAz\y) =I[Ad(z,y)

para x,y,z € V y A € K arbitrarios. Entonces, la funcién N : V' — R dada por N(z) = d(0,x) es
una norma en V' y d es la distancia inducida por .

Ejercicio 4 Si E es un espacio normado, para todo escalar A\ # 0 y todo zy € E la funcion de E
en F dada por x — Az 4 xg es un homeomorfismo. Se deduce que:

i) Sixz € Ey U C FE es abierto, también es abierto U + x.
it) Si B C E es un conjunto arbitrario y U C E es abierto, también es abierto U + B.

Estudiar la validez de ©) y 4i) para cerrados en lugar de abiertos.

Ejercicio 5 Sea E un espacio normado y sea S un subespacio lineal de E.
a) La clausura S de S es un subespacio lineal de E.

b) Si S # E, entonces S° = 0.

¢) Si S tiene dimensién finita, entonces S es un cerrado de E.

)
)
)
d) Si S es un hiperplano, es decir, si existe un vector no nulo z en E tal que £ = S & (z),
entonces S es o denso o cerrado en E.



Ejercicio 6 Decidir si los siguientes subespacios son cerrados, densos, o hiperplanos.
a) El subespacio ¢ de ¢, de las sucesiones que tienen limite.
b) El subespacio ¢y de ¢ de las sucesiones que convergen a 0.

¢) El subespacio de {; de las sucesiones (z,)n>1 tales que »_ -, z, = 0.

)
)
d) El subespacio de £, de las sucesiones (z,,),>1 tales que ) -, z, = 0.
e) El subespacio R[X] de C10, 1].

)

f) El subespacio C'[a, b] de C|a,b)].

Ejercicio 7 Sea E un espacio normado. Un subconjunto C' de E es convezo si [z,y] C C cada vez
que z, y € C, donde [x,y] es el segmento cerrado de extremos x e y definido como

[,y ={(1 -tz +tye E : t €[0,1]}.
Probar las siguientes afirmaciones.

a) Toda bola de E, abierta o cerrada, es convexa.

b) Es convexa toda subvariedad lineal de E, es decir, todo conjunto de la forma p+S conp € E
y S C E un subespacio lineal.

¢) Son conjuntos convexos la clausura y el interior de un conjunto convexo.
d) La interseccién de una familia no vacia de subconjuntos convexos de E es ella misma convexa.

e) Para todo A C F se define la cdpsula convexa de A como el conjunto conv(A) dado por la
interseccién de todos los subconjuntos convexos de E que contienen a A. El conjunto conv(A)
es convexo y para todo C' D A convexo vale la inclusién conv(A) C C.

f) Para todo A C E se tiene

conv(A) ={tix1 + - +tpxy, :neEN x1,... 0, EA ty,.. . t, >0, t; + -+, =1}

Ejercicio 8 Sea E un espacio normado, sean (z,),>1 € (Y, )n>1 dos sucesiones en E tales que las
series > o Tn ¥V Y.~ Yn convergen, y sea A € K.

a) Laserie ) - (zn + yn) converge a Y o) @ + 5, ) Un-

b) La serie ) ., Az, converge a A ., Ty.

Ejercicio 9 Sea E un espacio normado completo y sea (z,),>1 una sucesion en E. Si la serie
Y us1llZnl| converge, entonces la serie ) ., x, converge en E.

Ejercicio 10 Sea E un espacio de Banach y sea (ay,),>1 una sucesién en E tal que la serie ) -, a,
converge absolutamente. Si ¢ : N — N es una funcién biyectiva, entonces la serie ) ., Go(n)
converge y su suma es y . o, Gy.



Ejercicio 11 Si T : E — F es una funcién lineal entre espacios normados, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

7) La funcion T es continua en 0.

1) Existe xg € E tal que la funcién T es continua en zg.

74%) La funcién T es continua.

(2

La funcién T' es uniformemente continua.
v) Existe un nimero M > 0 tal que para todo = € E es ||[T(x)|| < M||z||.

)
)
)
)
)
)

vi) Para todo subconjunto acotado A de E el conjunto T'(A) es acotado.

Ejercicio 12 Sean E y F' dos espacios normados y sea L(E, F') el conjunto de todas las funciones
lineales continuas de E en F'.

a) El conjunto L(E, F') es, de manera natural, un espacio vectorial.
b) Es una norma en L(E, F) la funcién || - || : L(E, F') — R dada por

T = ||T||L(E7F) = sup ||T(z)||r paracadaT € L(E,F),

zllz<1
que esta bien definida por ser {||T(x)||F : ||z||p < 1} acotado para T' € L(E, F).

c) Si F es un espacio de Banach, entonces L(E, F') también lo es.

Ejercicio 13 Si T : E — F es una funcién lineal y continua entre espacios normados, entonces

T(x
|T|| = sup |[T(2)||r= sup [|[T(2)||r= sup |T(x)||
Fele=t lollz=1 cep(op |I7lle

=inf{M eR: |T(z)|r < M|z|p Vz € E}.

Ejercicio 14 Siendo f : E; — Fy y g : Fy — Ej3 operadores lineales continuos entre espacios
normados, probar que ||g o fllLiz,ze) < l|9llL(es,ms) - | FllLiz 2

Ejercicio 15 Probar que el operador L : ¢ — R dado por L((a,),) = lim,_,s a, resulta lineal y
continuo. Calcular su norma.

Ejercicio 16 Sean S, T : ¢! — (! los operadores dados por

S([Bl,.’ﬂg, xrs3, )Z(O, Ty, Tg, ) y T({El,l’g, Zs3, ...):(1'2, T3, T4, )

Probar que S, T € L({') y calcular sus normas.

Ejercicio 17 La funcién f : coo — R dada por f ((a,),) = >, na, estd bien definida y resulta
lineal pero no continua.



Ejercicio 18 El exponente conjugado de p € [1, 0] es el tinico p’ € [1, 00] que verifica %—I—]% =1,de
modo que 1’ = oo, oo’ = 1y 2" = 2. La desigualdad de Hélder, que generaliza la de Cauchy-Schwarz
para (s, dice que para todo par de sucesiones (a,), v (b,), en R (o C) se tiene

2 lanbal < [l(@n)nllp [[(ba)nlly  para todo p & [1, oc].

Fijando p € [1,00] y b = (b,)n>1 € ¢y, probar que el operador T": ¢, — R dado por

T((an)n) = anl by,

esta bien definido como funcién y resulta lineal y continuo. Calcular su norma.

Ejercicio 19 Sea K : [0,1] x [0,1] — R una funcién continua. Probar que el operador

T:C[0,1] — C[0,1] dado por T(f)(:):):/OK(m,y)f(y)dy,

bien definido como funcién, es lineal y acotado con ||T|| < ||K||e. Mostrar que para todo € > 0
puede tomarse K con |K| =1y [|[T| <e.

Ejercicio 20 Sea ¢ € C[0,1] y sea Ty : C[0,1] — R dada por Ty(f) = fol f(z)¢(x) dx. Probar que
T, es un funcional lineal continuo con ||T,|| = fol |p(x)| dz.

Sugerencia: Calcular ||T}|| suponiendo primero que ¢ tiene finitos ceros en el intervalo [0, 1] y luego
pasar al caso general usando el teorema de Stone-Weierstrass.

Ejercicio 21 Sea E un espacio normado. Un subespacio lineal H de E es un hiperplano si y sélo
si existe una funcién lineal ¢ : F — K no nula tal que H = ker(¢). En tal caso, H es cerrado si y
solamente si la funciéon ¢ es continua.

Ejercicio 22 (Lema de Riesz) Sea E un espacio normado y sea S un subespacio lineal de E que
es cerrado y propio. Si a € (0,1), entonces existe z € E'\ S tal que ||z|| =1y ||s — z|]| > a para
todo s € S.

Sugerencia: Fijar x € F\S y tomar z = (x — b)/||z — b|| con b € S apropiadamente elegido.

Ejercicio 23 Sea E un espacio de Banach y sean S'y T' dos subespacios cerrados de E. Si T tiene
dimension finita, entonces el subespacio S + 1" de E también es cerrado.

Ejercicio 24 En todo espacio normado E de dimensién infinita existe una sucesion (wy),>; con
|wall = 1y [|[wn — wi|| > 5 para n # m, de modo que ni su bola cerrada By = B[0] ni su esfera
Sk = 0Bg son conjuntos compactos.

Sugerencia: Aplicar el Lema de Riesz a una sucesion creciente de subespacios de dimensioén finita.

Ejercicio 25 Aplicando el Teorema de Baire, deducir que ningtin espacio de Banach de dimension
infinita admite una base lineal numerable.



