CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE 2025

PRACTICA 8
TEOREMAS DE ARZELA-ASCOLI Y DE STONE-WEIERSTRASS

EQUICONTINUIDAD

Una familia F de funciones de (X, dx) en (Y, dy) es equicontinua si es equicontinua en cada punto
de X, es decir, si para todo zg € X y todo € > 0 existe § = §(zg,e) > 0 tal que

dy(f(z), f(zo)) < € para toda f € F cuando dx(z, o) < 4.
La familia F es uniformemente equicontinua si para todo € > 0 existe § = d(¢) > 0 tal que
dy(f(z), f(2")) < € para toda f € F cuando dx(z,z") <.

Notar que toda f € F es (uniformemente) continua si F es (uniformemente) equicontinua.

Ejercicio 1 Probar las siguientes afirmaciones para espacios métricos arbitrarios X, Y.

a) Es equicontinua en z, toda familia finita de funciones de X en Y continuas en xy € X.

b) Si una sucesién en C(X,Y') converge uniformemente, entonces es equicontinua.

¢) Si un subconjunto de C'(X,Y’) es equicontinuo, también lo es su clausura respecto de d..
)

d) Si una sucesién equicontinua en C'(X,Y’) converge puntualmente, su limite estd en C'(X,Y).

Ejercicio 2 Construir dos familias infinitas de funciones continuas de R en R que ejemplifiquen:
a) una familia equicontinua en R\ {0} pero no en 0, y
b) una familia equicontinua en R pero no uniformemente equicontinua.

Ejercicio 3 Probar las siguientes afirmaciones para X compacto e Y arbitrario.
a) Toda familia equicontinua de funciones de X en Y es uniformemente equicontinua.

b) Si una sucesion de funciones de X en Y es equicontinua y converge puntualmente, entonces
también converge uniformemente.

TEOREMA DE ARZELA-ASCOLI

Ejercicio 4 Sean f1, fs, ... funciones de [a, ] en R, integrables y uniformemente acotadas. Para
cada n € N sea F,, : [a,b] — R una funcién que verifica

F.(x) =y, +/ fn(t)dt para todo z € [a,b],

donde y,, es una constante real que depende sélo de n. Suponiendo que (y,),>1 €s una sucesion
acotada, probar que (F,),>1 posee una subsucesién que converge uniformemente en [a, b].
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Ejercicio 5 En (C[—1,1], dy) considerar los conjuntos
A={feCl-11]:|fI<1} v B={feC[-L1:|fI<1A|f|<1}.

Decidir si estos conjuntos son cerrados y estudiar la compacidad de sus clausuras.

TEOREMA DE STONE-WEIERSTRASS

Ejercicio 6 Sea f : [0,1] x [0,1] — R continua. Probar que para todo € > 0 existe P € R[X, Y],
un polinomio bivariado con coeficientes en R, con la propiedad de que

|f(z,y) — P(z,y)| <e paracada (z,y) € [0,1] x [0, 1].
Deducir que P puede tomarse en Q[X, Y].

Ejercicio 7 En S' = {z € C : |z| = 1} considerar la métrica de subespacio de C. Probar que el
conjunto de polinomios de Laurent con coeficientes en C,

CIX, X 1= {Zg:_NanX" : NeNy, a_y, ..., ayx E(C},

induce una familia de funciones continuas en S' que es densa en C(S?, C).
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Ejercicio 8 Si f : [0, 1] — R continua verifica / f(z) 2" dx = 0 para todo n € N, entonces f = 0.
0

Ejercicio 9 Sea X un espacio métrico y sea F C C'(X,R) una familia arbitraria.
a) Dar una descripcién de Ag(F), la R-subdlgebra de C'(X,R) generada por F.
b) Probar que la Q-subélgebra Ag(F) de C'(X,R) es contable si F lo es.
¢) Asumiendo X compacto, probar que vale Ag(F) C Ag(F) en (C(X,R), ds).
d) Probar que C'(X,R) es separable cuando X es compacto.

)

e) Concluir que C(X,C) también es separable cuando X es compacto.



