CALCULO AVANZADO SEGUNDO CUATRIMESTRE 2025

PrACTICA O

REPASO

AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES

Ejercicio 1 Escribir los axiomas de cuerpo ordenado para (R,+, -,0,1) y mostrar que, como
consecuencia de dichos axiomas, para todo = € R se obtiene

0-z=0, —(—z)=z, (-1)-z=-=z y 2 >0.

Deducir la regla de los signos (—1)(—1) = 1 y la positividad de 1, es decir, que vale 1 > 0.

Ejercicio 2 Enunciar el axioma del supremo para (R, +, -, 0, 1). Probar que para A C R no vacio
y s € R son equivalentes:

(i) s es el supremo de A;

(i) s es cota superior de A y para todo € > 0 existe a € A tal que s —e < a < s.

Ejercicio 3 Probar que en (R, +, -,0,1) son verdaderas las siguientes afirmaciones.

a) No estd acotado superiormente el conjunto N := {1, 14+1, 1+1+1, ... } y no estéd acotado
superior ni inferiormente el conjunto Z:={meR : m=0V me NV -me N}

b) Se verifica la arquimedianidad: para x,y > 0 cualesquiera existe n € N con nz > y.

c¢) Todo elemento positivo tiene rafz cuadrada: para todo x > 0 existe y > 0 con y? = .
Ejercicio 4 Para cada x € R se define la parte entera de x como el nimero real
|z] :==méx{m € Z :m < x}.

Probar que |x] estd bien definida, notar que |x] € Z y probar las siguientes afirmaciones:

a) 0 <z — |z] <1 para todo z € R; ¢) si z <y entonces |z] < |y];
b) |x] =z siysdlosixeZs d) |z +y] < |x]+|y]+1 para cualesquiera x,y € R.
DENSIDAD

Ejercicio 5 Escribir una definicién de conjunto denso en R™. Para el caso de la recta real R = R!,
dar una definicién equivalente que soélo use el orden < en R.

Ejercicio 6 Probar que son densos en R los conjuntos Q, R\Q y D = {2% m € Z, n€ No}.

Ejercicio 7 Fijando A\ € R positivo, probar que si D C R es denso también lo es {\zx : = € D}.
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Ejercicio 8 Dados = = (x1,...,x,) € R" y € > 0 probar que existe ¢ = (¢1,...,¢,) € Q" con

n 1/2
lo—al = (3" (@i-a)?) " <=

Concluir que Q" es denso en R™.

SUCESIONES Y SERIES

Ejercicio 9 Probar que toda subsucesién de una sucesién convergente es también convergente.
Ejercicio 10 Probar que una sucesion monotona en R es convergente si y sélo si es acotada.

Ejercicio 11 Sea (a,)neny una sucesién mondtona en R. Probar que (a,),en converge a ¢ € R si
alguna de sus subsucesiones lo hace. ;Qué pasa si la subsucesién tiene limite infinito?

Ejercicio 12 Sean (a,)nen ¥ (bn)nen sucesiones en R con lim a,, = lim b, = £. Dada una tercera
n—oo n—oo

sucesion (¢, )nen para la que existe ng € N con a,, < ¢, < b, si n > ng, concluir que lim ¢, = /.
n—o0

Ejercicio 13 Si lim |a, — an41| =0, {puede afirmarse que (a,)nen C R es convergente?
n—oo

Ejercicio 14 Probar que todo = € R es limite de una sucesién monoétona estricta de racionales.

Ejercicio 15 Considerar series reales convergentes Zn21 any Zn21 b,. Probar que la serie Zn21 (an, + by)
y la serie 2@1 ca, con ¢ € R resultan ambas convergentes y valen las igualdades

anl (an +bn) = 2@1 an + anl by y anl Clp = C- anl .

Ejercicio 16 Probar que toda serie absolutamente convergente es convergente.

Ejercicio 17 Mostrar que a? puede converger o diverger cuando a, es convergente.
n>1"n n>1""n
Dar hipétesis sobre ) -, a, que permitan garantizar la convergencia de ), -, a:.

DESARROLLOS EN BASE b

Dada una base b > 2, un desarrollo en base b para un nimero real z € [0,1) es una sucesién de
digitos b-arios x1, T2, 3, ... en {0,1,...,b — 1} tales que z = >, ., 7xb~*, lo que usualmente se
indica escribiendo = = (0.z12223...), 0 = = 0.772223... si se sobreentiende la base b utilizada.

Ejercicio 18 Considerar z,y € [0,1) y una base b > 2.
a) Probar que = e y admiten desarrollos tinicos en base b sin colas de digitos b — 1.

b) Six =0.x12973... € y=0.y1%2y5 ... son desarrollos como en a), probar que x < y si y s6lo
si existe ko € Ncon oy =y paral <k < ky—1y i, < Y-

Ejercicio 19 Desarrollar en las bases 2, 5 y 10 los reales 3/8, 1/5 y 3/10.
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LiMITE SUPERIOR Y LIMITE INFERIOR

Para una sucesién de nimeros reales (a, ),en se definen su limite inferior y su limite superior como

liminf a,, := lim [ inf am] y limsupa, := lim [sup am}
n—00 n—oo L m>n Nn—00 n—00 Lyy>n

respectivamente, adoptando la convencién de considerar sup A = +oo cuando A es no acotado
superiormente e inf A = —oo cuando A es no acotado inferiormente.

Ejercicio 20 Probar que si (a,)n,eny s una sucesion de numeros reales entonces (a,)nen tiene
limite ¢ si y solo si liminf,, . a, = ¢ = limsup,,_, ax.

Ejercicio 21 Probar que una sucesién (a,)neny C R acotada superiormente tiene limite superior
¢ € R si y solo si para todo € > 0 se tiene que

(i) existe ng € N tal que a,, < £ + € para todo n > ng, y

(7) para todon € N existe m € Nconm >ny a, >{—-«¢.

Caracterizar andlogamente el limite inferior de sucesiones acotadas inferiormente.

Ejercicio 22 Dada una sucesién de ntimeros reales (a,),en considerar el conjunto
L = {limy_ an, : (ay,), es subsucesion de (a,), } C [—o0,+00].

Probar que liminf a,, = min L < max L = lim sup a,,.
n—00 n—oo

Ejercicio 23 Probar las siguientes afirmaciones para (a,)nen, (bn)nen C R acotadas.

a) Vale la desigualdad lim sup (a, + b,) < limsup a,, + limsup b,.

n—oo n—o0 n—oo

b) Si existe lim a, entonces limsup (a, + b,) = lim a, + limsup b,.
n—00 n—00 n—00 n—o00

c) Siay,b, >0 para n > ny entonces limsup (a,, - b,) < limsupa,, - limsup b,,.
n—o0 n—o0 n—00

d) Si lim a, existe y es positivo entonces limsup (a,, - b,) = lim a,, - lim sup b,.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Enunciar y probar afirmaciones analogas para el limite inferior.

CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES

Ejercicio 24 Expresar las relaciones de inclusion e igualdad entre conjuntos, notadas C y =, en
términos de la relacién de pertenencia €. Probar que se tiene z € A siy sélo si {z} C A.

Ejercicio 25 Probar o refutar las siguientes afirmaciones:

Ded, 0ch, 0e{d}, 0D c{0}, 0e{1,2}, 0Dc{1,2}, {1} ={1,0}.

Ejercicio 26 Siendo (A4;);e; una familia conjuntos y B otro conjunto, probar las igualdades

B — Uie[ Ai = nie](B - Ai) y B — ﬂie] Ai = UieI(B - Ai)-



Ejercicio 27 Definir producto cartesiano y probar que vale Ax B=( < A=0V B=1.

Ejercicio 28 Definir relacion de equivalencia. Para una relacién de equivalencia ~ en un conjunto
A, escribir las definiciones de clase de equivalencia y conjunto cociente.

Ejercicio 29 Definir relacion de orden. Escribir qué debe satisfacer una relacion de orden < en
un conjunto A para ser un orden total y para ser un buen orden.

Ejercicio 30 Siendo A y B conjuntos, dar la definicién de funcion de A en B. Explicar por qué
existe siempre una unica funcién de () en B, llamada funcion vacia, mientras que puede no existir
ninguna funcién de A en ().

Ejercicio 31 Sea f: X — Y una funcién. Para subconjuntos A C X y B C Y, la imagen de A
por f y la preimagen de B por f se definen como

flA)={yeY :y=f(r) paraalginz € A} vy f'(B)={xe€X : f(x) € B}.
Probar las siguientes afirmaciones.
a) Si f es inversible y B C Y, la ambigiiedad en la notacién f~'(B) es inocua.

b) Para AC Xy BCY se tiene
AC @A), fUB)cB  y Y -B)=X-f(B).
c¢) Si (B;)ier es una familia de subconjuntos de Y entonces
FH (Uier Bi) = Uier /71(B)) y = (miel Bi) = Nier /7 (By).
Ejercicio 32 Sea f: X — Y una funcién. Probar la equivalencia
f es sobreyectiva <= f (f’l(B)) = Bparatodo BCY <= f(AUf(B)=YsiAUB=Y
y la equivalencia analoga

f es inyectiva <= f '(f(A)) = Aparatodo AC X <= f(A)Nf(B)=0si ANB=40.

Ejercicio 33 Dada una sucesién de conjuntos (A, ),en, construir conjuntos (B,,),en tales que
i) B, C A, paratodon , i) B, NB,, =0 si ny#ny y 1iii) U A, = U B,.
n n
Hallar conjuntos (By,)nen con estas propiedades se conoce como disjuntar la unidn UneN A,
Ejercicio 34 Sea X /~ el conjunto cociente para una relacién de equivalencia ~ en X. Se dice

que una funcién f : X — Y pasa bien al cociente si la funcién f : X /~ — Y dada por f(Z) = f(z)
esta bien definida, donde T denota la clase de equivalencia de x € X respecto de ~.

a) {Qué relacién debe haber entre f y ~ para que f pase bien al cociente?
b) Dar una terna (X, ~, f) donde f pase bien al cociente y otra terna donde eso no suceda.

c¢) Dar una definicién de pasar bien al cociente para una relaciéon R en X y construir ejemplos
como en b) pero con relaciones R en lugar de funciones f.



