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Practica 7: fibraciones y revestimientos

Sean X, Y espacios topoldgicos. Pruebe que la proyeccion py : X x Y — X es una fibracién
con fibra Y.

Izl Sean p: E — B una fibracién y f,, f;: X x I — E dos funciones continuas. Dadas homotopias
H:pofy~pofiyG: folxxo = filxxo tales que H(x,0,t) = p o G(x,0,t), pruebe que existe
un levantamiento H: X x I x I — E de H que es una homotopia entre f, y f;, y que es una
extension de G.

Sea p: E — B una fibracién.
(a) Para cada camino a: I — B, pruebe que existe H: Ey) x I — E tal que H(x,0) = x y
(poH)(x,t) = a(t) para todo x € Ey(g), t €1.

(b) Para cada camino a: I — B, fijamos una eleccién de H como en el item anterior y
consideramos L : E, ) — E4(1) definida por L,(x) = H(x, 1). Pruebe que:

(1) Sia=~a’rel {0,1}, entonces L, ~ L.
(1) Si a ~ctey, rel {0,1}, entonces L, ~ idEb.
(111) Dados a,a’: I — B tales que a(1) = a’(0), se tiene que Ly, = Ly © L.

(c) Concluya que si B es arcoconexo, entonces todas las fibras de p son homotépicamente
equivalentes.

Sea p: (E,e) — (B, b) una fibraciéon e i: (Ep, e) — (E, e) su fibra.

(a) Pruebe que la asignacién que toma [y] € m,(B, b), considera un levantado ¥ de y co-
menzando en e, y luego la componente arcoconexa de y(1), resulta una funcién bien
definida @ : m1(B, b) — my(Ep).

(b) Pruebe que hay una sucesion exacta de la forma
m1(E, e) = m1(B, b) — mo(Ep) — mo(E) — 7o(B).
Pruebe que si p: E — B es un revestimiento, entonces p es abierta y por lo tanto es cociente.

|E| Pruebe que si p : E — B es un revestimiento, la fibra E;, = p~*(b) es un subespacio discreto
de E para todo b € B. Pruebe ademas que si B es conexo, todas las fibras tienen el mismo
cardinal.

Pruebe que si p: E — B es un revestimiento y B es simplemente conexo, entonces B es un
homeomorfismo.

Pruebe que si p: E — By p’: E/ > B’ son revestimientos, entonces p x p’: E x E' — B x B’
también lo es.

Pruebe que p : Ry — S! definida por p(x) = (cos(27mx), sen(2mx)) es un homeomorfismo
local pero no es un revestimiento.

Sea G un grupo y X un G-espacio. Decimos que la accién es propiamente discontinua si para
todo x € X existe un abierto U 3 x tal que gUNU = @ para todo g € G\ {1}.
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(1) Pruebe que si X es Hausdorff, el grupo G es finito y la accién es libre, entonces es
propiamente discontinua.

(11) Pruebe que la proyeccién candnica q: X — X /G es un revestimiento si y sélo si G actia
en X de forma propiamente discontinua.

(111) Pruebe que si G actia de forma propiamente discontinua en X, entonces hay una suce-
sidn exacta corta de grupos

1 1 (X, %) 1,(X/G,[x]) > G — 1.

(1v) Pruebe que si X es simplemente conexo, entonces 7, (X/G,[x]) = G para todo x € X.

(V) Deduzca que 71;(S!) =Zy m,(RP™) = 7/2Z para todo n > 1.



