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Practica 6: homotopia y el grupo fundamental

Pruebe quesih,h’: X - Y yk,k’: Y — Z son homotdpicas entre si, entonces kh,k’'h’: X — Z
son homotopicas.

Sea X es un espacio topoldgico. Pruebe que las aplicaciones iy, i;: X — X x I definidas por
i;(x) =(x,]j) (s € {0,1}) son equivalencias homotdpicas con la misma inversa p: X x [ — X,
(x,t) — x. Deduzca que iy ~~ i;.

Sean f, g: X — Y funciones continuas tales que f ~ g. Pruebe que si f es una equivalencia
homotdpica, entonces g también lo es.

Dé un ejemplo de una funcion f que tenga inversa homotdpica a izquierda (a derecha) pero
no a derecha (a izquierda).

Pruebe que f : X — Y es una equivalencia homotdpica si y solo si existen functiones g,h: Y —
X tales que f o g y ho f son equivalencias homotdpicas.

IE| Sean X un espacio, A € X un subespacio y ay € A. Supongamos que existe una funcién
continua H: X x I — X tal que: H(x,0) = x para todo x € X;H(Ax I) CA; y H(a,1) = q
para todo a € A. Pruebe que la proyeccién al cociente q: X — X /A es una equivalencia
homotdpica.

Pruebe que si C C R" es un subespacio convexo, entonces tiene a cualquiera de sus puntos
como retracto por deformacién fuerte. Concluya que C es contrdctil.

Pruebe que si X es contrdctil, entonces es arcoconexo.
IE| Halle un espacio X y un retracto A C X tales que Ay X no sean homotépicamente equivalentes.
Pruebe que todo retracto de un espacio contractil es contractil.

El cono de un espacio X es CX :=X x I /X x {1}. Pruebe que:
(1) La funciéni: X — CX dada por la composiciéon
X SXx{0}>XxI—CX

es subsespacio cerrada.
(1) El espacio CX es contractil.
(111) X es contractil siy sélosii: X — CX es un retracto.

(1v) f:X — Y es homotopica a una funcién constante si y sélo si f se puede extender a lo
largo de i a una funcidén continua f: CX — Y.

El grupo fundamental
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Sean X es un espacio topolédgico y x, € X. Sea
QX, xo) = {a € C(I,X) : a(0) = a(1) = xo}

el espacio de lazos de X, con la topologia de subespacio de la topologia compacto-abierta.
Pruebe que hay una biyeccion entre 7,(QU(X, xg)) y 71 (X, x0).

Sea X un espacio topolégico, x, € X y sea s € S! un punto cualquiera. Sea
[(S",9),(X,x)] = {[f 1] f : " = X continua tal que f(s) = xo}

donde[f]=[g]sif =~ g rel {s}. Pruebe que hay una biyeccién entre 7t;(X, xo) y[(S},5), (X, x¢)].

Definimos la suspension reducida de un espacio punteado (X, x,) como

X

X X0) = B T 51V, t el

Pruebe que para todo otro espacio punteado (Y, y,) hay una biyecciéon [%(X, xg), (Y, ¥o) 1. =
[(X’ XO): Q(Y) yO)]*
Sean x(, x; € X dos puntos en un espacio arcoconexo X . Pruebe que que 7;(X, x,) es abeliano

/
S . ©,0 . —_
siy sélo si para todo par de caminos x, — X se tiene w = w’.

Pruebe que 7,(X x Y, (x, y)) es isomorfo a 7,(X, x) x 7;(Y, y).

Sea X un espacio, sea A € X un subespacio y seai: A — X la inclusion.

() Sir:X — Aes una retraccion, entonces para todo ay € A el morfismo r, : 7(X,ay) —
11(A, ap) es un epimorfismo y el morfismo i, : 7;(4,ay) — 7,(X,ay) es un monomor-
fismo.

(11) Si A es un retracto por deformacién, entonces para todo a, € A se tiene que 71(X, ag) =
m1(4, ap).

Sean X un espacio topoldgico, A € R" un subespacio y f: A — X una funcién continua.
Pruebe que si f se extiende a una funcién g : R" — X, entonces para todo a € A, el morfismo
fo:m1(A a) - (X, f(a)) es el morfismo cero.

Bonus: objetos grupo en categorias y grupos de homotopia superior

Sea % una categoria con productos y objeto terminal . Para cada objeto x € C, notamos p,
al inico morfismo C — *. Un objeto grupo en C es una tupla (G,e,m,i) compuesta por un
objeto G junto con morfismos

e:x—> G, mGEGxG-oG, i:GoG

que hacen conmutar los siguientes diagramas:

GxGxG N Gxa MG G G—>“G’l) GxG
mle\L \Lm (epG,lG)\L \L @, 1G)\L \L
GxG —— G GxG GxG
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Un morfismo entre dos objetos grupo (G, eg, mg, i) — (H, ey, My, i) es un morfismo f : G —
H que cumple las siguientes identidades:
myo(f xf)=fomg, igof=Ffoig, ey = fey.

Los objetos grupo de C junto con los morfismos descritos mas arriba forman a su vez una
categoria que denotamos Grp(C).

(1) Pruebe que Grp(Set) ~ Grp.

(11) Pruebe que Grp(Grp) =~ Ab.
(1)) Un h-grupo punteado es un objeto grupo en hTop,. Pruebe que si (X, x;) es un espacio

punteado, entonces (X, x,) junto con
m: Q(X,Xo) X Q(X,Xo)—)Q(X,Xo), (Y’Y/)'_)Y*Y/
iZQ(X,Xo)—)Q(X,Xo), YH?
e:x > QX,xg), - ctey

es un h-grupo punteado. Deduzca mas aiin que se tiene un funtor

Q: hTop, — Grp(hTop,).

Sean ¥, 2 dos categorias con productos. Decimos que un funtor F : 6 — 9 preserva productos
si para cada c,c’ € C y proyecciones 7t,.: ¢ x ¢’ — ¢, n.: ¢ x ¢’ — ¢/, el morfismo inducido

F(me) F(c)
T“F(C)
F(cxc) 7 EN F(c) x F(c")

\Lﬂ'F(C/)
F(TC /) F(C/)

(1) Pruebe que 7y: Top — Set y ;: hTop, — Grp preservan productos.

es un isomorfismo.

(11) Pruebe que si un funtor F: C — D preserva productos y objetos terminales, entonces
induce un funtor Grp(F): Grp(C) — Grp(D).

(111) Deduzca que el grupo fundamental de todo h-grupo es abeliano.

Sea (X, xg) un espacio punteado y n > 1. Definimos inductivamente su n-ésimo grupo de
homotopia como

(X, x0) = 7o(QX, x0)), (X, X0) = 71 (X, Xxo), ctey, ).

(1) Pruebe que si n > 2, entonces 7,(X, x,) es abeliano.

(1) Utilice el Ejercicio| 14 |para probar que hay una biyeccidon

7-["rl(‘xn XO) = [(Sn: en)) (X: Xo)]*

(111) Deduzca que 7,,: Top, — Grp preserva productos para todo n > 1.



