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Practica 3: Conexion y arcoconexion

Conexion

Sean X un conjunto y 7,7’ dos topologias sobre X. Pruebe que si (X, 7) es un espacio topo-
légico conexo y T/ C 7, entonces (X, T’) es un espacio topoldgico conexo.

Pruebe que X es espacio conexo si y sélo si para todo subconjunto propio y no vacié A C X
se tiene que JA # @.

Sea X un espacio topoldgico.

(1) Sean {A,},c una coleccion de subespacios conexos de X y A un subespacio conexo de
X tal que ANA, # @ para todo a € A. Pruebe que AU J,, A, es conexo.

(1) Sea {A,},eny una sucesiéon de subespacios conexos de X tales que A, NA,,; # @ para
todo n € N. Pruebe que | J, A, €s conexo.

{Cuales de los siguientes espacios dotados de sus topologias del orden lexicografico son co-
nexos?

(@) Nx[0,1).
() [0,1) x N.
(@ [0,1) x[0,1].
(d) [0,1]x[0,1).

Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Pruebe que si A es conexo, entonces A también. Mds
aun, todo subespacio B de X tal que A C B C A resulta conexo. ¢Qué ocurre con Ay con A°?

Sea X un espacio y A C X un subconjunto conexo. Pruebe que si B € X es tal que ANB # &
yAN(X \ B) # &, entonces AN B # @.

Sea p: X — Y una funcién cociente. Pruebe que si Y es conexo y ademés p~!(y) es conexo
para todo y €Y, entonces X es conexo.

Muestre que entre los espacios (0,1),(0,1] y [0, 1] no hay dos homeomorfos. Concluya que
la existencia de funciones subespacio f: X — Y, g: Y — X no implica que X e Y sean
homeomorfos.

IE| (a) Sea f:S! — R una funcién continua. Pruebe que existe un punto x € S! tal que f(x) =
f(=x).

(b) Pruebe que toda funcién continua f : [0,1] — [0, 1] admite un punto fijo.

(a) Muestre que siA C R? es finito, entonces R? \ A es conexo.

(b) Muestre que si B C S? es finito, entonces S2 \ B es conexo.

Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(1) X eslocalmente conexo.
(11) Las componentes de todo subespacio abierto de X son abiertas en X.

(111) Los abiertos conexos de X forman una base de la topologia de X.

Concluya que si X localmente conexo, entonces las componentes conexas de X son abiertas.

Una funcién f: X — Y se dice localmente constante si para todo x € X, existe U entorno
abierto de x tal que f|;; es constante. Pruebe que si f es localmente constante y X es conexo,
entonces f es constante.

Arcoconexion

Sean C = {(t,sen(1/t)):0<t <1} CR?yX = C = CU({0} x[—1,1]) el seno del topdlogo.

Figura 1: El espacio X.

(1) Muestre que C es arcoconexo y deduzca que X es conexo.

(11) Muestre que sin embargo X no es arcoconexo. Para verlo, puede suponer que existe
un arco continuo y: [0,1] — X tal que y(0) = (0,0) y y(1) = (%,0) y obtener una
contradiccion del siguiente modo:

(a) Recuerde que y(t) = (x(t),y(t)) con x,y:[0,1] = X dos funciones continuas.
(b) Pruebe que existe t; € (0,1) tal que x(t) = % e, inductivamente, construya una
sucesion decreciente (t,),>1 C [0, 1] tal que x(¢t,) = ﬁ para todo n € N.

(c) Observe que (t,),>; es convergente a cierto limite £ € [0, 1] pero sin embargo la
sucesion (y(t,)),>1 no converge, contradiciendo la continuidad de y.

Pruebe que siA, B C X son subespacios arcoconexos y ANB # @, entonces AUB es arcoconexo.

Pruebe que si X e Y son arcoconexos, entonces X x Y es arcoconexo.

(a) Pruebe que si X es localmente arcoconexo y U C X es abierto, entonces U es localmente
arcoconexo.

(b) Pruebe que si X es localmente arcoconexo y conexo, entonces es arcoconexo.

(c) Concluya que si U C R" es abierto, entonces U es conexo si y sélo si es arcoconexo

Componentes
Calcule las componentes conexas de R; v (R;).
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Pruebe que el cuadrado ordenado I x I es localmente conexo pero no es localmente arcoco-
nexo. Calcule las componentes conexas de I x I 'y 7y(I x I).



