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Practica 2: Topologias iniciales y finales

Subespacios

Sea X un espacio topoldgico y A C X un subespacio. Dado Z C A, pruebe que la topologia de
Z como subespacio de A coincide con la topologia de Z como subespacio de X.

Sea X un conjunto totalmente ordenado, dotado de la topologia del orden, y sea Y € X un
subconjunto.

(i) Muestre que la topologia del orden de Y no necesariamente coincide con la topologia
de Y como subespacio de X.

(ii) Decimos que Y es convexo si para cada a, b € Y se tiene que (a, b) C Y. Pruebe que si
Y es convexo, entonces estas dos topologias si coinciden.

Considere a I = [—1,1] como subespacio de R. ¢Cudles de los siguientes conjuntos son
abiertos en I? ¢Cudles son abiertos en R?

A={x:3<lx|<1} B={x:i<|x[<1} C={x:3<I|x|<1}
D={x:3<|x|<1} E={x:0<x|<1,1/x¢N} F={x:|x|<1}
Productos

Sean X e Y espacios topoldgicos, A un subespacio de X y B un subespacio de Y. Pruebe que
la topologia producto en A x B coincide con la topologia de subespacio de X x Y.

Sean X,Y dos espacios topoldgicos. Pruebe que las proyecciones py: X xY - X y py: X x
Y — Y son abiertas. Halle ejemplos en los que no sean cerradas.

|E| Sean X,Y y Z espacios topoldgicos, y sea f: X x Y — Z una funciéon. Decimos que f es
continua en X si f(—,y): X — Z es continua para todo y € Y. Andlogamente, f se dice
continua en Y si f(x,—): Y — Z es continua para todo x € X.

(i) Pruebe quesi f es continua, entonces es continua en cada variable.

(ii) Dé un ejemplo en el que f sea continua en cada variable y sin embargo no sea continua.

Sean X, Y dos espacios topolégios yAC X y B C Y. Pruebe que A x B =A x B. Concluya que
si A es cerrado en X y B es cerrado en Y, entonces A x B es cerradoen X x Y.

(a) Pruebe que la topologia del orden lexicografico en R x R coincide con la topologia
producto de R; xR, donde R, es el conjunto R dotado de la topologia discreta. Compare
con la topologia usual de R?.

(b) Seal=1[0,1]c R. Compare las siguientes topologias sobre I x I:
* la topologia producto;
* la topologia del orden para el orden lexicografico;
* la topologia producto I; x I, donde I; denota a I con la topologia discreta.
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Sea R; el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es R y cuya topologia tiene como base
de abiertos al conjunto {[a, b), a, b € R}. Sea L una recta en el plano. Describa la topologia
de L como subespacio de R; x R y como subespacio de R; x R;.

(a) Sean xy€X e yy €Y. Pruebe que las funciones f : X - X xY y g: Y — X xY definidas
por f(x) = (x, o), g(¥) = (xo, ¥) son subespacio.
(b) Sea X un espacio métrico con métrica d : X x X — R. Pruebe que la topologia inducida
por la métrica es la menos fina que hace que d sea una funcién continua.

Sugerencia: si d es continua, también lo es d, : X — R, d, (x) = d(x, xo).

Sea {X;};c; una familia de espacios topoldgicos, y sea para cada i € I un subconjunto A; C
X;. Decida cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas y cudles falsas si se toma en
X =] ];; X; 1a topologia producto. ¢Y si se toma la topologia caja?

() SicadaA; es cerrado en X; entonces [ [;;A; es cerrado en X.
() [TigAi= nielxi-

Sea {X;};; una familia de espacios topoldgicos, y sea X = [ [,; X; el espacio producto con
proyecciones {p; : X — X;};c; . Dada (x,)4ecp una red en X, pruebe que x, — x si y solo si
pi(x,) — pi(x) para todo i € I. ¢Es cierto ésto si se toma en X la topologia caja?

Se define en R la métrica acotada como d(a, b) = min{|a — b|,1}. Pruebe que induce la
misma topologia que la usual. Sea R® el conjunto de las sucesiones de nimeros reales. Se
define en R la métrica uniforme como p((a,)en, (bn)nen) = SUp, {d(a,, b,)}. Verifique que
la métrica uniforme es efectivamente una métrica.

Decida si las siguientes funciones R — R® son continuas tomando en R la toplogia usual y
tomando en R® la topologia uniforme, la topologia producto y la topologia caja.

f(t)=(t,2t,3t,...) g(t)=(t,t,t,...) h(t)=(t,%t,%t,...)

Decida si las siguientes sucesiones convergen en R® con las topologias uniforme, producto y
caja.
@ (1,1,1,1,...),(0,2,2,2,...),(0,0,3,3,...),...
() (1,1,1,1,...,(0,3,3.5,...),(0,0,3,3,...),...
(i) (1,0,0,0,...),(5,3,0,0,...),(3,5,5,0,-..), ..

(iv) (1) 1) 0) OJ .. ')’(%’ %’0) O’ .. ')’(%’ %50, O’ .. ')) A

Calcule la clausura del conjunto de las sucesiones eventualmente cero con respecto a las
topologias uniforme, producto y caja.

Sean (X,,d,) espacios métricos. Pruebe que [ [,onX, con la topologia producto es metriz-
able.

d
Sugerencia: Considere d(x,y) = sup {M }

neN n
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Cocientes

(a) Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y una funcién continua. Pruebe que si
existe g: Y — X continua tal que f o g = idy, entonces f es un cociente.

(b) Dado A C X, una retraccidén de X sobre A es una aplicacién continua r: X — A tal que
r(a) = a para todo a € A. Pruebe que una retraccién es una aplicacién cociente.

Sea p;: R x R — R la proyeccion a la primer coordenada. Muestre que:

(1) si X = ({0} x R) U (R x {0}), entonces p;|y: X — R es un cociente cerrado pero no

abierto;

(i) siY = (Rsq xR)U(R x {0}), entonces p;|y: Y — R es un cociente que no es ni abierto

ni cerrado.

Sea Z el subespacio R x {0} U {0} x R de R x R. Definimos g: R x R — Z por la férmula

(x,0) x#0

g(x,y)= {(ij) =0

(i) ¢Es g un cociente? ¢Es g continua?

(i) Halle una base para la topologia cociente en Z inducida por g.

Sea G un grupo. Un G-espacio es un espacio topoldgico X junto con una accion. : GxX — X
tal que x — g-Xx es continua para todo g € G. Pruebe que los siguientes espacios topolédgicos

son G-espacios.

(i) X=R,G=Zylaaccibonesn-x =n+x.

(i) X=R% G=ZxZylaacciénes (n,m)-(x,y)=(n+x,m+y).

(iii) X =8", G =Z, = {£1} y la accién es =1 - x = £x.

(iv) X ={(x,y)eR?: —% <y< %}, G=Zylaaccibnesm-(x,y)=(m+x,(—1)"y).

Si X es un G-espacio, definimos una relacién de equivalencia ~; en X como sigue:

X~gy & JgeXtalquey=g-x.

Notamos X /G al espacio cociente X/ ~; y p: X — X /G a la proyeccién. Pruebe que p es

abierta, y que si G es finito entonces p es también cerrada.

(a) Pruebe que el espacio cociente R/Z (ejercicio| 21 | a)) es homeomorfo a S L

(b) Pruebe que el espacio cociente R?/Z x Z (ejercicio | 21

| b)) es homeomorfo al toro

Sl x s,

(c) Pruebe que el espacio cociente s2/ Z, (ejercicio| 21 | ¢)) es homeomeorfo a P2(R), el

plano proyectivo real.

Recuerde que el plano proyectivo real se define como el cociente de [0,1] x [0,1] por la relacién que

identifica (0, y) con (1,1— y) para todo y € [0,1], y (x,0) con (1 —x, 1) para todo x € [0,1]).

(d) Pruebe que el espacio cociente X /Z (ejercicio| 21 | d)) es homeomorfo a la banda de

Mobius.

Recuerde que la banda de Mobius se define como el cociente de [0,1] x [0, 1] por la relacién que identifica

(0,y) con (1,1 —y) para todo y € [0,1]).



TorPOLOGIA SEGUNDO CUATRIMESTRE 2026

Familias iniciales y finales

Pruebe que si f : X — Y es inyectiva y final entonces es subespacio.
Pruebe que si f : X — Y es suryectiva e inicial, entonces es cociente.

Sea X un espacio topoldgico con topologia 7, y sea & = {0, 1} el espacio de Sierpiriski, con
topologia {@, {0}, S}.

1. Pruebe que U C X es abierto si y sélo si 1 — y;;: X — & es continua, donde y; es la
funcién caracteristica de U.

2. Pruebe que la familia {y;: X — &}y, es inicial.

Sea k un cuerpo. Dotamos a k de la topologia cofinita. Pruebe que {p: k" — k},ex[x,,...x,] €5
una familia inicial para la topologia Zariski en k™.

Sea {f; : X — X;};¢; una familia inicial de funciones, y sea e : X — [ [ X; la funcidn evaluacidn,
definida por
e(x) = (fi(x))ier

Pruebe que e : X — Im(e) es abierta.

Decimos que {f;: X — X;},c; separa puntos de X si para todo x # y € X, existe i € I tal
que f;(x) # f;(y). Pruebe que {f;: X — X;},c; es un familia inicial para la topologia de X y
separa puntos de X siy slo si la funcién evaluacién e: X — [ [ X; es subespacio, donde [ [ X;
tiene la topologia producto.

SeaX = | [, X;, dotado de la topologia coproducto. Dada una familia de funciones {f;: X; —
Y}ies, existe una Unica f: X — Y tal que f o; = f; paratodoi € I, donde (;: X; —» X es la
funcién inclusion. Pruebe que {f;};c; es familia final si y s6lo si f es final.



