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Practica 1: Espacios topologicos

Ejemplos

[6]

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea Y C X. Muestre que
Ty ={UNY:Ue€r1}

es una topologia sobre Y. Llamamos a Ty la topologia inducida por T sobre Y o la topologia
subespacio.

Topologia cofinita. Sea X un conjunto. Pruebe que T ={U € X : X \ U es finito} U {&} es
una topologia en X.

Sean X un conjunto infinito, x, € X y T € & (X) el conjunto de partes de X con complemento
finito o que no contienen a x,. Muestre que T es una topologia y describa sus cerrados.

Sea Z el conjunto de todos los cerrados acotados de R en su topologia usual, junto con R.
Pruebe que existe una topologia en R para la cual & es el conjunto de todos los cerrados.
¢Esta topologia, guarda alguna relacién con la topologia usual?

Decimos que un subconjunto U de R? es radialmente abierto si su interseccién con toda recta
que pasa por uno de sus puntos es un abierto de ésta. Muestre que el conjunto de todos los
conjuntos radialmente abiertos de R? es una topologia sobre R? y comparela con la topologia
usual.

Espacios de Alexandroff. Sea (X, <) un preorden; es decir, un conjunto X junto con una
relacidn reflexiva, transitiva (y no necesariamente anti-simétrica) <. Un subconjunto U C X
se dice una seccion si, para cada u € U y x € X, se tiene que x < u implica x € U.

Pruebe que T = {U € X : U es seccién} define una topologia en X.

Construccion de topologias

Filtros de entornos. Sea X un conjunto. Un sistema de filtros de entornos & en X es una
funcién
F X ->P(PX), x—>F,

tal que:

. si x €X, entonces F, # J;

. six€EXyAEZ,, entonces x €A;

1
2
3.sixeX,Ae Z,yBeP(X)son tales que A C B, entonces B € Z,;
4. sixe€XyA BeZ,,entonces ANB € Z,;

5

. six €X yA€ Z,, entonces existe B € Z, talque BC Ay B € Z, para todo y € B.
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Pruebe que:
i Si(X, 1) es un espacio topolégico y para cada x € X definimos
F,.,={Ac P(X):existe U €7 tal que x e U CA},

entonces & es un sistema de filtros de entornos en X.

ii Si & es un sistema de filtros de entornos en X y definimos
T={A€ P(X):para todo x €A se tiene Ae Z,} U{D},

entonces T es una topologia sobre X.

iii Las construcciones de los items anteriores son inversas.

Operadores de clausura. Sea X un conjunto. Una funcién ¢ : 2 (X) — % (X) es un operador
de clausura en X si

(C1) c(@)=g;

(C2) siAe P(X), entonces A C c(A);

(C3) siAe #(X), entonces c(c(A)) = c(A);

(C4) siA, Be P (X), entonces c(AUB) = c(A) U c(B);

Pruebe que:
1. Si (X, 7) es un espacio topolégico, entonces la funcién
C:PX)->P(X), A—A

es un operador de clausura en X.

2. Sic: P (X)— P(X) es un operador de clausura en X, entonces el conjunto
T={UePX):c(X\U)=X\U}

es una topologia sobre X.

3. Las construcciones de los items anteriores son inversas.

IE| Sea X un conjunto y sea B C X. Pruebe que la funcién

AUBEeP(X) siA#@

crAeZX)- {@eg»(X) A=

es un operador de clausura en X. Describa los abiertos de la topologia correspondiente.
Extension simple. Sean X un conjunto, A € X y T una topologia sobre X. Pruebe que

A ={UU(VNA): U,V € 1} define una topologia sobre X. Llamamos a t* la extensién sim-
ple de T sobre A.
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Clausura, interior y frontera

Sea X un espacio topoldgico y sean A, B, (A,)qen € X. Pruebe las siguientes inclusiones y
decida cuales de ellas pueden ser estrictas:

* ANBCANB; ¢ LJ(:(EAA_OLg UaEAAa;
* ANB CANB cuando A es abierto; * Uperd® € Upend’y
* A\BCA\B; * (MNaerd)” S Naen s

Sean X un espacio topoldgico y A C X. Pruebe que:

¢« JA=ANX\A=A\A « A°=A\ DA
e X\JA=A"U(X \A); * AesabiertosiiANJA=Qy
e A=AUDJA; e Aes cerrado sii A CA.

Kuratowski. Sean X un espacio topoldgico y A € X. Tomamos la sucesiéon de subespacios
resultante de aplicar las operaciones de clausura y complementacién de manera alternada;

es decir, (A,AX NAXNAX\X NA,...).

Pruebe que la cantidad maxima de subespacios distintos de esta sucesién es 7 y encontrar
un subconjunto de R que realice esta cota. Considerar qué sucede si tomamos la sucesion
AXNAXNAX\XNA,...).

Sea X un conjunto equipado con la topologia cofinita. Describa el interior, la clausura y la
frontera de los subconjuntos de X con respecto a esta topologia.

El cuadrado ordenado. Considere el conjunto X =[0,1] x [0, 1] con la topologia del orden
lexicogréfico y determine la clausura y el interior de los siguientes subconjuntos de X.
* {(1/n,0):n €N},
{(1—1/n,1/2):neN},
{(x,0):0<x <1},
{(x,1/2):0< x <1},
{(1/2,y):0<y <1}

Sea X un espacio topoldgico. Pruebe que todo cerrado en X es la frontera de un subconjunto
de X si y solo si existe un subconjunto denso y con interior vacio Q C X.

Bases y sub-bases

Sea {T,}qen una coleccidn de topologias en X. Pruebe que (), T4 €5 una topologia en X.
¢Es | J,en T4 una topologia en X?

Topologia generada. Sea X un conjunto y ./ C #(X). Pruebe que existe una topologia
o(.«/) sobre X tal que:

* Todo elemento de .&/ es abierto para o(.«/); es decir, .« C o(.&).
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* Si T es una topologia sobre X tal que ./ C 7, entonces o(./) C 7.

En otras palabras, o(.«/) es la topologia menos fina que contiene a .« (la minima en el orden
dado por la inclusién). La topologia o(.«/) es la topologia generada por .«

Describa la topologia generada por .« = {{a}, {b,c},{d}} sobre el conjunto X = {a, b,c,d}.

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Para cada x € X, consideramos S, ={y €X:y <x}y

R,={yeX:y>x}.Sean & ={S,: x€X}yR ={R, : x €X}. Pruebe que & UZ es una
sub-base para la topologia del orden.

Sean X un conjunto totalmente ordenado con la topologia del orden e Y € X un subconjunto.
Muestre que la topologia del orden de Y no necesariamente concide con la topologia de Y
como subespacio de X.

Considere las siguientes colecciones de subconjuntos de R:

B ={(a,b):a,beR, a<b};
B ={[a,b):a,bER, a<b};
B’ =RBU{UN{::neN}:Ue B}.

Muestre que B, B’ y 8" definen bases para una topologia en R y compare las topologias
resultantes. Ademads, determine la clausura del conjunto {% :n € N} en cada caso.

El plano marcado. Sea z € R?, definimos el conjunto de entornos bésicos %8, € 2 (R?) como
aquellos de la forma {z} UD con D un disco centrado en z sin un nimero finito de rectas que
pasan por z.

Pruebe que B = J, g2 9B, es una base para una topologia en R? mas fina que la usual. {Qué
pasa si cambiamos “finitas” por “numerables” rectas?

La recta circular. Sea x € R \ {0}, definimos sus entornos basicos como los usuales. Un en-
torno bésico del 0 es un conjunto U = (—oo,—n) U (g, &) U (n, 00), para cualesquiera &€ > 0,
neN.

Pruebe que el conjunto % de todos los entornos basicos es una base para una topologia.
Describa la clausura de los subconjuntos de R con esta topologia.

Redes

Sea (X, T) un espacio topoldgico. Pruebe que las redes verifican las siguientes propiedades:

1. Si(x4)qen €s eventualmente constante, entonces (x,),cp converge a dicha constante.
2. Si (x4)qep converge a x, entonces toda sub-red de (x,),cp cONverge a x.

3. Si (x4)qep Verifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que converge a x, entonces
(x,)qep coOnverge a x.

4. Sean A un conjunto dirigido y, para cada a € A, sea I', un conjunto dirigido. Supong-
amos que para cada a € A se tiene una red (x;)ier, que converge a x* € X, y que
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ademds (x%),ecp converge a x € X. Considere ® =A x [ |
producto; es decir,

«en Iy ordenado por el orden

(a,(kplpen) = (@, (kp)pen) < a>a yks >k, VB €A.

Entonces la red (a, (kg)pep) — X converge a x.

Sea (X, T) un espacio topolégico. Pruebe que

A= {xeX: Axg)aer CA ¥y x4 — x}

Puntos de acumulacion. Si (x,),ex €s una red, decimos que x € X es un punto de acumu-
lacién de la red si, para todo A € Z,, el conjunto {a € A : x, € A} es cofinal en A. Pruebe
que x es un punto de acumulacion de la red si y sélo si existe una subred de (x,),ex que
converge a x.

Sugerencia: para probar =), considere como conjunto dirigido el formado por los pares (a,U) con a € Ay U un

entorno (abierto) de x que contiene a x,.

Funciones continuas

Sean X,Y espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién. Pruebe que las siguientes condi-
ciones sobre f son equivalentes:

1. f es continua.
2. Paratodo x € X y para todo A € ¢, existe B € Z, tal que f(B) CA.

3. Para toda red (x,),ep € X convergente a cierto x € X, la red (f(x,))q.en converge a
f ().

4. Para todo A C X se tiene f (Z) C m

5. Si & es base para la topologia de Y, entonces f ~1(B) es abierto en X para todo B € 4.

6. Si & es una sub-base para la topologia de Y, f ~1(S) es abierto en X para todo S € &.

Sean X un espacio topolégicoy E € X. Sea yy : X — R la funcion caracteristica de E. Pruebe
que yg es continua en x siy s6lo si x no pertenece a la frontera de E.

1. Sean X,Y conjuntos ordenados con la topologia del orden. Pruebe que si f : X — Y es
biyectiva y preserva el orden, entonces f es un homeomorfismo.

2. Sea X = (—00,—1)U[0,+00) con la topologia euclidea. Definimos f : X — R por:

f(x)={x+1 six <—1
x

six>0

Pruebe que f es biyectiva y preserva el orden. ¢Es f un homeomorfismo?

Sea Y un conjunto ordenado con la topologia del orden. Sean f,g : X — Y funciones con-
tinuas.

1. Pruebe que el conjunto {x € X : f(x) < g(x)} es cerrado en X.
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2. Sea h : X — Y la funciéon h(x) = min{f (x), g(x)}. Pruebe que h es continua.

Lema del Pegado. Sea f : X — Y una funcién continua entre espacios topoldgicos. Sea

{A,}ac.y una colecciéon de subconjuntos de X tal que X = U A,. Supongamos que f|, es

. ac.of
continua para cada a € .«/.

1. Pruebe que si cada A, es abierto, entonces f es continua.

2. Pruebe que si ./ es finito y cada conjunto A, es cerrado, entonces f es continua.
3. Encuentre un ejemplo donde ./ =N, cada A, es cerrado, pero f no es continua.
4.

Una familia {A,},c se dice localmente finita si para cada x € X existe un abierto
UCX, xe€U,tal que UNA, # @ s6lo para finitos valores de a. Muestre que si la
familia {A,} ey €s localmente finita y cada A, es cerrado, entonces f es continua.

Un morfismo de predrdenes f : (X,<x) — (Y,<y) es una funcién f : X — Y tal que, para
todo x,x’ € X, se tiene que x <y x’ implica f (x) <y f(x’).

Pruebe que una funcidén f : X — Y es morfismo de predrdenes si y sélo si es continua con sus
topologias de Alexandroff.



