ALGEBRA LINEAL
PRIMER CUATRIMESTRE 2024
SOLUCIONES DEL PRIMER EXAMEN PARCIAL

Ejercicio 1. Sean k un cuerpo y V, W dos k-espacios vectoriales de dimensién finita. Decida si las si-
guientes afirmaciones son verdaderas o falsas, exhibiendo una demostracién o un contraejemplo segin
corresponda:

(a) Sean = dim(V).SiS esun sistema de generadores para V, entonces todo subconjunto 7" C S de
cardinal 7 es una base de V.

(b) Sea7': V — W una transformacidn lineal, y sean xy, ..., 5, € V. Si {7 '(x1),..., T'(xz)} es lineal-
mente independiente, entonces {x, ..., x;} es linealmente independiente.

Solucion. El item (a) es falso. Por ejemplo, el conjunto S = {(1, 0), (0,1), (2, 0)} genera a R?, pero sin
embargo el subconjunto 7" = {(1, 0), (2, 0)} de cardinal 2 = dimg R no es una base de R. El ftem (b)
es verdadero: si a;x) + - - - agx;, = 0 para ciertos escalares ;, . ..., 2 € k, aplicando 7" se obtiene que

0= T(O) = T(alxl + - akx/e) = T(xl) + .- L‘ékT(xk).

Por lineal independencia de {7'(x1), ..., T'(xz) }, deben ser2; = - - - = 2; = 0. Esto muestra que no hay
combinaciones lineales no-triviales de {xy,...,x;} que tengan por resultado a 0, demostrando asi que
este tltimo conjunto es linealmente independiente. |

Ejercicio 2. SeanV = {p € Rs[X] : p(1) = p'(1) =0}, W =R, [X],y T: V — W la transforma-
cién lineal dada por T'(p) = p””’. Exhiba bases B de Vy B’ de W tales que

1 1
|T|gp =0 1
0 0

— o O
==l

Solucion. El ejercicio es similar al Ejercicio 21 1) de la préctica 3. Antes de comenzar, enfatizamos que
no hay una tinica solucién: cualquier eleccién de bases By B” que cumplan la condicién del enunciado
responderd satisfactoriamente lo pedido.

Que existan bases B = {py, po, p3, pay de Vy B" = {q1, 42, 93} de R<2[X] tales que |T'|pp seala
matriz del enunciado, recordando que la 7-ésima columna de | 7|z es (T'(p;))p’, equivale a conseguir
conjuntos linealmente independientes {p1, p2, p3, p4} € Vy{q1, 92,93} € R<2[X] que cumplan:

T(p1) =q
T(p2) =q+q2
T(p3) =g
T(ps) =0

Esto nos dice que p4 debe pertenecer a ker(7'), que g1 y ¢3 estén determinados por ser la imagen de p; y
p3yqueqs = T(p2)—q1 = T(p2) = T(p1) = T (p2—p1). En particular, la base B” estard completamente

determinada por B. Podemos proceder, entonces, como sigue:



Paso 1. construir una base B = {p, p2, p3, ps} tal que p4 € ker(7T);

Paso 2. definir B” = {T'(p1), T(p2 — p1), T(p3)} y probar que es base, para lo cual, por dimensién, basta
ver que este conjunto es linealmente independiente.

En primer lugar, buscamos una mejor descripcién del espacio vectorial V en términos de una base;
luego la modificaremos para que contenga un vector de ker(7') si es necesario. Hay varias formas de hacer
esto; por ejemplo alguna delas siguientes dos, “a mano” o utilizando algunas observaciones vistas en clase,
respectivamente:

(1) considerar un elemento arbitrario p = 2 + bX + cX? + dX> + eX* + fX°, y plantear las ecuaciones
p(1) =0yp'(1) =0.Estodicequea+b+c+d+e+f =0yqueb+2c+3d+4e+5f =0.
Luego b = —=2¢ —3d — 4e — 5[y

a=-b—c—d-e—f=—(-2c-3d—4e-5f)—c—d—e—[f=c+2d+3e+4f.
Por lo tanto
p=c+2d+3e+4f + (=2c = 3d — 4e — SP)X + X* +dX° + eX* + fX°
=c(1-2X+XH)+d2-3X+X°) +e(3 - 4X + X*) + f(4—5X + X°)

yasiV=(1- 2X+X%2-3X+X33-4X+ X% 4-5X +X°). Como polinomios de distintos
grados dos a dos resultan linealmente independientes, mds atn By = {1 — 2X + X 223X +
X33 - 4X+X*%4-5X+X}esbasede V.

(1) Recordar que {LX — 1, (X —=1)% (X - 1), (X = 1)% (X — 1)} es base de R<s[X], ya que estos
son 6 polinomios linealmente independientes —pues tienen distinto grado dos a dos. Como hemos
observado en clase, su base dual {do, dy, ..., 95} estd dada por

1 ;
%(p) = = - p ().
En estos términos,

V= {peRes[X] : p(1) =p/(1) = 0} = {p € Res[X] : 0o(p) = 0,31 (p) = 0}
= (9, )° =((X - 1% (X -1)°, (X - D* (X - 1))

Nuevamente utilizando que polinomios de grados distintos dos a dos son linealmente indepen-
dientes, se obtiene que By = {(X — 1)%, (X —1)3, (X = 1)% (X = 1)°} esbase de V.

De aqui en mds consideraremos labase By = {(X—1)%, (X -1)3, (X -1)%, (X-1)°} pero la opcién (1)
o cualquier otra se puede utilizar de forma similar. El siguiente paso es obtener un elemento de ker(7")
para extenderlo a una base de V. En nuestro caso' ya tenemos un tal elemento que forma parte de By;
concretamente, p4 := (X — 1) € ker(7") pues tiene grado 2 y T consiste en derivar tres veces.

"Para una base arbitraria By = {fi, /2, /3, f4} de V, se pude plantear la ecuacién 0 = T'(afi + bf2 + of3 + dfy) = af]”" +
bfz' i 3’ "y df4' "'y de alli obtener un sistema de ecuaciones lineales para 4, 4, ¢, d que permite describir ker(7") en términos
de generadores. Luego, tomamos un elemento alli y extendemos a una base B de V ayudindonos de la base By dada. También

se puede calcular una base de ker(7T') sin depender de Bo; ver el final de la solucién.



Formamos entonces una base que tenga a p4 en el Gltimo lugar. Una opcién es B = {(X —1)3, (X —
1)*% (X = 1)%, (X = 1)?}. Ahora definimos, siguiendo el paso 2,

B ={T((X-1%,T((X-D*- (X -1, T((X -1)°)} = {6 24X — 30,60(X —1)?},

y para terminar el ejercicio es suficiente ver que es base. En este caso, los polinomios tienen distinto grado
dos a dos asi que ya hemos terminado.

Hasta aqui la resolucién del ejercicio exhibiendo bases By B” concretas. Concluimos la resolucién
con algunas observaciones generales.

En el paso 2, si construimos B como en el paso 1, el conjunto B” determinado por B siempre serd base.
En particular, el procedimiento dado siempre funciona y no dependemos de haber elegido B de alguna
forma conveniente, siempre y cuando contenga un vector de ker(7") en el tltimo lugar.

Antes de demostrar este hecho, observemos primero que ker(7) tiene dimensién 1. En efecto: si
P € ker(T), entonces el grado de p es menor o igual a 2, de forma que p = 4 + bX + cX?. Por otro lado,
comop € V,debesera + b+ c =0y b+ 2c = 0; calculando se obtiene ker(7) = (1 — 2X + X?).

Sean ahora B = {pi, p2, p3, p4} una base de V tal que ps € ker(7'),ysea B’ = {T(p1), T(p2 —
1), T(p3)}. Veamos que B’ es linealmente independiente. Si tenemos o, £, ¥ € R tales que

0=2aT(p1) +BT(p2— p1) +yT(p3) = T(api +L(p2 — p1) +yp3) = T((a = B)p1 + Bp2 + yp3)s

entonces (o — B)p1 + Bp2 + yp3 € ker(T). Como dimker(7T") = 1,y p4 € ker(T') \ {0}, luego ker(T") =
(pa). Existe entonces 7 € R tal que

(e = B)pr+ Bp2 + yp3 + 7ps = 0.

Por lineal independenciade B,esy = y = 8 = 0ya = f, luego « también es nulo. Esto concluye la
observacién y, con ello, la resolucién del ejercicio. O

Ejercicio 3. Seank un cuerpoy f: V — W una transformacién lineal entre dos k-espacios vectoriales
de dimensién finita. Sea B una base de W. Probar que:

(a) existen @y,..., @, € VY tales que (£(x))g = (@1(x), ..., Pm(x)) paratodox € V.
(b) ker(f) = [ | ker(g).
=1

(c) f es un monomorfismosiy sélosi V¥ = (@y,..., @).

Solucion. Comenzamos por (a). Sea m := dim W yBV ={¥1..., ¥} labase dual a B. Recordemos que
para todo w € W se tiene que

(w)B = (1#1(10), cees %m(w))

Aplicando esto a w = £ (x) para un vector x € V dado, se obtiene

(F@)s = af (%)), Y (f (x))).

Definimos entonces @; := ¢; o f paracadaz € {1,..., m}. Asi,

(f(x))B = (?1(95): ) ?m(x))



Notar que cada funcién @; es una transformacién lineal, pues /'y cada funcién ¢; lo son, y la composiciéon
de transformaciones lineales es lineal. Esto concluye la prueba de (a).

Pasamos ahora a (b). Un vector x € V pertenece a ker(f) siy sélo si f(x) = 0, lo cual sucede equi-
valentemente cuando (f(x))z = 0. Usando (a), es decir, que (f(x))p = (@1(x), ..., @ (x)), obtenemos
entonces que x € ker(f) siy sélosi @;(x) = 0 paratodo7 € {1,..., m}. En consecuenciax € ker(f) siy
sélosix € N7, ker(g;); es decir, se tiene que ker(f) = N2 ker(g;).

Por dltimo, hacemos (c). Recordemos que si @ € V", entonces (¢)° = ker(@) y de igual modo
(@) = ker(p)°. Laigualdad del item (b) se puede interpretar entonces como

Ker(£) = [ Jker() = [ J(@° = ({@1) + - + ()" = (@1, )"
=1 =1

Ahora bien, la transformacién lineal f serd monomorfismo si y sélo si ker(f) = 0; en términos de la
anterior igualdad, esto sucederd si y sélo si {@y,..., @,,)° = 0. Tomando anuladores, llegamos a que
ker(f) = 0siysélosi{@y,..., @n) = V¥, lo cual establece la equivalencia pedida en (c). O

Ejercicio 4. Dado 7 € N, calcule el determinante de la matriz M () € R**” definida como M (n);; =
min{z j},

1111 - 1
1222 - 2
123 3 -+ 3

Mn)=11 2 3 4 ... 4
1 23 4 - n

Solucion. Comenzamos calculando algunos casos para 7 pequefio. Si # = 1, entonces M (1) = (1) y
det M(1) = 1. Sin = 2, entonces

1 1
M(Z)_(l 2)
yentoncesdet M(2) =1-2-1-1=2-1=18in=3,465,es

1 1 1 11
1 1 1 i ; ; ; 1 2 2 2 2
M@B)=|1 2 2|, M(4) = , M(@GB)=[1 2 3 3 3

1 2 3 3
1 2 3 12 3 4 1 2 3 4 4
1 2 3 4 5

No hay una tinica forma de proceder; a continuacién describimos sélo una de ellas —en linea con el
clculo del determinante de 4;; = max{7 ;} visto en clase— pero hay muchas otras.

Un patrén a observar es que los cambios entre una columna y la siguiente siempre suceden por debajo
de la diagonal. En particular, si # > 2,la # — 1-ésima y n-ésima columna de M (%) son

1 1

M(”)en—l = 5 M(”)gn = 5
n—1 n—1
n-—1 n



y sdlo difieren en un tinico nimero. Luego su resta es

M(n)en — M(n)en—1 = M(n)e,-1 =
0
1

En consecuencia, como el determinante es invariante por operaciones de columnas,
det M(n) = det | M (n)ey |-+ | M(n)e,—1 M(n)en)

=det | M(n)er |- | M(n)e,_1| M(n)e, — M(n)en_l)

0
1

0
=det | M(n)ey |- | M(n)e,—1 )

Desarrollando por cofactores con respecto a la tltima columna, se obtiene
det M(n) = (=1)"*"" det M (n —1) = det M (n - 1).

Inductivamente® se sigue que det M (%) = 1 para todo 7. Para concluir ilustramos el argumento de la
demostracién en un ejemplo, donde 7 = 4:

1111 111 1-1 1110 A
122 2| 122 2-2] |1 220 ,
e PP e PP TS b PP R detiii
12 3 4 123 4-3 123 1
111 11 1-1 110
—det|1 2 2|=dec|1 2 2-2|=dec|1 2 0
123 12 3-3 121
343 4 (11
= (-1 dec| | | =decr(2) =1,

*Mds formalmente: hemos probado que det M (1) = 1y quessi z > 1, entonces det M (# + 1) = det M (). Por lo tanto, la
afirmacion det M (k) = 1es cierta parak = 1,y sies cierta parak = nloes parak = n + 1.



