CALCULO AVANZADO
PRIMER CUATRIMESTRE 2026
SOLUCIONES DEL PRIMER EXAMEN PARCIAL

Ejercicio 1. Decidir si el conjunto Z = {(a,)n>0 € N0 : a,49026 < @, (V1 € Ny)} es numerable.

Demostracion. Veremos que Z es efectivamente numberable. Ya sabemos que es infinito, ya que
por ejemplo contiene a las sucesiones constantes, asi que concentraremos nuestros esfuerzos
en ver que #Z < X,.

Consideremos D = {(a,)y=0 € N0 : a,,1 < a,}. Si a = (a,),=0 € Z, entonces para cada
r €R:={0,...,2025} la sucesién a” := (ayp26n+r >0 de indices congruentes a r médulo 2026
de a es un elemento de D. Esto es porque para cada n > 0,

r - - — r
Ay 1 = A2026(n+1)+r = A2026n+r+2026 <= A2026n+r = Ay

Por lo tanto, la funcién
j: Z—)D2026, j(a):(ao’.“,aZOZS)

esta bien definida. Afirmamos mas atin que j es inyectiva. En efecto, si a, b € Z son sucesiones
distintas, entonces difieren en cierta coordenada j, € N, que, por algoritmo de division, puede
escribirse como 2026n, + ry para ciertos ny > 0 y ry € R. En consecuencia a’ y b’ difieren
en el lugar n, lo cual nos dice que a’ # b". A su vez esto tltimo implica que j(a) y j(b) son
tuplas distintas, ya que difieren en la ry-ésima coordenada, probando asi que j es inyectiva.
Hemos visto hasta aqui que #Z < #(D?°?°). Para terminar veremos que D es numerable, de
lo que se deducira finalmente que #Z < N%O% = N,.

Observemos que una sucesion a € D tiene Unicamente finitos términos n para los cuales
a,.1 < a,: en caso contrario, se tendria una subsucesién (anj )j>o estrictamente decreciente, y
luego

ay, < apy—j (Vj=0).

Esto es absurdo pues tomando j suficientemente grande (por ejemplo j = 2a, ) nos diria que
a toma valores negativos. Hemos visto entonces que para toda a € D, el conjunto dec(a) =
{j €J : aj;1 <a;} es finito. Por lo tanto, si para cada S C N finito escribimos

Dg ={a €D :dec(a) =S}

y notamos Z;,(N) = {S c N: S es finito}, entonces

p= |J bs

SE€Pn(N)

Como ya sabemos que %%,(N) es numerable!, esto reduce el problema de probar que D es
numerable a probar que dado un conjunto finito S C N el conjunto Dg es numerable.

Para probar que Dg es numerable hacemos la siguiente observacién: si dada a € Dg, cono-
cemos el valor a, inicial, y conocemos cudnto decrece de a, a a,,; para cada j € S, entonces
conocemos la sucesién en su totalidad. Por lo tanto, la funcién

@:Dg — N x N5, ¢(a) = (ag, (@511 — as)ses)

es inyectiva y #Dg < ¥ X Ngés =¥X,. O

'Esto puede verse, por ejemplo, notando que es infinito y que la igualdad &, (N) = | J,», Z({1,...,n}) lo
exhibe como unién contable de conjuntos contables.



Ejercicio 2. Sea (R?,d) la estructura usual de espacio métrico de R?, es decir, d(x,y) =
llx —yllo, y sea § = {C € R?: C es cerrado, acotado y no vacio}. Pruebe que

dy:§xF— R, dy(AB)=mix {supd(a,B), supd(b,A)}
acA beB

define una métrica en §.

Demostracion. Por definicidén dj; resulta simétrica. Veamos que si tenemos A, B € § tales que
dy(A,B) = 0, entonces A = B. Un maximo (resp. supremo) de un conjunto de niimeros no
negativos es 0 Unicamente si el conjunto consiste sélo del 0. Se sigue de esta observacién que
para cada a €Ay b € A debemos tener que d(a,B) = 0y d(b,A) = 0. Por lo tanto a € B para
todoa €Ay b € A para todo b € B; es decir AC By B C A. Como tanto A como B se suponen
cerrados, las anteriores contenciones se leen A C B y B C A, lo cual nos dice finalmente que
A=B.

Para terminar probamos la desigualdad triangular. Debemos ver, dados A,B y C en §, que
dy(A,B) < dy(A, C)+d(C,B). Por definicién de maximo esto equivale a ver que sup,c4 d(a,B) <
dy(A, C)+dy(C,B) y suppep d(b,A) < dy(A, C)+dy(C,B). En estas desigualdades Ay B cum-
plen roles simétricos, por lo que sin pérdida de generalidad podemos probar tinicamente la
primera de ellas.

Por definicién de supremo, tendremos que sup,c4 d(a, B) < dy(A, C)+dy(C,B) siy sdlo si
dy (A, C) + dy(C, B) es una cota superior para el conjunto {d(a, B) : a € A}. Fijemos entonces
a € Ay veamos que d(a,B) < dy(A,C) + dy(C,B). Para cada b € By ¢ € C, la desigualdad
triangular para d nos dice que

d(a,b) <d(a,c)+d(c,b),
y tomando infimo en b € B a ambos lados de la desigualdad anterior tenemos que
d(a,B) <d(a,c)+d(c,B) <d(a,c)+dy(C,B).
Ahora tomando infimo en ¢ € C en los extremos de esta ultima desigualdad, resulta que
d(a,B) <d(a,C)+dy(C,B) < dy(A,C)+dy(C,B),
lo cual concluye la prueba. O

Ejercicio 3. Consideremos la métrica en M,R dada por d,(A,B) = 21.2:1 ij.zl |A;j—B;j|. Pruebe
que el conjunto
U={AeMR:det(A+A) > Ay, }

es abierto en (M,R,d,).

Demostracion. Como dados 1 <1i,j < 2setiene que |A;;—B;;| < d;(A, B), lafuncién ¢;;: MyR —
R, ¢;;j(A) = A;; es Lipschitz y en particular continua. De aqui se sigue entonces que

e: MoR > RY, e(A) = (A11,A12,A51,A%).

es continua. Si escribimos det(A+ A") —A;; en términos de los coeficientes de una matriz A,
esto resulta de la forma

P(A11,A12,A51,A5) = (poe)(A)

con p: R* — R dada por un polinomio? que no depende de A. En particular p o e es continua.
Por tltimo, como U = (poe)~(—00, 0) es preimagen de un abierto por una funcién continua,
resulta abierto en M,R. O

2En concreto, p = 4X1 X0, — (Xqp + X51)* — X 13-



Ejercicio 4. Sea (X,d) un espacio métricoy f: X — [0,1] una funcién. Consideramos en
X x [0,1] la métrica d’((x, t), (y,s)) = max{d(x, y), |t —s|}. Pruebe que si

Gy ={(x,f(x))€X x[0,1]: x €X}
es cerrado en (X x [0,1],d’), entonces f es continua.

Solucion. Queremos ver que si x,, — x en X entonces f(x,) — f(x) en [0,1]. Es suficiente
ver que dada una subsucesion (f (x,, ))i>1 de (f (x,)),>1 existe una subsucesién (f (x,, ))j>1
]

convergente a f(x). Fijemos una tal subsucesién (f (xy, ))i>1, que al pertenecer a [0, 1], ne-
cesariamente tiene una subsusecion (f (x,, ));>1 que converge a cierto limite {. Resta ver que
)iz

¢ = f(x). A continuacién podemos considerar la sucesién ((xp, ,f(xs, )))p=1 € Gs. Como
J J

d’'((x,t),(y,s)) = méax{d(x, y), |t —s|}, sabemos que una sucesién (a,, t,) en X x [0,1] tiende
a(a,t)siysolosia, »ayt,—t,yporlo tanto

G £ G ) = (6, 0).

Dado que Gy es cerrado, debe ser (x,{) € Gy; es decir £ = f(x) como queriamos probar. [



