Calculo Avanzado
Primer cuatrimestre — 2026
Practica 2
Espacios métricos

Ejercicio 1. Sean d;, d,, ds, d4, d5: R x R — R las funciones dadas por:

di(x,y)=(x—y)?, da(x,¥) =/ Ix—yl,

ds(x>.y):|x2_y2|) d4(x7}’):|x_2.)’|:
|x — y]

de = —————.

> 1+ |x—y|

Decidir cudles de ellas son métricas en R.

Ejercicio 2. Sean d;, d,, d, : R" x R"™ — R dadas por

n n 1/2
dl(X,Y)=Z|xi—J’i|: dz(X,J’)Z(Z(xi—J’i)Z) s
i=1

i=1
doo(x,y) = sup |x; —yl
1<i<n
para cada (x,y) € R" x R™.
(1) Probar que estas funciones son métricas.

(11) Para n =2, dibujar las bolas abiertas B;(0) de centro 0 € R? y radio 1.

Notar que la métrica d, del Ejercicio 2 es la métrica usual de R". En adelante, a menos que se
indique una métrica diferente, supondremos que R" tiene dicha métrica.

Ejercicio 3. Sea X un conjunto y sea d: X x X — R la funcién dada por

1 six#y,
0 en caso contrario.

d(x,y)= {
Verificar que d es una métrica, y hallar los abiertos de (X, d).

NoOTA: la métrica 6 se llama la métrica discreta en X.
Ejercicio 4. Sea p € N un primo fijo, y sea N: Z — R dada por
27" sipt|ayp™ta;
N(@) = tp layp™ 4
0 sia=0.
Sea d: Z x Z — R dada por d(a, b) := N(a— b). Probar que (Z, d) es un espacio métrico.

Ejercicio 5. Sean £°° = {(a,),en € RY : sup|a,| < 00}y d: £>° x £°° — R dada por
neN

d(a,b) = sup |an - bnl: (a= (an)neN: b= (bn)neN)-

neN

Probar que (£°°,d) es un espacio métrico.



Ejercicio 6. Dados nimeros reales a < b, sea C[a, b] el conjunto de todas las funciones de [a, b]
en R que son continuas. Pruebe que las siguientes funciones definen métricas sobre C[a, b]:

b
di(f,8) =/ |f () —g(x)ldx, deo(f,8) = Stlpb] If () — g ()l
a x€la,
N o / __dx,y)
Ejercicio 7. Sean (X, d) un espacio métricoy d’(x,y) := ———.
1+d(x,y)

(1) Probar que d’ también es una métrica en X, que satisface 0 < d’(x, y) < 1 para todos x, y € X.

(11) Probar que un subconjunto A C X es abierto para la métrica d si y solo si lo es para la métrica
d’.

(111) Deducir que una sucesion (x,),ey C X converge a un punto x con la métrica d si y sélo si
también converge a x con la métrica d’.

Ejercicio 8. Sean (X;,d;) vy (X5, d5) espacios métricos. Consideremos el conjunto X; x X, y la apli-
cacion d: (X; x X5) x (X7 x X5) — R dada por d((xq, x3), (¥1,¥2)) = d1(x1, y1) + da(x2, ¥2)-

(1) Probar que d es una métrica en X; x X,.

(11) Probar que en el espacio métrico (X; x X,,d) se cumple que una sucesion ((a,, b)),y cON-
verge a un punto (a, b) si y sélo si converge en cada coordenada, es decir, siy sélo si a, — a
en (X;,d;) y by, = b en (X3, dy).

. o . .7 . R (e ]
Ejercicio 9. Sean (X, d,),ey Una sucesién de espacios métricos y X = [ | 1—1Xn su producto carte-
siano. El objetivo de este ejercicio es construir una métrica para X en la cual la convergencia de una
sucesion equivalga a la convergencia en cada coordenada.

() Supongamos primero que todos los X,, tienen didmetro menor o igual que 1, es decir, que
d,(x,y) <1paratodon €Ny x,y €X,. Dados dos elementos x = (X, )hex € ¥ = (¥Vn)nen €N
X, definimos

o
dn(Xn, Yn)
y) = 3 el )
2n
n=1
Probar que d es una métrica en X.
(i) Sea x!,x2,x3,... una sucesién de puntos de X, es decir, cada x* es una sucesién (x’l‘,xlz‘, o))

en la cual xff € X,, para cada n € N. Sea x = (x,,),ey Un elemento de X. Probar que, con la
métrica d definida en el item anterior, se tiene que x* — x en X si y sélo si para todo n € N
se cumple que x,’f — x, enX,.
(111) Mostrar cdmo se puede reducir el caso general (es decir, sin tener la hipétesis diam(X,,) < 1
para cada n) al caso ya resuelto en el primer item.
Ejercicio 10. Sea (X, d) un espacio métrico.
() Probar que si (F;);c; es una familia de subconjuntos cerrados de X, entonces [ ,; F; es cerrado.

F: es cerrado.

(11) Probar que si Fy, ..., F, son subconjuntos cerrados de X, entoncesU;.l:1 i

Ejercicio 11. Sea (X, d) un espacio métrico y sean G C X abierto y F C X cerrado. Probar que F \ G
es cerrado y G \ F es abierto.

Ejercicio 12. Sean (X, d) un espacio métrico y A, B C X.

(1) Probar las siguientes propiedades del interior de un conjunto:



(@) A°={xeX:3r>0tal que B(x,r) C A};

(b) A es abierto siy sélo si A° = A;

(@ 0°=0yX°=X;

(d) siAcC B, entonces A° C B°;

(e) (ANB)° =A°NB°, ése puede generalizar esta propiedad a una interseccién infinita?
() (AUB)° > A°UB?®, ¢vale la igualdad?

(11) Probar las siguientes propiedades de la clausura de un conjunto:
(a) Aes cerrado siy solo si A=A
ONEL yX =X;
(c) ACB=ACB;
(d) AUB C AUB, ¢se puede generalizar esta propiedad a una unién infinita?
(e) ANB CANB, ése puede generalizar esta propiedad a una interseccién infinita?

(f) x €Asiy sélo si existe una sucesién (x,, ),y de elementos de A tal que x,, — x.
(111) Probar las siguientes propiedades que relacionan interior y clausura:

(@) (X\A=X\A;

() X \A=X\A%;

(c) ¢son ciertas las igualdades A =A° y A° = (A)°?
(1v) Probar las siguientes propiedades de la frontera de un conjunto.

() IA=ANX\A;

(b) JA es cerrado;

(0 dA=0(X\A);

Ejercicio 13. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados a € X y r > 0, se define la bola cerrada de
centro a y radio r como el conjunto

B(a,r)={xeX :d(a,x) <r}.

(1) Probar que B(a,r) es un conjunto cerrado y contiene a B(a, r).

(11) Dar un ejemplo de un espacio métrico y una bola abierta B(a, r) cuya clausura no sea la bola
cerrada B(a,r).

Ejercicio 14. Sean (X,d) un espacio métrico, p un punto de X y a, b ntimeros reales tales que
0 < a < b. Probar que:

(1) {xe€X:a<d(x,p)< b} es abierto;
() {xeX:a<d(x,p)< b} escerrado.

Ejercicio 15. Sean (X, dy) e (Y, dy) dos espacios métricos y consideremos al conjunto X x Y dotado
de la métrica d definida en el Ejercicio 8. Probar que siAC X y B C Y, entonces:

(1) (AxB)°=A° xB°;
(1) AxB=AxB.

Ejercicio 16. Sea (X, d) un espacio métrico, y sean A,B C X.



(1) Probar las siguientes propiedades del derivado de un conjunto:

(a) A’ es cerrado;

(b) siAcC B entonces A’ C B’;
() (AuB)Y =A'UB/;

(d) A=AUA’;

(e) (A) =A'.

(11) Probar que x € X es un punto de acumulaciéon de A C X si y solo si existe una sucesion
(xp)peny CAtal que lim x, = x y x,, # x para todo n € N.
n—,oo

Ejercicio 17. Hallar interior clausura, frontera y conjunto derivado de los siguientes subconjuntos
de R. Determinar cudles son abiertos o cerrados.

[0,1] 0,1) Q Qnlo,1] zZ [0,1)u{2}.

Ejercicio 18. Caracterizar los abiertos y los cerrados de Z considerado como espacio métrico con la
métrica inducida por la usual de R.

Ejercicio 19. Probar que toda coleccién de conjuntos abiertos disjuntos de R", con la métrica usual,
es a lo sumo numerable. Dar un ejemplo de coleccidon de conjuntos cerrados disjuntos que no sea
numerable.

Ejercicio 20. Sea 8 :={B(q,r) CR": q € Q",r € Q.}. Probar que si U C R" es abierto y x € U,
existe Be B talquex €B CU.

Ejercicio 21. Sea S C R" con la métrica usual. Un punto x € R" es un punto de condensacion de S si
para todo r > 0, se tiene que B(x,r)NS es no numerable. Probar que si S es no numerable entonces
existe un punto x € S de condensacién de S.

Ejercicio 22. Sea S ¢ R", con la métrica usual. Probar que el conjunto de puntos aislados de S es
contable.

Ejercicio 23. Sea (X,d) un espacio métrico, sean (x,),en € (¥n)neny dos sucesiones en X, y sean
x,y€X.

(1) Probar que si nl_l)rrolo X, =Xy nll)rgo Yo =Y, entonces nll)ngo d(x,, y,) =d(x,y).

(1) Probar que si (x,)nen € (Vn)nen son sucesiones de Cauchy, entonces la sucesién de nimeros
reales (d(x,, Yn))nen €S cONvergente.

Ejercicio 24. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que un subconjunto A C X es un conjunto Gg
si es la interseccién de una familia numerable de abiertos de X, y que es un conjunto F, si es la
unién de una familia numerable de cerrados de X.

(1) Probar que el complemento de un conjunto Gg es un conjunto F,,.
(1) Probar que el complemento de un conjunto F, es un conjunto Gg.
(111) Probar que todo cerrado es un conjunto Gg y todo abierto es un conjunto F,.

(1v) (a) Encontrar una familia numerables de abiertos de R cuya interseccién sea [0, 1). [dem
para [0,1].
(b) Encontrar una familia numerable de cerrados de R cuya unién sea [0, 1).

(c) éQué conclusién puede extraerse de estos ejemplos?
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Ejercicio 25. Sea (X, d) un espacio métrico. Si A C X es no vacio y x € X, se define la distancia de x
a A como
d(x,A) =inf{d(x,a) : a € A}.

Probar las siguientes afirmaciones:
(1) six, y €X, entonces |d(x,A)—d(y,A)| <d(x,y).
(11) six €A, entonces d(x,A) =0;
(i) d(x,A) =0 siysélosix €A,
(1v) para cada r > 0, el conjunto B(A,r) = {x € X : d(x,A) < r} es abierto.
(v) para cada r > 0, el conjunto B[A,r] = {x € X : d(x,A) < r} es cerrado.

Ejercicio 26. Sea (X,d) un espacio métrico. Si A, B C X son subconjuntos no vacios, se define la
distancia entre Ay B como
d(A,B) =inf{d(a,b):a €A, b € B}.

Determinar si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
(0 d(A,B)=d(A,B);
(1) d(A,B)=0siysélosiANB # §;
(1) d(A,B) =0 siy s6lo siANB # ;

(1v) para todo C € X no vacio se tiene que d(A,B) < d(A,C)+d(C,B).



