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Ejercicio 1. Mostrar que en un cuerpo totalmente ordenado y arquimediano las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) toda sucesion acotada tiene una subsucesion convergente;
(b) toda sucesién de Cauchy es convergente;

(0) si(I,).>1 es un encaje de intervalos cerrados cuyas longitudes tienden a cero, entonces existe
s oo
un tnico x € ()21 I;

(d) todo conjunto acotado superiormente y no vacio tiene supremo;
(e) toda sucesién monotona y acotada superiormente tiene supremo.
¢{Donde se usa la arquimedianidad?
Ejercicio 2. Sean x,y € Ry r,s € Q. Probar que:
(1) si y —x > 1, entonces existe un entero k tal que x <k < y.
(1) six <y, entonces existeq € Q talque x <q < y.
(1) sir > s, entonces existe un nimero irracional entre r y s.
(1v) si x <y, entonces existe un nimero irracional entre x e y.

Ejercicio 3. Probar que para cada x € R existe una sucesion (q,,),ey C Q estrictamente decreciente
tal que q,, = x para todon € Ny lim,_,, g, = X.

Ejercicio 4. Sean x = (xq,...,x,,) € R™y ¢ > 0. Mostrar que existe ¢ = (q;,.-.,q,;) € Q™ tal que
lx —qll = /2L, (x; —q)? < e

m
Ejercicio 5. Probar que A = {5 *meZ, ne N} es denso en R. Analizar la misma situacién para

. m
el conjunto A, = {H ‘meZ, ne N} para cada b € R. .

Ejercicio 6. Sean (a,)nen, (Dnnen ¥ (¢1)nen tres sucesiones de numeros reales tales que:
(a) existe ny € N tal que a,, < b, < ¢, para todo n > ny;
(b) los limites de (a,,)nen ¥ (¢h)nen €Xisten y lim,_, oo a,, = lim,_, oo ¢, = .
Probar que lim,,_, o, b,, =¢.
Ejercicio 7. Sea (a,),ey una sucesién de nimeros reales acotada.
(1) Probar que a =1imsupa,, siy sélo si para cada ¢ > 0 se satisfacen las siguientes condiciones:

a) existe ny € N tal que a, < a + ¢ para todo n > ng;



b) para cada n €N, existe m > n tal que a,,, > a —¢.
(11) Demostrar que a = limsupa, siy solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) existe una subsucesién (an]_ )jen tal que lim;_, a,, = a;

b) si (a,, ke €s una subsucesion convergente, entonces limy_, o, a,, < a.
Ejercicio 8. Sea (a,),ey C R. Probar que lim,_, o, a,, = £ si y sélo si limsupa, = liminfa, ={.
Ejercicio 9. Sean (a,),en, (bn)nen Sucesiones reales acotadas. Probar que:
(D limsup(a, + b,) < limsupa, + limsup b,,.

(1) sia,, b, =0 para todo n € N, entonces limsup(a,, - b,,) < limsupa, - limsup b,,.

(11) sic > 0, entonces limsup(c - a,) = c-limsupa,.
Enunciar y probar resultados andlogos para liminf.
Ejercicio 10. Sea (a,),en € Rsp-

(1) Probar que

1/n 1/n Ant+1

;.4 e , ;
liminf "+ < liminf a, " <limsupa, " < limsup
aTl an

Ayt .. 3 1/n .
. € R, entonces coincide con lim,_, o, a,"/™, y que lo mismo

(11) Deducir que si existe lim,,_, o

e 17 a
sucede si lim,,_, o, =5 = +00.
n
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(1r1) Calcular lim,,_, o
(v) Sea

1 A
) sin=2k—1,
a, =17

= sin=2k.

w

Calcular los limites superiores e inferiores del item (i) para esta sucesion. Decidir si los limites
del ftem (ii) existen y, de ser asi, calcularlos.

(v) Sea

1 Lo
)= sin=2k—1,
a, =1 %

71 sin=2k.

Calcular los limites superiores e inferiores del item (i) para esta sucesion. Decidir si los limites
del item (ii) existen y, de ser asi, calcularlos.

Ejercicio 11. Sean x,y € Ry (x;);>0,(Y;)j>0 desarrollos de estos ntimeros en base b > 1. Se supone
que el desarrollo de y es infinito, es decir, que para todo n € N existe i > n con y; > 0.

(1) Probar que si x; =y; paratodoi <n—1yx, <Yy,, entonces x < y.

(11) Deducir que el orden entre x € y es el mismo que el de los primeros términos en los que
difieren sus desarrollos.

(111) Manteniendo las hipétesis del item (i), probar que todo z € [x, y] tiene un desarrollo (2;);>¢
en base b con z; = x; = y; paratodoi < n—1.

Ejercicio 12. Hallar el desarrollo en base 2, 3 y 16 de los niimeros 2,25; 10,7; 27 y 255.

Ejercicio 13. Demostrar las siguientes igualdades de conjuntos:



M B\ Ui Ai =i (B\AY.
(D) B\[VierAi = User(B\AY).

) Ui nB) =B (Ui Ar).

Ejercicio 14. Sea (A,) ey una familia de conjuntos y sea A = | oA, Hallar una familia de con-
juntos (B,),en que satisfaga simultdneamente las siguientes condiciones:

a) B,CA,paracadan€N;
C) A= UnEN Bn'
Ejercicio 15. Sea f : X — Y una funcién y sean Ay B subconjuntos de X.

(1) Demostrar que f(AUB) = f(A)U f(B)y f(ANB) C f(A)N f(B), y dar un ejemplo en el que
f(AnB) # f(A) N f(B).

(1) Generalizar al caso de uniones e intersecciones infinitas.

Ejercicio 16. Sea f : X — Y una funcién. Consideremos subconjuntos A € X y B,B;,B; C Y.
Demostrar que:

M ASFH(FA).
() f(f71(B)) € B.
() 7Y \B)=X\f"'(B).
(v) f7H(ByUBy) = f'(B1) Uf ' (By).
(V) f7H(B1NBy) = fH(B)NfH(By).
Generalizar (IV) y (V) al caso de uniones e intersecciones infinitas.

Ejercicio 17. Sea f : X — Y una funcién. Probar que f es suryectiva si y sélo si f(f 1(B)) = B
paratodoBCY.

Ejercicio 18. Sea f : X — Y una funcidn. Probar que las siguientes propiedades son equivalentes:
a) f esinyectiva;
b) f(ANnB)=f(A)N f(B) para todo A,B C X;
©) fY(f(A)) =Aparatodo ACX;
d) f(A)n f(B) =0 para todo par de subconjuntos A, B C X tales que ANB = {;
e) f(A\B)=f(A)\ f(B) paratodo BCACX.

Ejercicio 19. Sean X un conjunto y A C X. La funcion caracteristica y,: X — {0,1} de A se define
como
1 six €A,

xalx) = {O six &A.

Dados S, T C X, probar que:
(M Xsnr = Xs " X1
() xsur = Xs+ X1~ Xsnt>

(am xx\s =1—xs-



