DESARROLLOS DECIMALES

JUAN MANUEL MENCONI

1. INTRODUCCION

Antes de demostrar la existencia del desarrollo en base b para cualquier entero b > 2, entendamos la idea
geométrica para el caso b = 10.

Consideremos un nimero real, por ejemplo, x = {5 = 0,314159.... Este nimero se encuentra en el intervalo
[0, 1]. Partimos este intervalo en 10 subintervalos de longitud 1/10:

[O’L]7[L7£]""7[271]7
1017110 10 10

los cuales vamos a etiquetar utilizando los digitos 0, 1,2, ...,9; es decir, el i-ésimo intervalo serd
i i+1
o os ] osico
107 10

El ndmero x pertenece a alguno de estos intervalos (por ahora supondremos que x no es un punto de divisién).
Llamamos a; a la etiqueta del intervalo que contiene a x. En este caso serd a; = 3 ya que

3 =0,3<x<0,4=— 4
10 10°

Ahora repetimos este proceso recursivamente. Partimos el intervalo [%, %] en 10 intervalos de longitud 1/100:

[ 3 3 1 ] [ 3 1 3 2 ] [ 3 9 4 ]

——t— || =t = || ==, =

10710 1001 L10 100 10 100 10 100" 10

y los etiquetamos nuevamente con los digitos 0, 1, ...,9. El nlimero x pertenece al intervalo etiquetado con 1:

[ 3 1 3 2 ]
ot |,
10 100" 10 100
por lo que definimos a, = 1.

Observemos que hasta ahora tenemos:

3 1 3 2

—+—=0,31 < x=0,314159... < 0,32=—+—.

10 100 10 100
Repetimos una vez mds. Tomamos el intervalo [ 3 y lo dividimos en 10 subintervalos de longitud 1/1000:

[31 9 32]

100 m]
[31 31 1][31 1 31 2]

— Yt — |, | =t —, — + —, —_—t—,—.
100" 100 1000 100 1000 100 1000 100 1000 100

Sus etiquetas son nuevamente 0, 1,...,9. El nimero x cae en el intervalo etiquetado con 4, ya que
1 4 1
3— =0,314 < x=0,314159... < 0,315=— 3 i
100~ 1000 100 1000

Por lo tanto, a3 = 4.
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Continuando de esta manera, obtenemos una sucesion de intervalos encajados
11 3123133---

con

1

y longitudes |I,| = 15

— 0. Se tiene que

De aqui resulta

Observacion sobre los puntos de division. Cuando el punto x es uno de los bordes de los intervalos, debemos
decidir cual de los dos intervalos considerar. Esto lo podemos resolver de dos formas:

e Si en cada paso elegimos el intervalo que tiene a x como extremo izquierdo (es decir, tomamos el inter-
valo que estd a la derecha del punto, por ejemplo [0,5; 0,6] para x = 0,5), obtenemos la representacion
0,5000....

e Si en cada paso elegimos el intervalo que tiene a x como extremo derecho (es decir, tomamos el intervalo
que estd a la izquierda del punto, por ejemplo [0,4; 0,5] para x = 0,5), obtenemos la representacion
0,4999....

Veremos que los extremos de intervalos (fracciones que se pueden expresar con un denominador igual a una
potencia de 10) son los tnicos puntos que admiten dos desarrollos distintos, y las Unicas posibilidades son una cola
de ceros o una cola de nueves.

Desarrollos en base b. Para el caso de desarrollos en base b con b > 2, procederemos de forma similar, partiendo
los intervalos en b subintervalos en lugar de 10.

2. EXISTENCIA Y “UNICIDAD”’ DEL DESARROLLO EN BASE b
Definicion 2.1. Para todo niimero real z, existe un unico entero denotado por [z] tal que
[zZ]<z<[z]+ 1.
A este entero lo llamamos la parte entera de z.
Todo ndmero real z se puede descomponer como
z=[z]+(z-[z]) =N +x,
donde N € Zy x € [0, 1). Esta descomposicién como suma de un entero y un nimero en el intervalo [0, 1) es tnica.

Sea b € N con b > 2. Para estudiar el desarrollo en base b de z, basta analizar por separado el desarrollo en base
b del entero N y el del nimero x € [0, 1).

Damos por sabido el desarrollo en base b de enteros. Por ello nos centraremos en el desarrollo en base b de
ndmeros en el intervalo [0, 1).
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Definicion 2.2. Sea x un niimero real en el intervalo [0, ). Una representacion en base b de x es una sucesién de
enteros (ay )nen tal que 0 < a, < b — 1 para todo n € Ny la serie

© q,

n=1 E
converge al nimero x. En tal caso, escribimos

x=0.ajaza3...(enbase b) o (0.ajazaz...)p
o simplemente
0.611612613 A

si la base se sobreentiende por el contexto.

Observacion 2.3. Si bien el uso de la palabra “decimal” hace referencia a la base b = 10, ignoraremos esta impre-
cision. A veces utilizamos la expresion “desarrollo decimal en base b de x” o “desarrollo en base b de x”.

Ejercicio 2.4. Sea (a,)nen una sucesion de niimeros reales convergente, ¢ € R 'y ng € N. Si
a, <c paratodo n > ny,

entonces
lim a, < c.

n—oo

Concluir que si (ay)nen ¥ (bn)nen son sucesiones de niimeros reales convergentes y existe ny € N para el cual
a, < b, paratodon > ny,

entonces
lim a, < lim b,,.

n—>oo n—oo

Proof. Vamos a demostrarlo por el absurdo. Supongamos que no se cumple, es decir,

c<l:= lim a,.

n—o0o

Consideramos € = [ — ¢ > 0. Por la definicién de limite, existe n; € N tal que para todo n > ny,
la, | <e=1-c.

En particular, a, — [ > —& = ¢ — I, de donde ¢ < a, para todo n > n;. Tomando m = max{ng,n; }, llegamos a una
contradiccién ya que por lo anterior se tiene que

c < ay,
mientras que por hipétesis se tendria que
am < c.

Por lo tanto, concluimos que [ < c. O

Antes de demostrar la existencia del desarrollo en base b, observemos que las series involucradas son siempre
convergentes.

Proposicion 2.5. Sea b €N, b > 2, y (a,)nen una sucesion de enteros con 0 < a, <b—1 para todo n € N. Entonces
la serie

M8
I8

i
L

converge a un niimero real x € [0, 1].
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Proof. Esta es una serie de términos no negativos, por lo que la sucesion de sumas parciales sy es creciente.
Ademds, sy estd acotada superiormente:

®|=
IN
iM)=

5

n=0
_b-1 1-(1/p)"
b 1-1/b

_b-1 L(l_L)
b b-1 bN

1
21—ﬁ<1.

Por lo tanto, la serie converge.

Dado que 0 < sy < 1 para todo N, por el Ejercicio 2.4 se concluye que

O<x= hm SN = Z -
_1b

Ahora, veamos que todo niimero real en [0, 1) admite al menos un desarrollo en base b.

Teorema 2.6 (Existencia de desarrollo en base b). Sea b € N, b > 2, y 0 < x < 1 un niimero real. Entonces existe
una sucesion de enteros (a, )nen con 0 < a, < b — 1 para todo n € N, tal que

& A
ﬁ

Ademads, la sucesion puede elegirse de modo que a, < b — 1 para infinitos n.

X =

Proof. Vamos a construir recursivamente el desarrollo en base b de x.
Sea x; := x. Puesto que 0 < x = x| < 1, si definimos
ay :=[bx;]y x2 = bx; - ay,
se tiene que:

e 0<aj;<b,yaque0<bx <b,
e 0<xy<1,alserx; =bx; —[bx].

Procedemos de la misma forma con x,. Definimos

ay = [bXQ] yx3= be —day,
y se tiene que:

O<ay<b y 0<x3<1.
Similarmente, definimos a3, a4, ... como

:[b)C3]E{O,1,...,b—1} y Xa=bxz—az, 0<xq4<1,



DESARROLLOS DECIMALES
a4::[bx4]€{0,1,...,b—1} y Xs=bxg—aq, 0<x5<1,

ap = [bXn]E{O,la---’b_l} y xn+1:bxn_ana Og-xn+1<1-

x3) a a x3
b b

Nétese que
a, x» ap 1(a2

— + . _+_

b b

y en general,
ay  ap an  Xp+l
X=—+ S+ .
b b br b

Si
ay  az ap
sn:—+—+...+_
b b2 b"

es la sucesion de sumas parciales, entonces
Xn+1 1

OSX—Sn:b—n ﬁ

Concluimos que s, converge a x, obteniendo asi un desarrollo en base b para x,
oo an
X = T
n=1 b

Veamos ahora que este desarrollo en base b no puede tener una cola de b — 1. De ser asi, existiria algin ng € N

para el cual a, = b — 1 para todo n > ny. Luego,
& ay, > b-1 b-1 &1 b-1 1 1
x_sn():x— ﬁ: Z b :bn0+].zﬁ:bno+l l_l:bT(]
n=1 n=np+1 n=0 b
Sin embargo, se vio que
_ -xn0+1 1
X Sno = b”l() < %
O

Concluimos asi lo afirmado.
Se aprende en el colegio que
0,9999999...=1

y que
0,123999...=0,124.

Para desarrollos en base b se tiene una situacién similar. Si por ejemplo a;,a»,az son enteros que satisfacen

0<ai<b-1yaz+b-1,valeque
0,a1a2a3(b— 1)(b— 1)(19— 1) = O,alaz(a3 + 1)0000000...

Esto se debe a que
1
2 bh-1 " 1
> T =D
n=s b -5 b

y en general para cualquier posicion en el desarrollo en base b.
Esta es la tnica forma en la cual un nimero puede ser descrito con dos desarrollos en base b distintos.
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Proposicion 2.7 (Caracterizacién de la no unicidad). Sea b € N, b > 2. Sean (a,)nex y (¢n)nenw dos sucesiones
de enteros tales que 0 < a,,c, < b —1 para todo n € N. Supongamos que estas sucesiones son distintas, pero
representan al mismo niimero real, es decir,

n=1 n=1

I[&
T8

Entonces existe my € N tal que:
(1) a, =cyparatodon=1,...,mg—1,

(2) |amo - Cm0| = 1)
(3) para todo n > my, una de las sucesiones toma constantemente el valor b — 1y la otra el valor 0.

Proof. Como (ay )nen # (¢n)nen, sea

mo =min{m e N : a,, # ¢y }.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer a,,, < ¢,,. De laigualdad de las series, considerando que los primeros
mg — 1 digitos son iguales, se obtiene que

[e.e] [ee]

bmo n=mgy+1 b bmo n=mgy+1 b
Reordenando,
Cmg = Amy i a, — ¢,
pmo b

n=mgy+1
Como a,y,, Y €y SON ENLETOS CON Uy, < Cppyy» SE tiENE QUE Cpyy — Ay > 1. Ademds, para cada n > mg se cumple que
ap—c, <b-1,yaque0<a,,c, <b-1. Por lo tanto,

L Cmy—my <~ Gn—Cn - b-1 1
PR TR D TR D Vi sl TS

n=mo+1 n=mgy+1

Por lo tanto, todas las desigualdades son igualdades. En particular, de la igualdad

1 Cmy — Gy

bm() bmo
se concluye que
Cmy = Ay + 1.

La igualdad

i an —Cp i b-1
n=mgy+1 o n=mo+1 b"

implica que

=0.

i (b-1)—(an—cn)
n=mo+1 b
Observemos que a, — ¢, < b — 1 para todo n, luego (b—1) — (a, —¢,) > 0. Como la serie anterior tiene términos no
negativos y suma 0, cada término debe ser cero. Asi,

(b—-1)-(ay—cy) =0 paratodo n > my,

es decir, a, — ¢, = b — 1 para todo n > my.
Finalmente, dado que 0 < a,,c, < b — 1, laigualdad a,, — ¢, = b — 1 solo es posible si

a,=b-1 'y ¢,=0 paratodon > my.
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De esta forma, en notacion del desarrollo en base b,

x=0,a1az...am-1am,(b-1)(b-1)...

=0,a1a2 ... apy-1(am, +1)00....

De ahora en adelante, cuando hablemos del desarrollo en base b de un nimero real z, nos referiremos al desarrollo
en base b obtenido en el Teorema 2.6 aplicado al numero x = z — [z], es decir, aquel que no posee una cola infinita
de digitos b — 1. Esta convencién garantiza la unicidad de la representacion.

Veamos ahora una observacion que seguramente aprendimos en el colegio: al multiplicar un nimero por 10, “la
coma se corre un lugar a la derecha”. Esto ocurre de manera andloga para desarrollos en base b.
Sea z un nimero real con desarrollo en base b igual a

N+O,a1a2a3...,

es decir,
[ee)
ap
z=N+ Z ﬁ’
n=1

donde N € Z y los digitos a, cumplen 0 < a, < b — 1, sin que haya una cola infinita de digitos b — 1.

Multiplicando z por b y reordenando, tenemos que

dp

pn-1’

b-z:bN+Z

n=1

® 4 {
.
=bN+aj+ ) ——.
bn

n=1

Dado que bN +aj € Zy 3,21 %5 € [0, 1), por la unicidad de la descomposicion en parte entera y parte fraccionaria,
junto con la unicidad del desarrollo sin cola infinita de b — 1, se concluye que:

e Laparte enterade b -z es bN +aj.
e El desarrollo en base b de la parte fraccionaria de b -z es 0,aza3ay . ..

2.1. Generalizacion a bases variables. Vimos que podemos obtener el desarrollo en base b partiendo los inter-
valos en b subintervalos de igual longitud. Una generalizacion posible consiste en primero partir el intervalo [0, 1]
en 2 subintervalos de igual longitud. Una vez identificado el subintervalo que contiene a nuestro elemento, lo par-
timos en 3 subintervalos de igual longitud; luego, el siguiente subintervalo elegido se parte en 4 partes iguales, y
asi sucesivamente. Obtendriamos de esta forma una representacioén de la forma

ai a as An

+_+—+...+—+...
2 2.3 2.3-4 2-3(n+1)

con0 < a, <n+1 (esdecir, a; € {0,1}, ap € {0,1,2}, a3 € {0,1,2,3}, etcétera). Un ejemplo conocido de un tal

desarrollo es el nimero e:
1 1 1
e=2+—+—+—+—+
21 31 4! 5!
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Segiin Niven', este es un caso particular de una generalizacién debida a Cantor’ que consiste en elegir una
sucesion de enteros b, > 2 (que dependerédn de n) y dividir el intervalo actual de nuestro proceso recursivo en by,
subintervalos de igual longitud. De esta forma se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.8. Sean by,b;,bs,... una sucesion de enteros positivos con b, > 2 para todo n € N. Entonces cada
niimero real x se escribe de manera uinica en la forma

ai
xX=ag+ )y ——
2 biby---b;’
donde ay € Z y, para cada i > 1, a; es un entero que satisface 0 < a; < b; — 1, con la condicion adicional de que
a; < b; — 1 para infinitos indices i.

Proof. Ver 1. Niven, Irrational numbers, The Carus Mathematical Monographs, No. 11, Math. Assoc. America,
1956 Wiley, New York, 1956. Teorema 1.6. |

I Niven, Irrational numbers, The Carus Mathematical Monographs, No. 11, Math. Assoc. America, 1956 Wiley, New York, 1956.
2G. Cantor, “Ueber die einfachen Zahlensysteme,” Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, vol. 14, pp. 121-128 (1869); reimpreso en
Gesammelte Abhandlungen mathematischen und philosophischen Inhalts, E. Zermelo, Ed., Berlin: Springer, 1932, pp. 35-42.



