SUBESPACIOS SEPARADOS Y CONEXION

RESUMEN. Definimos la nocién de subespacios separados de un espacio métrico y su relacion
con las desconexiones. Como aplicacién probamos el Ejercicio 4 de la practica 6.

Esta nota estd motivada por el siguiente ejercicio.

Ejercicio 1 (Ejercicio 4, practica 6). Sea (X,d) un espacio métrico y sea C un subconjunto
de X que mo es conexo. Probar que existen U, V abiertos en X disjuntos tales que
CNnU£ED, CNV£EDyCCUUYV.

Para demostrarlo consideraremos la definicién de subespacios separados de un espacio mé-
trico y caracterizaremos a las desconexiones de un subespacio en términos de esta definicién.
Comenzamos primero recordando algunas propiedades de la clausura de un subespacio. Fijamos
de ahora en mas un espacio métrico (X,d).

1. GENERALIDADES SOBRE CLAUSURAS
Recordemos que la clausura de Z c X puede describirse como
Z = ﬂ F.
F>Z cerrado

Esta es una nocién relativa; dados Z ¢ Y c X notaremos cly(Z) a la clausurade Zen Y y
reservaremos la notacién Z para cly(Z).

Observacion 2. Si tenemos subespacios Z C Y C X, entonces cly(Z) es la interseccion de
todos los subespacios cerrados de Y que contienen a Z. Recordemos que un cerrado de Y
stempre es de la forma Y NF con F cerrado en X. Ademds, como suponemos que Z C Y,
se tiene que Z CY NF sty sélo s1 Z C F. Se sigue de estas observaciones que

(1) cly(Z) =Y nclx(2).
En efecto,
cly(Z) = M G = f YNF=Yn M F=Ynclx(2).
G>DZ cerrado en Y F>Z cerrado en X F>Z cerrado en X

Proposicion 3 (Ejercicio 25 (III), practica 1). Para cada A C X se tiene que

A={xe€ X :d(x,4) =0}.

2. SUBESPACIOS SEPARADOS
Decimos que dos subespacios A,B C X estan separados en X si
(2) ANB=0, ANB=0,
y que estdn separados por abiertos en X si existen abiertos U D A, V D B talesque UNV = 0.
Ejemplo 4. Los subespacios B1((0,0)) y B1((2,0)) de R? estdn separados.

Proposicion 5. St A,B C X estdn separados por abiertos en X, entonces estdn separados
en X.



Demostracion. Si A y B estédn separados por abiertos disjuntos U D A4,V D B, entonces 4 C
U cV° Como V° es cerrado, se sigue que A C VV°. Dado que B C V, entonces B° D V° D A4; en
particular 4N B = 0. Un argumento simétrico muestra que 4 N B = 0. |

A pesar de que la nocién de separacién por abiertos aparenta ser mas fuerte, ambas condi-
ciones son equivalentes. Para probar este hecho, primero volvemos a probar una de las conse-
cuencias més importantes del Lema de Urysohn.

Lema 6 (Ejercicio 10 practica 2). St 4,B C X son cerrados disjuntos, entonces estdn sepa-
rados por abiertos.

Demostracion. Consideramos la funcién continua

d(x,A)
X R, = .

feX =R J® = v dx.B)

Notar que la funcién estd bien definida pues AN B = 0 y tanto A como B son cerrados; aqui

usamos la Proposicién |3| Por el mismo motivo se tiene que f1(0) = 4 y f~1(1) = B; luego

U=f"1t(-00,1/2) y V = f71(1/2,+00) separan por abiertos a 4 y B. O

Teorema 7. St A,B C X estdn separados en X, entonces estdn separados por abiertos en
X.

Demostracion. Consideramos F = ANBeY = X \ F. Notar que F es cerrado en X, asi que ¥
es abierto en X. En particular todo abierto de Y es abierto en X, asi que es suficiente probar
que A y B estan separados por abiertos en Y.

Veremos maés atin que los conjuntos cly(A4) D 4, cly(B) D B estan separados por abiertos
en Y. Como por definicién estos son cerrados de Y, para aplicar el Lema [6] basta ver que son
disjuntos. En efecto:

cly(A)mcly(B)YnZnYnE:YnZnE:YmF:(X\F)mF:@.
O

Observacion 8. Podemos dar una demostracidn mds “métrica” del Teorema [4. Dados
A,B c X separados, consideramos los conjuntos disjuntos

U={xeX:dxA) <dxB)), V={xeX:dxA) >dxB)).

Si x € A, entonces por hipétesis x ¢ B. Luego d(x,B) > 0 = d(x,4) y por lo tanto x € U.
Del mismo modo se ve que B C V. Resta ver que U y V son abiertos.

Mads en general, st f,g: X — R son funciones continuas entonces O = {x € X : f(x) <
g(x)} es abierto. Para verlo, notamos que la region Ay = {(x,y) € R2 : x < y} es abierta
en R?, y que O es la preimgen de At por la funcion conitnua (f,g): X — R2, (f,g)(x) =

(f (%), £(x)).

3. DESCONEXIONES

Fijemos un subepacio Y C X. Recordemos que una desconezion de Y consiste de un conjunto
{U,V} de abiertos disjuntos y no vacios de Y tales que Y = U UV. La condicion de separabilidad
entre subespacios caracteriza las desconexiones, como muestra la siguiente proposicién.

Proposicion 9. Sean Y ¢ X y U,V C Y subespacios no vacios tales que Y = U UV . Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

(1) El conjunto {U,V} es una desconezxion de Y.

(11) Los subespacios U y V estdn separados en X.
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Demostracion. Notamos en primer lugar que
(3) Ady(U)=UnY=UnUuV)=UnU)uUnV)=UuU{UNY)

y de igual modo cly(V) = VU (V NU). Si U y V estan separados, entonces cly (U) = U y
cly (V) = V, de modo que ambos son cerrados (y, tomando complementos, también abiertos).
Se sigue entonces que {U,V'} es una desconexién de Y.

Reciprocamente, supongamos que {U,V} es una desconexién de Y. En particular tanto U
como V son cerrados. Una vez més usando ({3)), esto implica que U = U U (U N V). Como la
unién del lado derecho de esta igualdad es disjunta (dado que U NV = 0) debe ser entonces
U NV =0. Del mismo modo se obtiene que U NV = 0, lo cual termina de probar que U y V
estan separados en X. O

Para concluir aplicamos los resultados anteriores para resolver el Ejercicio 4 de la practica 6.

Corolario 10 (Ejercicio 4, practica 6). Sea C un subconjunto de X que no es conezo. Ezxisten
U, V abiertos disjuntos de X tales que CNU 0, CNV 0 yCCcUUV.

Demostracion. Como C no es conexo, existe una desconexién {U,V'} de C. Por la Proposicién [9)
sabemos que U y V estan separados en X, asi que el Teorema [7| nos asegura que estan separados
por abiertos en X. Existen entonces U > U y V D V abiertos disjuntos de X. En particular
C=UUV cUUYV. Como U contiene a U se tiene que CNU D U # 0, y del mismo modo
C NV # 0. Hemos visto entonces que U y V cumplen lo pedido. O

Observacion 11. Hemos visto a lo largo de la materia que hay muchos argumentos que
solo hacen uso de la topologia —es decir, de los abiertos— de X independientemente de
la métrica considerada. Hasta el momento, en la presente nota el unico resultado que
1nwolucra la métrica de X es el Lemalfl. Podemos extender estas ideas al contexto mds
general de los espactos topoldgicos (|1, Chapter 2, §12]), en cuyo caso requerimos que X
sea completamente normal; ver |1, p. 195, Definition] y [1, pagina 203, 6].
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