CONSULTAS 19/11

Ejemplo 1 (La norma no siempre se realiza). Consideremos la norma en C[0,1] dada por
Ifl1 = fol |f(s)|ds, y el operador lineal

T:C[0,1] - C[0,1],  T(f)=f-id.

Es decir T(f)(x) = f(x) - x. Notar que
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pues x < 1 en el dominio de integracion. Luego T es continua y ||T|| < 1. Mds ain, st
defintmos

gn(x) = (n+1)x",
entonces ||gull1 =1 vy
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En consecuencia |T|| = 1. Sin embargo, la norma no se realiza: veamos que st ||f]l1 =1
entonces ||[Tf|l1 < 1. Como una tal f no es nula, existe ¢ € (0,1) tal que f(¢) # 0. Luego,
por continuidad, existe un intervalo t € [c¢,d] C (a,b) y una constante ¢ > 0 tal que
|f(x)] > & para todo x € [c,d]. Se sigue que
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Como ||f]l1 = 1, tenemos que [*|f(x)|dx + [} |f(x)|dx =1 - [*|f(x)|dx y entonces

d d d
IT Sl < 1—/ If(x)ldx+/ F () xdx = 1 —/ F(®)I(1 — x)ds.
Como
d d
/ If(0)](L - x)dx > / e(1-dydx=e(1—d)(d—c) = u >0,
entonces |[Tflli1=1-u <1

Ejercicio 2 (Contraejemplo para el €j. 8 p. 8 cuando X no es compacto). Sean g,: R —» R
definidas por f,(x) =x+1/n y f(x) = x2. Luego g, =3 id pero

|f 0 ga(x) = f oid| = |(x+1/n)? = x°| = |2x/n + 1/n®|

no tiende a cero de una forma uniforme en x. Podemos probarlo mds concretamente
usando el Ejercicio 2 de la prdctica 8: st x, = n, entonces

|f 0 gn(xy) = foid(xy)| =12-1/n%|=2-1/n® > 1.

Proposicion 3. St E es un espacio de Banach y F un subespacto de dimension finita,
entonces F es cerrado.



Demostracion. Sabemos existe un homeomorfismo lineal de F en R”; en particular es Lipschitz
con inversa Lipschitz y como R” es completo entonces /' también lo es. Luego F es cerrad(ﬂ toda
sucesion (z,),>1 C F convergente en X a cierto z € X es de Cauchy, y entonces es convergente
en F. Por unicidad del limite debe ser z € F. O

Decimos que f: X — Y es localmente Lipschitz si para cada x € X existe un abierto U, > x
tal que f|y, es Lipschitz.

Ejercicio 4. Si X es compacto, toda funcion f: X — Y localmente Lipschitz es Lipschitz.

Solucion. Sea U = (Uy)xex una coleccién de abiertos tales que para cada x € X se tiene que
x € Uy y que f|y, es Lipschitz con cierta constante 44, > 0. Como U cubre por abiertos a X,
existen xq,...,x, € X tales que

X=Uy,U---UUl,.

Queremos conseguir L tal que

d(f(x).f() < Ld(x.y).  (Yx.y € X).

Notemos U; := Uy,, y M; = M,,. Sabemos que en cada abierto U; del cubrimiento podemos hacer
una tal cota; consideremos entonces 6 > 0 un ntmero de Lebesgue para {U,...,U,}.
Si tenemos puntos x,y € X a distancia menor que 9, entonces x,y € U; para algin i y

d(f(x),f(y) < Mjd(x,y) < méx{M,...,M,}d(x.,y).

Ahora consideremos el caso en que d(x,y) > 6. Como f(X) es compacto, es acotado; luego
podemos considerar D = diamf(X). Ahora

d(f(x).f(y) <D =(D/6)é < (D/6)d(x.y).

Por lo tanto, si definimos L = max{D/6,M,,...,M,}, en cualquiera de los posibles casos
d(f(x),f(») < Ld(x.y).
Esto termina de probar que f es Lipschitz. O

lgn general, ya hemos visto que si ¥ C X son espacios métricos, e ¥ es completo, es cerrado en X. Repetimos
la misma aqui la misma demostracién.
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