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PRrRACTICA 1
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SeaneNyseaG,={ze€C|z"=1}

(a) Probar que (Gy, -) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € Gy.
(b) Probar que Gy es ciclico, es decir, que existe w € G, que satisface: Vz € G, 3k € Z
tal que z = wk.
SeaS'={z¢e C:|z| =1}.

(a) Probar que (S!, -) es un grupo abeliano y hallar z~! para cada z € S'.

(b) Determinar si S! es ciclico.
En cada uno de los siguientes casos determinar si (G, *) es un grupo y, en caso afirmativo,
determinar si es abeliano:

(a) G =Q-p axb=a-b.

(b) G = M3(Z) axb=a-b.

() G =M,(R) axb=a+b.

(d) G=SLy(R) ={a e My(R) |deta=1} axb=a-b.

() G = Endg(V), con V un K-espacio vectorial ~ fxg= fogq.

() G={f € Endr(R") |d(f(x),f(y)) =d(x,y) Vx,y € R"}  fxrg=fog.

(g G =S(X) ={f:X — X | fesbiyectiva}, donde X es un conjunto no vacio y

fxg=fog.
Notacién: Cuando X = {1,...,n}, S(X) serd notado Sj,.

h) G=8(z) frg=fog".
Probar que todos los grupos de 4 elementos son abelianos.
(Sugerencia: hacer todas las posibles tablas de operaciones).

Dado n € N, sea Uy, := {keN:k<mn,(k:n)=1}. Probar que U, considerado con el
producto de ntimero enteros médulo n como operacién, es un grupo.

Sea G un grupo. Sea (G°P,-) tal que G°? = G como conjunto, y el producto estd dado por
g -h = hg. Probar que G°P es un grupo. Llamamos a G°P el grupo opuesto de G.

Sean G y H dos grupos. Consideremos la operacién - sobre el conjunto K = G x H dada
por (g1,h1) - (g2, h2) = (8182, h1h2). Mostrar que K es un grupo. Llamamos a K el producto
directo de G y H y lo notamos G x H.

(a) Sea G = {g1,-..,gn} un grupo abeliano finito. Probar que

n
Zgi = Z 8-
i=1

8€G:2¢=0

(b) Calcular 2 a.

ac€ly
(c) Calcular ] w.

weGy

Sea (G,*) un grupo finito y sea S C G un subconjunto no vacio. Probar que S es un
subgrupo si y sélo si xy € S,Vx,y € S.
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Sea G un grupo y sean Hy, Hp y Hj tres subgrupos de G.
(a) Probar que Hj N Hj es un subgrupo.
(b) Probar que Hj U H; es un subgrupo si y sélo si Hy C Hy o Hy C H;.

(c) ¢Es cierto que si Hy U Hy U H3 es un subgrupo de G, entonces 3i,j con i # j tal que
H; C H/’?

Hallar todos los subgrupos ciclicos de: Zy, Zs, Zs, S3, Zy ® Zo y Zy ® Zs.

Probar que

n={=(5 1) =(s %)=( % 0)=(20)}

es un subgrupo de GL,(C).

Sean G un grupo y a € G. Probar que Cg(a) = {x € G; xa = ax} es un subgrupo de G.
Probar que si H es un subgrupo de Z entonces existe n € Ny tal que H = n - Z.

Probar que si H es un subgrupo finito de C* entonces existe n € Ny tal que H = Gj,.

Dado n € N, sean r € GL(R) la matriz que representa la rotacion en sentido antihorario
de dngulo 271/n y s la simetria alrededor del eje x. Llamamos n-grupo Diedral al subgrupo
de GL(R) que generan r y s y lo denotamos con D,,. Calcular el orden de Dy,.

Hallar ord(x) en los casos:

(a) G=Sg x=(12)(567) ; x=1(1235)(1378).
(b) G =71 x=2 ; x=3 ; x =4

i 0
(0 G=H x—(o i)'
(d G=5! x = cos(2E) +isen(2X).
(e) G =Dy x =1 ; x =r.
(f) G un grupo cualquiera y x = a%, donde a € G es un elemento de orden 7 y d es un
ndmero natural.
Sea x € Zy. Probar que ord(x) = nsiysélosi (x,n) = 1.

(a) Calcular el orden de todos los elementos de Ss.
(b) Sea o = (132), encontrar el subgrupo Cs, () = {r € S3 | ro = or}.
(c) Hallar, si existe, un ¢ € S; tal que el subgrupo Csg, (0) tenga orden 1, 2, 3, 6.

Probar que si G; y G son grupos y g1 € Gy,82 € Gz son elementos de orden finito,
entonces el orden de (g1,42) en G; x Gy es el minimo comuin multiplo entre los 6rdenes

de g1y &-

Sea p un numero primo, m € Ny sea G un grupo de orden p™. Probar que existe un
elemento de orden p en G.

Sean (G, ) un grupoya,be G

(a) Probar que las siguientes aplicaciones de G en G son biyectivas y encontrar sus inver-
sas
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i x+—a-x iii. x—~a-x-al

i x—~a-x-b iv. x = x1

(b) Determinar cuéles de estas aplicaciones son morfismos.

(c) Idem en el caso en que G sea abeliano.
Dados los grupos:
Ly ®Zy ® Ly Lo ® Ly Zo ® Gy Zg
Dy Gs H K
donde K = {#£1, +i, +j, +k}, |[K| =8, 2 =2 =k>* = -1,i-j=k=—j-iy (-1)x =
—x, xe€{-1,ijk}.

Decidir cudles son abelianos, cudles son ciclicos y cudles son isomorfos entre si.

Definicién : Notamos con A, al subgrupo de S, formado por las permutaciones pares (es
decir, con signo 1).

Determinar si G y K son isomorfos en los casos:

@ G=2y K=2ZaoZ.
(b) G =72, K = Gy.
© G=271 K=17y&Zs.
d G=0Q K=R.
(e) G =Ue
(f) G=1Us
(g G=S;3 K =Ds.
(M) G=4A, K=D
Sea f : G — K un morfismo de grupos. Probar que ord(f(x)) divide a ord(x) si ord(x) es
finito.
Sea f : G — L un epimorfismo. Decidir para cudles P; vale:

“G verifica P; = L verifica P;”

(P1) tener n elementos. (Ps) ser ciclico.

P,) ser finito.

(P2) . (Pg) todo elemento tiene orden finito.
(P3) ser conmutativo.

(Py) ser no conmutativo. (P;) todo elemento tiene orden infinito.

Sea f : G — L un monomorfismo. Decidir para cudles P; del ejercicio anterior vale: “L
verifica P; = G verifica P;”.

(a) Probar que Aut(Z) ~ G,.
(b) Hallar Hom(G,, Z).
(c) Hallar Hom(G, Z) para G un grupo de orden finito.

Sean{(é Z)/a,be 7, cona;«éO}.

(a) Hallar el orden de G.

(b) Para cada primo p que divide al orden de G hallar todos los elementos de G que
tengan orden p.
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Sea p un ndmero primo mayor que 2. Se considera el conjunto

o= {(3§1): o)

Probar que G es un grupo no abeliano tal que todo elemento distinto de la identidad tiene
orden p. ;Qué pasa si p = 27

(a) Sean a,b € Z. Probar que {a,b} es un sistema de generadores de Z si y sélo si
(a,b) =1.

(b) Probar que Z tiene sistemas de generadores minimales de 7 elementos Vn € N.
Sea G = Mj(Z,). Hallar |G| y encontrar subgrupos de G de orden 2, 4, 8.

(a) Probar que son equivalentes:
i. G es abeliano.
ii. La aplicacién f : G — G definida por f(x) = x~
iii. La aplicacién f : G — G definida por f(x) = x2

! es un morfismo de grupos.

es un morfismo de grupos.

(b) Probar que si x> = 1 para todo x € G entonces G es abeliano.
Probar que

(a) Hom(Z, Z,) # 0.

(b) HO?’H(Z5, Z7) =0.

(c) Hom(Q, Z) = 0.

(d) No existe un epimorfismo de Z en Z & Z.

Hallar dos grupos G y K no isomorfos tales que Aut(G) ~ Aut(K).

Sea G = { ( (1) z > /a,b € Zy, con (a,4) = 1}. Probar que G es un grupo no abeliano

de orden 8. ;Es G ~ H? ;Es G ~ D4?



