Formas Cuadraticas - Practica 2
2do. Cuatrimestre 2008
Cuerpos cuadraticos imaginarios y formas binarias

. Determinar para que primos p las siguientes formas cuadraticas son isotrépicas
sobre Q:

(a) 5x? —y? — 322,
(b) x% + 23 4 723 + 5xi.

. Determinar el conjunto de primos racionales p tales que las siguientes
formas son equivalentes sobre Q,:

(a) 322 + Ty? y 22 + 84y2.

(b) 22 — 3y% + 1522 y 322 — 5y% + 322,

(c) 2% —5x% + 323 — T2 y 23 — 23 + 23 — 7.
. Determinar cuales de las siguientes formas son isotropicas sobre Q:
(a) 2% + a3 — 1523 — 1523,

(b) 3x2 + 2y? — 722

(c) 322 +2y% — 1122

. Determinar si las siguientes formas son equivalentes sobre Q. En caso de
serlo, dar un isomorfismo explicito:

(a) 22 —15y2 y 32% — 5y2.
(b) z2 —82y? y 222 — 419>
(c) 2?2 + 9% + 1622 y 222 + 2y + 522 — 2yz — 2x2.

. Dar una condicién necesaria y suficiente para un nimero natural n ser la
suma del cuadrado de dos niimeros racionales.

. Dar una condicién necesaria y suficiente para un nimero natural n ser la
suma del cuadrado de tres nimeros racionales.

. Probar que todo nimero natural es la suma del cuadrado de cuatro niimeros
racionales.

. Lema de Davenport-Cassels: Si f es una forma cuadratica definida
positiva entera (i.e. con coeficientes enteros) que satisface la siguiente
propiedad:

Para todo (z1,...,2,) € Q" existe y € Z" tal que f(z —y) < 1,

entonces si b € Z, f representa a b en QQ si y sélo si lo representa en Z.



10.

Sugerencia: suponer que f representa a t?hen x, cont € N, t # 1y
t minimo con esta propiedad. Aplicar la hipétesis a ¥ y considerar el
elemento x' = (f(y) —b)x+2(bt — f(x,y))y, donde y es el de la hipétesis.
Verificar que si ¥ —y es no nulo, entonces f(x’) = t2b con t < t. Deducir

que entonces ¥ € Z".

Concluir el resultado de la representacion de un niimero entero como suma
de enteros al cuadrado.

Probar el siguiente resultado de Gauss: todo nimero natural es la suma

de tres nimeros triangulares, donde un nimero es triangular si es de la

m(m+1)
forma — 5 -



