PRACTICA III

ALGEBRA CONMUTATIVA - 1ER. CUATRIMESTRE 2014

En toda la practica, A denota siempre un anillo conmutativo con unidad 1.
La referencia [A-M] se refiere al libro de Introduccién al Algebra Conmuta-
tiva de Atiyah - Macdonald.

Ejercicio 1. Dado un A-moédulo M, definimos los siguientes conjuntos de
ideales primos de A:

Ass(M) = {P = (0: x),para algin = € M},

Supp(M) = {P : Mp # 0}.

e Probar que P € Supp(M) si y solo si existe x € M tal que (0: x) C P.

e Deducir que si A es un anillo Noetheriano, los primos minimales re-
specto de inclusién en Ass(M) y Supp(M) son iguales.

e Probar que para todo ideal I de A, Supp(A/I) = V(I) es el conjunto
de primos que contienen a I.

Ejercicio 2. Sea M un A-médulo.

e Probar que si M es finitamente generado, entonces Supp(M) es cerrado
en Spec(A) (sugerencia: ver que el complemento es un abierto de la
base de abiertos Uy, para un f € A).

e Sea P un conjunto infinito de primos de Z, tal que existen infinitos
primos que no estdn en P y sea M el Z-médulo: M = @peP Z/pZ.

Probar que Supp(M) no es ni cerrado ni abierto en Spec(Z).

Ejercicio 3. Sea M un A-médulo de longitud 1, o sea M ~ A/P, con P
un ideal maximal de A. Probar que para todo ideal maximal M de A vale:
i) Si M =P, entonces My = M.
ii) Si M # P, entonces Mpq = 0.

Ejercicio 4. Sea P un ideal primo de A. Es cierto que el cociente de la
localizacién Ap/PAp es igual al cuerpo de fracciones del cociente A/P (es
decir a la localizacién del cociente A/P en el ideal primo O=imagen de P)?

Ejercicio 5. Hacer los ejercicios 1y 2 del Cap.IV del libro [A-M].
Ejercicio 6. Hacer los ejercicios 4 y 5 del Cap. IV del libro [A-M].
Ejercicio 7. Dado un ideal primo P en A, denotemos por Sp(0) el nicleo
del homomorfismo candénico de A en Ap. Probar que

i) Sp(0) esta contenido en P.

ii) 4/Sp(0) =P siy solo si P es un primo minimal de A.
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iii) Probar que si P es un primo minimal, Sp(0) estd contenido en todo
ideal P-primario y que es P-primario (es decir, es el menor ideal P
-primario).

Ejercicio 8. Hacer el ejercicio 13 del Cap. IV del libro [A-M].

Ejercicio 9. Sea f : A — B un morfismo de anillos tal que B es entero
sobre su subanillo f(A).
i) Probar que todo primo de A que contiene al niicleo de f es la contrac-
cion J¢ de un ideal primo J de B.
ii) Probar que para todo ideal primo J en B, dim J = dim J°.
iii) Probar que f* : Spec(B) — Spec(A) definida por f*(J) = f~1(J) = J¢

es una aplicacion cerrada.

Continuara



