Modelos Exponenciales y Variedades Téricas

(por Nicolas Botbol)

Introduccién

Nuestros objetos de estudio seran algunos modelos estadisticos para un
espacio de estados finito que denotaremos Y.

Mas precisamente, consideraremos familias de distribuciones exponen-
ciales, que son de la forma:

Po(z) = Z(0).c<0T@>,

donde x € Yy 0 € [—00,00)? Z es una constante que normaliza y T' es un
estadistico suficiente para el modelo, T : y — Z< (en la referencia [2] figura
7 — {0}, lo cual -creo- es incosistente con la conformacién de la matriz A
-ver més adelante).

De ahora en més olvidearemos la constante normalizadora Z. (Por ser
positiva podemos agregérsela a la exponencial).

Serd conveniente reformular estos modelos. Identificaremos x con el con-
junto {1,2,...m}.

Una distribucién de probabilidad sobre y es un vector P = (p1, ..., pm),
donde p; = P(i) en la notacién anterior, P € RZ)y > " p; = 1. Llamaremos
sop(P) = {i € x/p;i # 0}. Sea A € ZE™ tal que si A = (Ay|...|An) (4 la
i-ésima columna de A), entonces A; = 1'(7), es decir, A es la matriz de 7.

Esta matriz induce la siguiente aplicaciéon monomial:

b4 : Réo — RTZ”O
(L, s ta) = ([T 0 T ).
Definicion: Decimos que P se factoriza a través de A sii P € Im(¢a).

Si pensamos que P es una funcién de 6 (i.e. P = Py = (p1(0),....,pm(0))),
entonces la definicion anterior es equivalente a que exista una flecha 1 que
haga conmutar el diagrama siguiente:
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Los dos modelos anteriores son equivalentes tomando t; = e%, donde

e~ = 0. Sustituyendo obtenemos:
m LA m 0; A.
(691, ceny €0d) N (621:1 9%-14117 ey @Zi=1 e .Alm).

Distribuciones que se factorizan

Estudiaremos a continuacién la estructura algebraica de los modelos ex-
ponenciales. Daremos una caracterizacién de aquellos distribuciones que se
factorizan de acuerdo a A y de aquellos modelos que son limite de distribu-
ciones que se factorizan.

De acuerdo a la notacién anterior, llamaremos A; a la i-ésima columna

de A. Entonces sop(4;) C {1,2,...,d}.

Definicion: Si F C {1,2,...,d}, decimos que F es nice si para cada j ¢ F,
sop(A;) € Usep sop(Ai).

Lema 1: Si una distribucion de probabilidad P se factoriza de acuerdo a
A, entonces sop(P) es nice.

Dem: Sea P una distribucién de probabilidad que se factoriza de acuerdo
a A. Queremos ver que F = sop(P) es nice. Sean (t,....t;) € ¢, (P).
Entonces

pj =TIt >0sijeFy

i=1"

pi =TIt =0sijé¢F.

Supongamos que F' no es nice. Entonces sop(Ay) € U, sop(4;), para
algin k£ ¢ F. Entonces para cada i € sop(Ag),3l € F tal que A; > 0.
Entonces si t; se anulara, la coordenada l-ésima de ¢4 seria nula, es decir
(¢A)l = H:ll t?“ = 0.

Luego t; > 0 para todo i € sop(Ay).



Entonces pp = HiEsop(Ak)tf‘“‘ > 0, luego £ € F, lo cual contradice lo

supuesto. [

Definiremos a continuacién XEO, la variedad térica asociada a A. Veamos
cémo se relaciona la factorizacién de P con XEO.

Definicion: Definimos X7° = {X € RZ/XY = XV} donde X =
X1, ..., Ty. Donde U,V € Z™ satisfacen que U — V' € kerz(A), es decir
A(U-V)=0.

Observar que XEO =V(I), I =<XY—XV >_verery(2)C R™[z1, ..., 7).
Entonces X7° es una variedad algebraica affn.

~ Supongamos ahora que permitimos soluciones U, f/ e R™, es decir U —
V € kerg(A). Y llamemos X7° = {X € R /XY - XV =0} CV(I) = X7".
Sabemos que existen escalares reales o, ..., o tales que

U -V =0, a9~ V®), donde (UD — V) € kery(A)

Luego si X = 0, trivialmente se verifica la igualdad. Si X # 0 satis-
face la ecuacién para U,V enteros (ie. X € X7%), XU=V =1y XU~V =

S UV 115 v (UO—v®) _ 1Ts Oy @Dy _
X2Xiz i (U9=VE) — H":L)fo W=V = [T (XW7=V)ei = 1 tal como
querfamos ver (i.e. X € X77).

Entonces on > Xfo.

. > >
Finalmente tenemos que X Zo =X ZO.

Recordemos que nuestro objetivo es caracterizar las distribuciones que se
factorizan de acuerdo a A, y posteriormente caracterizar a aquellas que son
limites de distribuciones que se factorizan.

Para ello probaremos el siguiente

Teorema 2: Una distribucién de probabilidad P se factoriza de acuerdo
a Asiysolosi Pée XEO y sop(P) es nice.

Primero demostraremos antes un lema auxiliar:

Lema 3: Si una distribucion de probabilidad P se factoriza de acuerdo a
A entonces P € X7°.



Dem(Lema 3): Queremos ver que si P € Im(¢4) entonces P € X7°, (i.e.
Im(¢a) C X(A)=0). Para ello, tomemos X € Im(pa) y (t1,...,ta) € RZ, tal
que ¢a(ty,....tq) = X, o sea

Galty, o ta) = (TT e, TIE £m).

_ T4 4% -
" Tenemos entonces que xr; = Hi:l t;” para j = 1,...,m. Y queremos que
1

2V 2V =2Vt 2V donde U = (U1..U,,) vy V = (Vi...V,).

. . d Qi Ur Un
Sustituyendo obtenemos que como x; = [[;_, ¢;” entonces x{'..x, " =

d ) d )
(T i)Y (T T2, tim™)Y y reagrupando obtenemos
U, U, Zfﬂ a;i1Ur Z?ﬂ aimUm Zfﬂ a;1V1 Z;jﬂ aimVm i

:L'l ....:Cmm — tl - ...td - — tl - ...td - — l‘l L

Entonces (21, ..., ) € X570, O

m -

Demostraremos ahora el teorema.

Teorema 2: Una distribucién de probabilidad P se factoriza de acuerdo
a Asiysolosi Pe X7%y sop(P) es nice.

Dem(Teo 2): Los lemas anteriores demuestran la parte ”=".
Veamos entonces ”<": Sea P € X7° tal que sop(P) = F es nice.
Queremos ver que P € Im(¢,), es decir que el sistema

pi=[I"t" >0sijeFy

i=1"

Ay L
pi=1["t;"=0sij¢F.
tiene solucién no negativa (ti, ..., tq).

Primero veamos que el sistema p; > 0 si j € [ tiene solucién con to-
das sus coordenadas positivas. Entonces tomando logaritmo: 7, = log(t;).
Obtenemos asi un sistema equivalente:

Z?Zl a;;.7; = log(p;) para j € F.

Supongamos que el sistema anterior no tuviera solucién. Sea s = #F.
Tenemos entonces un sistema de s ecuaciones con d variables que puede ser

: _ dxs _ :
escrito como B.y = ¢, donde B € Z*** y ¢; = (log(p,)) para j € F'.

Por el supuesto anterior sabemos que ¢ no es combinacion lineal de las
columnas de B. Entonces existe un vector ¢ que es ortogonal a todas las

4



colunas de B,pero no a ¢, es decir ¢B = 0y < ¢,c ># 0, ademds podemos
suponer que < ¢q,c >= 1.

Tenemos que ) . pqilog(p)) =< q,c>=1y >, pqi.a;; =qB =0

Llamemos U; = max{q;,0} es aquel vector que se obtiene con los coefi-
ciente no negativos de ¢ y colocando ceros en los negativos y V; = max{—g;,0}
es aquel vector que se obtiene con los coeficiente no positivos de g y colocando
ceros en los positivos.

Luego, se obtiene Y, . ¢;.aij = Y ;e (Ui = Vi)oay; = D00 (U — Vi).aij =
Odonde U; =V; =0sii¢ F.

Y como . rq;log(p;) = D ;cp (Uj — V;).log(p;) = 1, entonces:

> jer Uj-log(pj) # > cr Vilog(ps), entonces:

Merty’ # Mierty

Entonces P ¢ X7°

Por lo tanto existe solucién (¢, ...,t4) con los t; > 0, t; = €™ con i €

(1, .., d}.

La solucién (1, ..., t4) obtenida es independiente del indice i, para cualquier
ig¢ 1= ﬂjeF sop(A;),porque para cada i € I¢,a;; = 0 para todo j € F.

Pongamos entonces ¢; = 0 para todo i € I°.

Como F' es nice, para cada indice [ ¢ F' existe un i € ¢ tal que a; > 0,
luego ti" = 0, entonces Hle t!" = 0 para cada | ¢ F. Entonces se verifica
que este nuevo vector (ty,...,t;) satisface que p; = [[,t;? > 0sij € Fy
pi=[l"t;"=0sijé¢F.

Entonces P € Im(¢a). O

Distribuciones que son limite de distribuciones que se factorizan

Nos concentraremos ahora en el estudio de aquellas distribuciones que
son limite de distribuciones que se factorizan de acuerdo al modelo A.

En general, Im(¢4) no es un subconjunto cerrado de RZ, (ver ejemplo *
al final), esto es importante ya que hay distribuciones que no se factorizan
de acuerdo a A, pero que son limites de distrubuciones que si se factorizan.



Veremos ahora que aquellas distribuciones que caen en la variedad térica,
son aquellas se factorizan de acuerdo a A, o que son limites de distrubuciones
que si se factorizan, es decir, son aquellas que estén en la clausura de Im(¢,).
En resumen, queremos ver que X3 = cl(Im(¢a)).

Una de las inclusiones es facil ya que Xfo es cerrado (con la topologia
usual) por ser cerrado Zariski (por ser una variedad algebraica). Entonces
como por el lema 3 sabemos que Im(¢) C XEO tenemos que cl(Im(¢a)) C
X7, Luego sélo resta ver que X5° C cl(Im(¢4)). Antes de ver esta in-
clusién, veremos un lema y algunas definiciones.

Definicion: Sea A una matriz como hasta ahora, A = (A;|...|A;) en
columnas. Un subconjunto F se dice facial si existe un vector ¢ € R? tal que:
<c¢,A;>=0paracadaie€ Fy <c A; > 1paracadai ¢ F

Definicion: Dado un subconjunto F' definimos el vector caracteristico de
F como un vector (vy,...,v,,) donde v; =1sii € Fyv;=0sii1 ¢ F.

Lema 4: Dado un subconjunto F' y una matriz A, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(a) F es facial.

(b) El vector caracteristico de F' pertenece a la variedad térica XEO.
(¢) Existe un vector con soporte F en la variedad térica X7°.

Dem: ver la referencia [2].

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el tltimo teorema,
aquel que carecteriza a las distribuciones que caen en la variedad torica X ZO.

Teorema 5: Una distribucién de probabilidad P se factoriza de acuerdo
a A o es limite de distribuciones que se factorizan si y solo si P € X7°.

Dem: Como deciamos al comienzo de esta seccion, queremos ver que
X7° = cl(Im(¢a)). La inclusién cl(Im(¢pa)) € X3° es clara. Tenemos que
ver que X7° C cl(Im(d,)).

Para ello tomemos un punto P € XEO — Im(¢a) y veamos que P €

cl(Im(da)).



Definiremos primero una sucesiéon de puntos P(e), luego veremos que
P(e) — P cuando ¢ — 0, y finalmente veremos que P(e) € Im(¢4) para
todo € > 0

Sea P € Xio — Im(¢a) y sea F' = sop(P) (P es un vector con soporte
F en la variedad térica X3, luego por el Lema 4 ”(c)= (a)” el conjunto
F = sop(P) es facial).

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones en las variables tq, ..., t,.

[Tt =p;>0sijeF,
Vimos que este sistema tiene una solucién (¢y,...,t4) con todas las coor-
denadas reales positivas.
Como F' = sop(P) es facial. Entonces por definicién podemos tomar un
vector ¢ € RY tal que

<c¢,Aj>=0paracadai€ Fy <c A; >0 paracadai ¢ F.
Sea € > 0 y sea P(e) = (e<e> Hl L esoAm> Hl L)

Como < ¢,A; >=0paracadai € F'y <c,A; > 0 paracadai ¢ F, es
claro que €<¢4> =1 para cada i € F' y ¢<%4> = ¢ para cada i ¢ F.
Se tiene:

<cA > a]L . d Qg d ajq -
H] 87 =112ty — 11521 t;”" cuando € — 0 para cada i € F

<cAi> T4 4% _ d a5 )
€ [ty =ell;=1t;”" — 0 cuando € — 0 para cada i ¢ F.
Entonces hemos visto que lim._o P(¢) = P tal como querfamos.

Sélo nos resta ver que P(e) € Im(¢a) para todo € > 0. Para ello observe-
mos que:

€<C,Aj> — 661a1j+“.+cdadj — Eclalj...ecdadj — (Ecl)au‘”(ecd)adj — Hle (eci)aij‘

Esto muestra que podemos reescribir:

P(E) ( <CA1> H azl"“ <CAm> H azm)

i=1 " i=1"1

d 1m
[T, (tie)®n, . e <erfim> Hz L)

Luego P(€) € Im(¢a) para todo € > 0, ya que P(€) = ¢pa(t1.€7, ..., t5.€).
Lo cual concluye la demostracién del teorema. []
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Ejemplo *: Veamos ahora que en general, Im(¢4) no es un subconjunto
cerrado de RY,. Sea
01 10
A= 0 0 1 1 | Luego ¢ua(z,y,z2) = (z,22,yx,y).
1 100
Notar que el elemento (0,1,0,0) ¢ Im(¢a) ya que si z =0 = zz = 0.
Consideremos el elemento (t7',¢,¢%) € RZ, tomando limite con ¢ —

0T obtenemos que ¢ (t71, ¢, t2) = (¢,1,t,t?) — (0,1,0,0).
Luego (0,1,0,0) € cl(Im(¢pa)) = X7° pero (0,1,0,0) ¢ Im(pa).
(Gracias a Martin Mereb por el ejemplo)
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