PRACTICA II

VARIEDADES TORICAS - 1ER. CUATRIMESTRE 2005

Notacion: Dado un cono convexo o en R™, notaremos con ¢ su cono dual
y con W, := 0 N — o el mayor subespacio lineal contenido en o.

Ejercicio 1. Dado un cono racional poliedral o en R", probar que existe
un cono racional poliedral gy estrictamente convexo tal que

(i) o = Wy + 00,

(i) dim(o) = dim(W,) + dim(oyp).
Asimismo, probar que W, admite una base de elementos con coordenadas
enteras, o equivalentemente, puede definirse implicitamente mediante ecua-
ciones lineales con coeficientes enteros.

Ejercicio 2. Sea ¢ un cono racional poliedral en R™. Probar que o es
estrictamente convexo si y s6lo ¢” tiene dimensién n. Mas generalmente,
probar que dim(c”) = n — dim(W,).

Ejercicio 3. Probar que toda cara de una cara de un cono racional poliedral
o, es una cara de o.

Ejercicio 4. Sea 7 una cara de un cono racional poliedral o en R"™. Probar
que para todo vector u en el interior relativo de la cara 7™ = 71 N o”
del cono dual (es decir en el interior de la cara como subconjunto del menor
subespacio lineal que la contiene 7* —7*), vale que 7 = oNu’. En particular,
si o es estrictamente convexo, {0} es una cara de o y se verifica que {0} =
o Nut, para todo u en el interior de o”.

Ejercicio 5. Sea ¢ un cono racional poliedral en R™.

(i) Probar que un cono racional poliedral 7 contenido en o es una cara de
o siy solo si verifica la siguiente propiedad: Para todo par de elementos
z,ydeo,zc+y€ET T ET, YET.

(i) Sea ¢ : Sy» — k un morfismo de semigrupos y sea A := ¢~ !(k*).
Probar que existe una cara u de o¥ tal que A = puNZ".

Ejercicio 6. Sea o un cono racional poliedral en R™. Si el cono dual puede
ser generado por n vectores que forman una Z-base de Z™, probar que o
tiene la misma propiedad. O sea, o es regular si y sélo si 0¥ es regular.

Ejercicio 7. Sea o un cono racional poliedral en R" estrictamente convexo,
de dimension d < n y sea Vv la variedad térica afin asociada al cono dual.
Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Vyv es no singular

(ii) V,» es isomorfa al producto (k*)"~¢ x k¢.
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