PRACTICA III: LOCALIZACION

ALGEBRA CONMUTATIVA - 1ER. CUATRIMESTRE 2016

Nota importante:

(1) En toda la practica, A denota siempre un anillo conmutativo con unidad 1, y k£ denota un
cuerpo. La referencia [A-M] se refiere al libro de Introduccién al Algebra Conmutativa de
Atiyah-Macdonald.

(2) El ejercicio que tiene una (T) significa que requiere un poco de topologia.

(3) El ejercicio que tiene una (IN) significa que requiere un poco de Teoria de Ntmeros.

(4) Deben entregar de esta practica los ejercicios que tienen un (x), més 2 ejercicios a eleccién por
seccién. (En total deben entregar 6 ejercicios.)

1. LOCALIZACION

Ejercicio 1. (x) Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y definamos
S:={s € A/existet € A tal ques.t € S}.

Probar que
i) S es un conjunto multiplicativo saturado que contiene a S.
ii) S es saturado si y sélo si A\\S es una unién de ideales primos.
i) S71A~5 '(A).
Probar que el anillo A = k[z1,1/21,...,2,,1/x,] es isomorfo a los siguientes anillos:
A~ klx1, Y1y oy Yn)[(@1yn — 1, o mnyn — 1) > K[z, 2,y /{2y — 1),

. Qué tiene que ver esto con la primera parte del ejercicio?

Ejercicio 2. (%) Sean M, N A-mé6dulos y f: M — N un morfismo de A-médulos. Dado un conjunto
multiplicativo S C A, sea S~1f : S™!M — S7IN el morfismo asociado (definido por S~!f(a/s) =
S~1f(a)/s). Probar que Ker(S7'f) = S~!(Ker(f)). Luego, si f es inyectiva S~!f lo es. ;Vale la
reciproca?

Ejercicio 3. (x) Si A es un anillo, S C A un subconjunto multiplicativo e I un ideal de A, probar que
J = Uges(I : s). Vimos que esto implica que los ideales primos de S~'A estdn en correspondencia
biyectiva con los ideales primos de A que no cortan a S.
e Probar el Corolario 3.12 de [A-M]: nil(S7!A) = S~1nil(A).
e Sea A el anillo k[z,y]/(zy?), B = (¥), que es un ideal primo, y S = Sp = A\ B. Calcular
N(A), N(S71A) y verificar la igualdad del Corolario 3.12 en este ejemplo.

Ejercicio 4. (Anillo de fracciones totales:) El conjunto Sy de todos los elementos que no son divisores
del cero de A es un sistema multiplicativo saturado de A. Entonces el conjunto D de los divisores del
cero de A es una unién de ideales primos (ver ejercicio 14, capitulo 1 de [A-M]). Probar que todo ideal
primo minimal de A estd contenido en D. (Usar el ejercicio 6, capitulo 3 de [A-M].)

El anillo Sy 1A se llama el anillo de fracciones totales de A. Probar que:

e 5o es el subconjunto multiplicativo cerrado més grande de A para el cual A — Sy 'A es
inyectivo;

e todo elemento en S LA es un divisor del cero o una unidad;

e todo anillo en el que todo elemento es una unidad o es un divisor del cero, es igual a su anillo
de fracciones totales, i.e, A — Sy L A es biyectivo.

Ejercicio 5. Este ejercicio consiste en calcular algunas localizaciones.

e Probar que A[X]x es isomorfo al anillo de polinomios de Laurent A[X, X ~!].
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e Para cada primo p € Z, si p = pZ, calcular Zy.
e Sea M = 7/nZ pensado como Z-médulo. Para cada primo p de Z, calcular M,.

Ejercicio 6. (N) Sea A=7Z[v—5]y a= <27 1+ A /_5>.
e Probar que a no es principal.

e Probar que para cada m C Z[y/—5] maximal, se tiene que an es un Z[v/—5|n-mddulo libre de
rango 1.

Ejercicio 7. Sea A un dominio integro y M un A-médulo. Un elemento x € M es un elemento de
torsién de M si Ann(x) # 0, es decir, si ax = 0 para algin a € A no nulo. Probar que los elementos
de torsion de M conforman un submédulo de M, llamado el submddulo de torsién de M, que lo
notaremos T'(M). Si T(M) = 0, el médulo M se dice libre de torsién. Probar que:

e Si M es un A-médulo, entonces M /T (M) es libre de torsién.

e Si f: M — N es un morfismo de médulos, entonces f(T(M)) C T(N).

e Si0— M — M — M" es una sucesién exacta, entonces 0 — T'(M') — T (M) — T(M") es
exacta.

e Si M es cualquier A-mdédulo, entonces T'(M) es el nicleo de z +— 1®z de M en Frac(A)®4 M.

Sugerencia: Usar que Frac(A) puede pensarse como un limite de submédulos de tipo finito

(Af)¢er, y que 1@z = 0 en Frac(A) ®4 M implica que 1 ® x = 0 en algin A§ ®4 M para
algiin € # 0. Deducir que £~ 'z = 0.

Ejercicio 8. Sea S un subconjunto multiplicativo cerrado de un dominio integro A. Siguiendo la
notacién del ejercicio anterior, probar que T(S~!M) = S~IT(M). Deducir que son equivalentes:

o M es libre de torsion.
e M, es libre de torsién para todo ideal primo p.
e M., es libre de torsién para todo ideal maximal m.

Ejercicio 9. Sean M, N dos A-médulos y S C R un sistema multiplicativo. Probar que existe un
morfismo canénico de S~!A-médulos

S~ Homa(M,N) — Homg-14(S~'M,S~IN),

y que este morfismo es un isomorfismo si M es de presentacion finita. Dar un ejemplo donde este
morfismo no sea un isomorfismo.

Ejercicio 10. Si f,g € A, Sy, S, los conjuntos multiplicativos de sus potencias y ¢y : A — Ay,
g : A — Ay los morfismos naturales, demostrar que existe un morfismo de A-médulos ¢ : Ay — Ay
tal que @y = 1) o g si y solo si existe a € A y un natural n tal que ag = f".

Ejercicio 11. (x) Sea X un espacio topoldgico. Un haz de anillos F sobre X es una asignacién
U+ F(U) para cada U C X abierto, donde F(U) es un anillo, junto a una coleccién de morfismos de
anillos {¢py : F(V) — F(U)}ucy (llamados restricciones) que cumplen las siguientes condiciones:

(1) (Condicién de prehaz) Dados U C V C W C X abiertos, tenemos oyw = ©uvevw.
(2) (Condicién de haz) Dado un abierto U C X, se tiene que para todo # = {U;}; cubrimiento
por abiertos de U:
(a) Si f,g € F(U) y cumplen ¢y, (f) = pu,u(g) para todo U; € 4, entonces f = g.
(b) Si para cada U; € 4 tenemos un f; € F(U;) tal que py, v, (fi) = ¢u,,u,;(f;) para todo i, j,
donde U;; = U; N Uj, entonces existe un tnico f € F(U) tal que ¢u,u(f) = fi.
Usualmente denotamos ¢y (f) = fly y F(U) = T'(U, F) (que se llaman las secciones de F sobre U).

Un espacio anillado es un par (X,Oy) donde X es un espacio anillado y Ox es un haz de anillos
sobre X.

Para todo z € X se tiene que {I'(U,Ox), vuv }u<y, donde U,V se mueven sobre los abiertos de
X que contienen a x y el orden U < V estd dado por V C U, es un sistema directo de anillos. Sea
entonces Ox , 1= hﬂercx (U, Ox).

Decimos que un espacio anillado (X, Ox) es localmente anillado si para todo z € X se tiene Ox
es un anillo local.
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e Probar que (Spec(A), Ogpec(a)) €s un espacio localmente anillado. Con esta estructura, lla-
mamos a Spec(A) un esquema afin.
e Si z € Spec(A), probar que hﬂer LU, Ogpec(ny) = Ap,-

Nota: este ejercicio estd guiado en los ejercicios 23 y 24 de [A-M]. Pueden alternativamente hacer
esos dos ejercicios.

Ejercicio 12. (T) Sea A un anillo.

e Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos tal que todo elemento f € B es de tipo f' = o(f) - h
con f € Ay h € B* (B* denota las unidades de B). Probar que el morfismo ¢* : Spec(B) —
Spec(A) es inyectivo y define un homeomorfismo Spec(B) — Im(f*) C Spec(A), donde Im(f*)
tiene la topologia de subespacio de Spec(A).

e Probar que para todo a C A ideal, la proyeccién al cociente A — A/a induce un homeomor-
fismo V' (a) = Spec(A/a) mediante el cual podemos darle estructura de esquema afin a V' (a).
Observar que como espacios topolégicos V (a) = V(a?) pero definen en general esquemas afines
no isomorfos.

e Sea S C A un sistema multiplicativo. Entonces el morfismo canénico A — S~'A induce un
homeomorfismo Spec(S™1A) = U Xt C Spec(A), pensando a la interseccién con la topologia de

fes
subespacio. Si S estd generado por finitos elementos fi,---, f, € A, como U Xp =Xt

fes
el homeomorfismo anterior permite darle estructura de esquema afin a los abiertos que son

interseccioén finita de abiertos principales de la forma X7.

e Dado = € Spec(A), sea k(x) = Ay, /pzAp, el cuerpo residual de Spec(A) en . Sea ¢ : A — B
morfismo de anillos. Probar que Spec(B ®a k(x)) es homeomorfo a (¢*)~!(x), con lo que
podemos darle estructura de esquema afin a la fibra de un morfismo.



