ALGEBRA CONMUTATIVA
Primer Cuatrimestre 2016

Préctica 2: Adicionales

Ejercicio 1. Sea
0O-M—->M—->M =0

una sucesion exacta de A-modulos.

» Probar que si M es de tipo finito, entonces M” es de tipo finito, mientras que M’ no

necesariamente es de tipo finito.
» Probar que si M’ y M” son de tipo finito, entonces M es de tipo finito.
= Probar que si M’ y M” son de presentacion finita, entonces M es de presentacion finita.
Ejercicio 2. Sea M un A-mdédulo. Son equivalentes:
= M es de presentacion finita.

» M es de tipo finito y para todo morfismo de A-moédulos ¢ : M’ — M suryectivo con M’

de tipo finito, se tiene que ker(¢) es de tipo finito.

Ejercicio 3. Probar que una sucesiéon
M—-M —-M—0
de A-moédulos es exacta si y sélo si la sucesion
0 — Homa(M",N) — Homa(M,N) — Homa(M', N)

es exacta para todo A-moédulo N.
Ejercicio 4. Probar que el funtor — ®4 N es exacto a derecha.

Ejercicio 5. Probar las férmulas de adjuncién:

» Homa(M®4 N,L) = Homu (M, Homa(N,L)).
» Si tenemos un morfismo de anillos ¢ : A — A" y N un A’-mé6dulo, probar
HOW[A/(M XA A/,N) = HomA(M,N/A) .

Ejercicio 6. Sea M un A-méduloy a C A un ideal. Probar que existe un isomorfismo canénico
M® (A/a) = M/aM.
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Ejercicio 7. Consideremos un sistema proyectivo (M;, ¢;;)i<; de A-moédulos indexado en los na-

turales. Definimos el morfismo 8 : HM” — HM” dado por 0((x)n) := (qu — q)n(nﬂ)(qw))n.
n n
= Probar que ker(6) = lim M, .

Notamos @i M,, = coker(0). Decimos que el sistema proyectivo (M, verifica la condicién

L,gij)i<j
de Mittag-Leffer si para todo n la cadena decreciente

My 2 @uini1)(Mut1) 2 @uiniz)(Mni2) 2 - 2 @um(Mu) 2 -+
se estaciona, es decir, existe m > 0 tal que @u,(My,) = qon(m+k)(Mm+k) para todo k > 0.
= Asumamos que para todo m > n se tiene ¢, = 0. Probar que @1}1 M, =0.
= Asumamos que @, es suryectiva para todo m > n. Probar que I&Hi M, =0.

» Asumamos que (My, ¢;j)i<; satisface la condicién de Mittag-Leffer. Sea P, := ﬂ @rm (M) -
m>n

Probar que @,(,41)(Pat1) = Pu.

= Asumamos que (M;, ¢;j)i<; cumple la condicién de Mitagg-Leffer. Probar que 1&1}1 M, =
0.

= Probar que el el funtor T&nn que sale de la categoria de sistemas proyectivos en la categoria
de A-moédulos es exacto a izquierda, y probar que es exacto si el primer sistema proyectivo

de la sucesiion exacta cumple la condiciéon de Mittag-Leffer.
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