Contents

Preface Alicia Dickenstein, Ioannis Z. Emiris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . VII

1 Introduction to residues and resultants Eduardo Cattani, Alicia Dickenstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Residues in one variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.3 Some applications of residues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.4 Resultants in one variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.5 Some applications of resultants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.6 Multidimensional residues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 1.7 Multivariate resultants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 1.8 Residues and resultants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2 Solving equations via algebras David A. Cox . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 2.2 Solving equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 2.3 Ideals defined by linear conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 2.4 Resultants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 2.5 Factoring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 2.6 Galois theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

3 Symbolic-numeric methods for solving polynomial equations and applications Mohamed Elkadi, Bernard Mourrain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 3.2 Solving polynomial systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 3.3 Structure of the quotient algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 3.4 Duality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 3.5 Resultant constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 3.6 Geometric solvers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

XII Contents

3.7 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

4 An Algebraist’s View on Border Bases Achim Kehrein, Martin Kreuzer, Lorenzo Robbiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 4.2 Commuting endomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 4.3 Border prebases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 4.4 Border bases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 4.5 Application to statistics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

5 Tools for computing primary decompositions and applications to ideals associated to Bayesian networks Michael Stillman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 5.0 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 5.1 Lecture 1: Algebraic varieties and components . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 5.2 Lecture 2: Bayesian networks and Markov ideals . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212 5.3 Lecture 3: Tools for computing primary decompositions . . . . . . . . . . . 219 5.4 Lecture 4: Putting it all together . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

6 Algorithms and their Complexities Juan Sabia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 6.1 Introduction and basic notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 6.2 Statement of the problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242 6.3 Algorithms and complexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247 6.4 Dense encoding and algorithms. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248 6.5 Straight-line Program encoding for Polynomials . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 6.6 The Newton-Hensel method . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 6.7 Other trends . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

7 Toric resultants and applications to geometric modelling Ioannis Z. Emiris . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269 7.2 Toric elimination theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 7.3 Matrix formulae . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278 7.4 Implicitization with base points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 7.5 Implicit support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291 7.6 Algebraic solving by linear algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297

8 Introduction to Numerical Algebraic Geometry Andrew J. Sommese, Jan Verschelde, Charles W. Wampler . . . . . . . . . . . 301 8.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 8.2 Homotopy continuation methods – an overview . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 8.3 Homotopies to approximate all isolated solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 8.4 Homotopies for positive dimensional solution sets . . . . . . . . . . . . . . . . . 327 8.5 Software and applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336

Contents XIII

9 Four Lectures on Polynomial Absolute Factorization Guillaume Chèze, André Galligo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339 9.0 Introduction, Definitions and Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339 9.1 Lecture 1: Theorems of Hilbert and Bertini, reduction to the bivariate case, irreducibility tests . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 9.2 Lecture 2: Factorization algorithms via computations in algebraic number fields . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351 9.3 Lecture 3: Factorization algorithms via computations in the complex plane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358 9.4 Lecture 4: Reconstruction of the exact factors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 378 References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393 Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419