
Geometŕıa Fractal (2do.cuatr.2011)

Práctica 3

(1) Mostrar (para cada item) un ejemplo de un espacio métrico (X, d) y una
función f : X → X tal que

d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y)∀ x, y ∈ X,
(a) f no tiene punto fijo.
(b) f tiene infinitos puntos fijos.
(c) f tiene un único punto fijo.

(2) Muestre que las siguientes definiciones son equivalentes:
• K ⊂ Rd es compacto.
• K ⊂ Rd es cerrado y acotado.
• (*) K ⊂ Rd es cerrado y totalmente acotado. (Def: un conjunto
A ⊂ Rd es totalmente acotado si para cada ε > 0 exist un número

finite de bolas de radio ε que cubren A, i.e. A ⊆
⋃N

i=1B(xi, ε).)
(3) Muestre que las siguientes definiciones de la distancia de Hausdorff, de-

finen métricas equivalente en H. En particular, demuestre que cada una
de ellas es una distancia. (Recordar que d(x,B) = infy∈B {‖x− y ‖}, y sea
D(A,B) = supx∈A {d(x,B)})
(a)

(dH)1(A,B) = inf
ε
{A ⊆ Bε y B ⊆ Aε} .

(b)
(dH)2(A,B) = D(A,B) +D(B,A).

(c)

(dH)3(A,B) =
D(A,B) +D(B,A)

2
.

(4) Hallar una sucesión de conjuntos compactos Ki tales que

∞⋂
N=1

⋃
i≥N

Ki 6=
∞⋂

N=1

⋃
i≥N

Ki.

(5) Para 1 ≤ p < +∞, sea

Lp(Rd) =

{
f : Rd → C : ‖f‖p :=

(∫
Rd

|f(x)|pdλ(x)

)1/p

< +∞

}
con λ la medida Lebesgue; y

L∞(Rd) =
{
f : Rd → C : ‖f‖∞ := ess.sup.‖f(.)‖ es escencialmente acotada.

}
Mostrar que con las definiciones anteriores, (Lp(Rd), ‖.‖p), 1 ≤ p ≤ ∞, son
espacios de Banach.
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