Dimensién del Movimiento Browniano Plano.

Un ejemplo de movimiento browniano en R? es el movimiento aleatorio
que siguen algunas particulas microscopicas que se hallan en un medio fluido
(por ejemplo, polen en una gota de agua). Recibe su nombre en honor al
escocés Robert Brown, bidlogo y botanico que descubrié (sin poder explicar
el motivo) éste fenémeno en 1827 y observé que pequenas particulas de polen
se desplazaban en movimientos aleatorios sin razén aparente.

Sin embargo, fue el estudio independiente de Albert Einstein en su articu-
lo de 1905 (Uber die con der molekularischen Theorie der Wirme geforderte
Bewegung von in ruhenden Flissigkeiten suspendierten Teilchen/ Sobre el
movimiento requerido por la teoria cinética molecular del calor de pequenas
particulas suspendidas en un liquido estacionario el que mostré la solucién a
los fisicos, como una forma indirecta de confirmar la existencia de atomos y
moléculas.

Metafora intuitiva del movimiento browniano:

Considere una gran pelota de 10 metros de didmetro. Imagine esta pelota
en un estadio de futbol o cualquier otra area llena de gente. La pelota es
tan grande que permanece por encima de la muchedumbre. Las personas
aciertan a golpear el balon en diferentes momentos y direcciones de manera
completamente aleatoria. Por ello, la pelota no sigue una trayectoria. Ahora,
considere una fuerza ejercida durante un cierto tiempo; podemos imaginar 20
personas empujando para la derecha y 21 para la izquierda y que cada persona
esta ejerciendo cantidades de fuerza equivalentes. En este caso las fuerzas
ejercidas por el lado izquierdo y por el lado derecho no estan equilibradas,
favoreciendo al lado izquierdo, por lo que la pelota se movera ligeramente
hacia la izquierda. Esta desproporcion siempre existe, y es lo que causa el
movimiento aleatorio. Si observaramos la situacién desde arriba, de modo que
no pudiéramos ver a las personas, veriamos la gran pelota como un objeto
animado por movimientos erraticos.

Algunos conceptos probabilisticos

Una variable es aleatoria si su valor esta determinado por el azar. En gran
nimero de experimentos aleatorios es necesario cuantificar los resultados de
modo que se asigne un numero real a cada uno de los resultados posibles
del experimento. De este modo se establece una relacién entre elementos



del espacio muestral asociado al experimento y niimeros reales. Una variable
aleatoria (v.a.) X es una funcién real definida en el espacio muestral asociado
a un experimento aleatorio, 2

X:Q—-R

La distribucién de probabilidad de una v.a. X, también llamada funcién
de distribucién de X es la funcién Fx(z), que asigna a cada evento definido
sobre X una probabilidad dada por la siguiente expresion:

Fx(x) = P(X <x)

y de manera que se cumplan las siguientes tres condiciones:

lim, , o Fx(z) =0y lim, , o Fx(x)=1

Es continua por la derecha.

Es mondétona no decreciente.

La distribucién de probabilidad de una v.a. describe teéricamente la forma
en que varian los resultados de un experimento aleatorio. Intuitivamente se
trataria de una lista de los resultados posibles de un experimento con las
probabilidades que se esperarian ver asociadas con cada resultado.

La funcién de densidad (FD), representada comtinmente como f(z), se
utiliza con el propdsito de conocer como se distribuyen las probabilidades de
un suceso o evento, en relacién al resultado del suceso.

La FD es la derivada de la funcién de distribucién de probabilidad Fx (z),
o de manera inversa, la funcién de distribucion es la integral de la funcién de
densidad:

Fy(z) = / " fnt.

o

Esperanza

La esperanza matematica (también llamada esperanza, valor esperado o
media) de una variable aleatoria X, es el nimero E(X) que formaliza la idea
de valor medio de un fenémeno aleatorio.

Cuando la variable aleatoria es discreta, la esperanza es igual a la suma de
la probabilidad de cada posible suceso aleatorio multiplicado por el valor de
dicho suceso. Por lo tanto, representa la cantidad media que se .*peragomo
resultado de un experimento aleatorio cuando la probabilidad de cada suceso
se mantiene constante y el experimento se repite un elevado niimero de veces.
Cabe decir que el valor que toma la esperanza matematica en algunos casos



puede no ser esperado en el sentido mas general de la palabra (el valor de la
esperanza puede ser improbable o incluso imposible.)

Para una variable aleatoria continua, la esperanza se calcula mediante la
integral de todos los valores y la funcién de densidad f(x):

BIX] = /Oo of ()dz

[e.o]

La esperanza tiene las siguientes propiedades:
» E(aX +b) =ab(X) + b (linealidad),
» B(X+Y)=EX)+ EY).

Variaza

La varianza de una variable aleatoria es una medida de su dispersion
definida como la esperanza del cuadrado de la desviacién de dicha variable
respecto a su media. Esta medida en unidades distintas de las de la varia-
ble. Por ejemplo, si la variable mide una distancia en metros, la varianza se
expresa en metros al cuadrado. La varianza tiene como valor minimo 0.

Dada una variable aleatoria X con media E(X), se define su varianza,
Var(X), como

Var(X) = E[(X — E(X))?].

Desarrollando la definicion anterior, se obtiene la siguiente definicion al-
ternativa (y equivalente):

Var(X) = E[(X — B(X))?]
= E[(X? - 2XE(X)+ E(X)%)]
= B(X?) — 2E( VE(X) + B(X)?
= BE(X?) —2B(X)* + B(X)’
= E(X?) - B(X)*.

Algunas propiedades de la varianza son:
» Var(X) >0

» Var(aX +b) = a®*Var(X), siendo a y b ntimeros reales cualesquiera.
De esta propiedad se deduce que la varianza de una constante es cero,

es decir, Var(b) = 0.



» Var(X+Y)=Var(X)+Var(Y) silas v.a. X e Y son independientes.

Distribuciéon normal
Se dice que una v. a. continua X sigue una distribucién normal de pardme-
tros puy o y se denota X N(u,o) si su funcién de densidad estd dada por:

flz) = L e_%(%)i r € R,
oV 2w
donde p es la media y o2 es la varianza.
Se llama distribucion normal estandar a aquélla en la que sus parametros
toman los valores 4 = 0 y 0 = 1. En este caso la funcién de densidad tiene
la siguiente expresion:

e 2
f(x) NorE z € R.

Usaremos la siguiente propiedad de v.a. normales,

dadas X e Y v.a. independientes y con distribuciéon normal, entonces
X +Y también es una v.a. normal.

Teorema Central del Limite

El Teorema del limite central (TCL) establece que bajo ciertas condiciones
(como pueden ser independientes e idénticamente distribuidas con varianza
finita), la suma de un gran nimero de variables aleatorias se distribuye apro-
ximadamente como una normal.

Lema de Borel Cantelli

Sea F,una sucesion de eventos en algin espacio de probabilidad. El lema
de Borel-Cantelli dice:

Si la suma de las probabilidades de FE,, es finita:

oo
> P(Ey) < oo,
n=1
entonces la probabilidad de que ocurra infinitas veces es 0, esto es,

P <lim sup En) = 0.

n—oo

Definicién de un proceso estocastico.



Sea R™ con la o-algebra de los borelianos y (€2, F,P) un espacio de proba-
bilidad. Un proceso estocastico { X (¢),t > 0} es una funcién (t,w) — X;(w)
para t > 0, w € 2; con valores en R", tal que para cada t > 0, X,(-) es
una funciéon medible de 2 en R™. Usualmente se asocia a la variable ¢ con el
tiempo.

Costruccion intuitiva en R:

Consideremos una particula que realiza un paseo aleatorio en la recta real,
comenzando desde el 0. Supongamos que cada intervalos de tiempo pequenos
7, la particula tiene que decidir si hacer un paso a la derecha o a la izquierda,
para ello se tira una moneda equilibrada, si sale cara camina a la iquierda y si
sale seca a la derecha. Es decir a tiempo 7 la particula esta en el 1 si sali seca
y en el -1 si sali6 cara. Sea B.(t) la posicién de la particula a tiempo ¢. Una
vez realizado este proceso debemos tender el pequeno intervalo de tiempo
con el cual se realizan los saltos, esto es tomar 7 cada vez mas pequeno. Con
esto podria pasar que en un tiempo corto la particula este en el infinito. Para
evitar ello, y que el proceso este bien definido tomando limite en 7 es que
debemos multiplicar por una funcién de 7 adecuada. Esta funcién es 71/2
debido al Teorema Central del Limite(TCL) (lo anunciamos mas adelante).

lim 72 B.(t) = B(t)

T—0
Tambien gracias al TCL es que B(t) es una variable aleatoria con distribucién
normalcon media 0 y varianza 1.
Construccion en R":
Para extenderlo a R", basta con construir movimientos brownianos inde-
pendientes en cada doordenada, y asi obtenemos un MB en R".

Definicién del Movimiento Browniano

Definicién 0.1. Sea un proceso estocdstico {B(t), t > 0}. Decimos que
{B(t), t > 0} es un Movimiento Browniano si cumple:

= B(0) = 0.

» {B(t),t > 0} tiene incrementos independientes, es decir sity < t; <
... <y, entonces Bty), B(t1) — B(to), ..., B(tn) — B(tn—1) son variables
aleatorias independientes.



» B(t + s) — B(s) tiene distribucion gaussiana/normal con media 0 y
varianza h para todat >0 y s > 0.

» B(t) tiene trayectorias continuas, casi sequramente.

Si en el tercer punto de la definicién anterior, h = 1, llamamos al proceso
Movimiento Browniano estandar.

Para la verificacion de que existe un proceso estocastico como el que
definimos arriba, ver [Dur], capitulo 7, teorema 1.3. Otra observacién es que
el ultimo punto de la definicién no es necesario pues el Teorema de Wiener
[Dud] (capitulo 12, teorema 12.1.5) asegura que un proceso estocdstico que
cumple los puntos anteriores es continuo, casi seguramente.

Consecuencias:

» B es estacionaria, es decir, B(t 4+ h) — B(t) tiene distribucién indepen-
diente de t.

= B no es diferenciable en ningtin punto.

= Proyecciones sobre Ly de un MB es MB.

Veamos el tltimo item para un MB en R?, X(t) = (X (t), Xo(t)). La
proyeccién de X (t) sobre la recta Ly (recta q pasa por el origen con angulo
0 con el eje x) se calcula intersecando Ly con la recta perpendcular a Ly
que pasa por (z,y), esto da (z cos(6) +ysin(8))(cos(8),sin(#)). Por otro lado
A(cos(6),sin(f)) — A "manda” MB en MB. De esta forma parat > 0y h > 0,
las variables aleatorias X (t+h)—X;(t) y Xao(t+h)— Xs(t) son idependientes
y con distribucién normal con media 0 y varianza h. Entonces los incrementos
de las proyecciones sobre Ly, dadas por (X (t+h)—X(t)) cos(8)+(Xa(t+h)—
X5(t)) sin(#) son normalmente distribuidas con media 0 y varianza h cos®(0)+
hsin®(0) = h

El siguiente lema presenta la Propiedad de escalamiento del Movimiento
Browniano. Esta propiedad, intuitivamente, es que la trayectoria de un Mo-
vimiento Browniano hasta un tiempo 7" > 0, tiene las mismas propiedades
estocdsticas que la trayectoria hasta el tiempo 1, multiplicada por un factor
que depende de T' (en el sentido de multiplicar un escalar por un conjunto).
Esto quiere decir que las trayectorias del Movimiento Browniano cortadas
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a diferentes tiempos son iguales estocasticamente excepto por un factor de
escalamiento.

Lema 0.2 (Propiedad de escalamiento). Sea a > 0 y {B(t), t >
Movimiento Browniano. Entonces el proceso B,(t) = {\/aB(%), t >
también un Movimiento Browniano.

0} un
0} es
Demostracion. Notemos que debido a que {B(t),t > 0} es continuo y tiene
incrementos independientes, {B,(f) > 0} también es continuo y tiene in-
crementos independientes. Debido a que B(t + s) — B(t) tiene distribucién
gaussiana para toda t > 0, \/a [B(:+2) — B(%)] = B,(t+s) — B,(s) también
tiene distribucién gaussiana.

Por otro lado,

E(B,(t+s) — Bu(s)) = E(\/53<t - S) B ﬁB(é))

a

- var(a(+3)-5()

= 0.

Denotemos por Var(X) a la varianza de la variable aleatoria X. Entonces

Var(Bu(t+ s) — Bu(s)) = Var<\/a[3<2 + f) N B<£>]>

a a

- wo(n(t3) - n(})
- an(l)

Lo anterior demuestra que {B,(t), t > 0} es un Movimiento Browniano. [

Observaciéon

Supongamos que X (t) = (Xi(t),...,X,(t)) es un MB n-dimensional.
Como X;(t + h) — X;(t) tiene distribucién independiente y normal Vi. Si
la;, b;] son intervalos entonces

b; 22
P(Xi(t+h) — Xi(t) € [as, b)) = (2mh) 12 / e~ du



Entonces si consideramos el paralelepipedo [a1,b1] X « -+ X [a,, b,] entonces

P(X(t+h)—X(t) € E) = ﬁ(%h)m /bi o hdy

1 i

= (27rh)_"/2/ e 2 dx
E

esto se generaliza a borelianos, en particular a bolas B(0, ) (y usando un
cambio de coordenadas r = |z|)

2

P(X(t+h)—X@)|<r)= ch”/Q/ " leTmmdr
0

donde ¢ = (27) /2|0 B(0,1)|,,_1, usaremos estos célculos en el siguiente lema.

Lema 0.3. Sea B :[0,1] = R" un MB. Dado A € (0,1/2), con probabilidad
1 se satisface
|B(t+ h) — B(t)| < blh]*.

para h pequeno y la constante b solo depende de \.

Demostracion. Sea h > 0,

00 _ 2

P(|B(t+h) — B(t)| > h*) = ch_”/2/ r"Lexp(——)dr
hA 2h

oo U2
= 20/ u"exp(——)du
hA—1/2 2

< C’/ e"dr
hA—1/2
= Cexp(h*1/?)

< ch?.
Para el intervalo [(m — 1)277, m277], obtenemos la cota

P(|B((m—1)277) = B(m277)| > 277") < c27%.

Notamos Aj,, = |B((m —1)277) — B(m277)| > 277,
Tomando el intervalo [t,t + h| de forma binaria, queremos ver que el MB
varia poco con probabilidad 1 en intervalos pequenos, es decir,

P(|B((m—1)2_j) _B(m2_j)‘ < 977 para todo 7 > k para todo 1 <m < Qj) —1
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Para ello veamos que el complemento de este evento es bien pequeno,

P(A;m, para algun j > k, para algun 1 < m < 27)
= P( U?ik U727]L:1Aj7m>

Z Z —1)279) = B(m277)| > 277%)

:k m=1

< Z 2597 — (9 k+1
j=k

Como esta cota es sumable en k, por Borell Cantelli obtenemos que U2, uz’,
A ocurre finitas veces. Por lo tanto, existe K grande, tal que con proba-
bilidad 1,

|B((m—1)277) — B(m277)| <27

para j > K. Falta ver que vale para cualquier intervalo de longitud h.

Sea h > 0, tal que h < 275 y sea k el minimo valor tal que 27% < h.
Usando una particiéon adecuada del intervalo obtendremos la cota buscada.
Ubicamos un intervalo de longitud 2% en el centro del intervalo de longitud
h, luego ubicamos a la derecha y a la izquierda dos intervalos de igual longitud
277 para algun j mas grande que k, y asi siguiendo con este procedimiento,
hasta llegar a una distancia de longitud menor que e de los bordes, donde
este es el € de la continuidad del MB. Con esta construccion obtenemos la
cota buscada,

|B(t) — B(t+ h)| <|B(t) — B(t1)| + |B(t2) — B(ts)| + ... + | B(t,) — B(t + h)|

<2e42) 277
=k
2h*
1—2)

<
Usando que dado € < 277 para algin j grande, existen 6, t1, ¢, tal que t;—t < §
yt+h—t, <dy con ellos usar la definicién de la continuidad del MB . [

Teorema 0.4. Con probabilidad 1, la trayectoria de un MB tiene dimension
Hausdorff igual a 2 para 2 < n.



Demostracion. Probaremos solo una desigualdad:

Para todo 0 < A < 1/2, X : [0,1] — R™ (2 < n) satisface la condicién
de Hélder con proabilidad 1, entonces dimy(X][0,1]) < (1/X)dimg[0,1] v
tomando A tendiendo a 1/2 se obtiene una desigualdad. ]

Teorema 0.5. Con probabilidad 1, el grdfico de un MB X : [0,1] — R tiene
dimension Hausdorff 3/2.

Demostracion. Por la propiedad de Hoélder y el corolario 11.2 a del Falconer,
es claro que con probabilidad 1, el grafico de X tiene dimensién a lo sumo
2 — X para todo A < 1/2. Ahora si hacemos A tender a 1/2 se tiene que la
dimensién es menor o igual a 3/2. O

Sin embrago con probabilidad 1, las trayectorias del MB en R™ tienen
medida de Hausdorff 0. Esto es que en principio la dimensién de Hausdorff
no es suficiente para ver el tamano del MB. Pero para ello es que hay una
medida un poco mas fina, y es la siguiente:

Sea h : Rt — R una funcién continua y creciente. Definimos,

H}(F) = if{> h(|U;]) : {Ui} es un 6 — cubrimiento de F}

donde F' es un sub-conjunto de R™. De aqui obtenemos la medida H"(F) =
lims_,o H?(F). Observemos que si h(t) = t°, tenemos la definicién usual de
medida de Hausdorff.

Con un calculo mas refinado puede verse que la trayectoria del MB tiene
medida H" positiva y finita para

1
h(t) = t2 log log(;) en el caso de n > 3,

1 1
h(t) = t* log(;) log log log(g) en el caso de n = 2.

(Las trayectorias son curvas simples ?

Dada una funcién f decimos que z tiene multiplicidad & si f(t) = x para
k valores distintos de t.
El siguiente teorema nos dice cuando un MB se auto-interseca:

Teorema 0.6. Dado un MB, B(t) : [0,4+00) — R™, con probabilidad 1,
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= n = 2, hay puntos de multiplicidad k para todo k € N,

= n = 3, hay puntos con multiplicidad 2, pero no hay con multiplicidad
3,

= n >4, no hay puntos multiples.

Demostracion. Una idea de la demostracion puede verse en Falconer, Capitu-
lo 16. m
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