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Regularidad Local: Exponente Holder Puntual

Exponente Holder Puntual

Definicion

Sean o > 0, f : Dom(f) C RY — R una funcién localmente acotada y
xo € Dom(f). Decimos que f estd en la clase C*(xp) si existen C >0y
un polinomio Py, (x) de grado menor que « tales que, cerca de xq,

() = P ()] < C Ix = x0]°
Luego, el exponente Holder Puntual de f en xqg es

He(x0) = SL;% {a:feC%x)}

En el caso a = 0, por convencién, decimos que el polinomio nulo tiene
grado —oo y |f(x)] < C.
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

@ Si f es discontinua en xp entonces Hr(xp) =0
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

@ Si f es discontinua en xp entonces Hr(xp) =0

@ Si f es C*™ en xp entonces Hr(xp) = +00
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

@ Si f es discontinua en xp entonces Hr(xp) =0
@ Si f es C*™ en xp entonces Hr(xp) = +00
@ Si Hr(xp) < 1 entonces f no es diferenciable en xg
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

@ Si f es discontinua en xp entonces Hr(xp) =0

@ Si f es C*™ en xp entonces Hr(xp) = +00

@ Si Hr(xp) < 1 entonces f no es diferenciable en xg
o Ejemplo: £ : R — R, f(x) = |x|? tiene H¢(0) = 1
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

Si 0 < Hr(xp) < 1 se tiene que f € C*(xp) con « < 1, es decir
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

Si 0 < Hr(xp) < 1 se tiene que f € C*(xp) con « < 1, es decir
Pyo(x) = f(x0) 'y [f(x)—=f(x0)l < Clx—xl|"
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

Si 0 < Hr(xp) < 1 se tiene que f € C*(xp) con « < 1, es decir
Pyo(x) = f(x0) 'y [f(x)—=f(x0)l < Clx—xl|"
—C|x — x0|™ + f(x0) < f(x) < Clx — x0|™ + f(x0)
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual

Si 0 < Hr(xp) < 1 se tiene que f € C*(xp) con « < 1, es decir
Pyo(x) = f(x0) 'y [f(x)—=f(x0)l < Clx—xl|"
—C|x — x0|™ + f(x0) < f(x) < Clx — x0|™ + f(x0)

ly=f(x |=clx—x 1
o o 00

— f(x CP

*o
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Ejemplos

Sea0<y<1
e f(x) =|x|" tiene Hs(0) =~ y H¢(x) = +oc sino.

Singularidad Tipo Cuspide
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Ejemplos

Sea0<y<1lyg>0o.
e f(x) =|x|" tiene Hs(0) =~ y H¢(x) = +oc sino.

e f(x)=|x|"sin (ﬁ) ext. cont., tiene Hr(0) = v y He(x) = 400

sino.

Singularidad Tipo Cuspide Singularidad Tipo Chirp
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Ejemplos

e f(x) =1g |x|” tiene Hf(0) = a y He(x) =0 sino.

f(><)=1Q|x|cx
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Ejemplos: F(x) = t;f) 3~ %sin (ka)

Funcién de Weierstrass

Resultado (ver en (Jaffard, 2004))
A<1<AB,

= Y Atsin (B) = ete) = )
k=0
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Ejemplos

Funcién de Weierstrass Generalizada L Exponente Holder Puntual

03| ]
1 ]

0.6 ]
0 4

0.4 ]
-1 q 0.2 1
ol . . . , ‘ ‘ =5 Y - 5 5 + s

6 -4 ) 0 2 4 6

Resultado (ver en (Daoudi, Lévy vehel, Meyer, 1998))

A<1<AByseaH:lCR— R, H(x) continua, 0 < c < H(x) < d <1

+oo
F(x) = ZAk H() sin (ka) = He(x) = H(x)
k=0
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Propiedades

@ El exponente capta las singularidades de una funcién.
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Propiedades

@ El exponente capta las singularidades de una funcién.

@ La funcién Holder puntual Hy :x — H¢(x) de una funcién f es
capaz de identificar los cambios en la regularidad puntual de f.
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Propiedades

@ El exponente capta las singularidades de una funcién.

@ La funcién Holder puntual Hy :x — H¢(x) de una funcién f es
capaz de identificar los cambios en la regularidad puntual de f.

e Valores del exponente cercanos a cero <+ Mas irregularidad en
el gréfico de f
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Regularidad Local: Exponente Hélder Puntual

Exponente Holder Puntual: Propiedades

@ El exponente capta las singularidades de una funcién.

@ La funcién Holder puntual Hy :x — H¢(x) de una funcién f es
capaz de identificar los cambios en la regularidad puntual de f.

e Valores del exponente cercanos a cero <+ Mas irregularidad en
el gréfico de f

o Valores del exponente altos <+ Porciones suaves del grafico de
f
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Multifractalidad

Espectro de Singularidades

Dada f una funcién localmente acotada queremos estudiar el
conjunto:
{x € Dom(f) : He(x) = h} con he R>0U {400}
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Multifractalidad

Espectro de Singularidades

Dada f una funcién localmente acotada queremos estudiar el
conjunto:
{x € Dom(f) : He(x) = h} con he R>0U {400}

Espectro de singularidades

Sif:R —R y 0 < h < +00, el espectro de singularidades de f
es:

d(h) = dim{x € Dom(f) : He(x) = h}

donde dim es la dimension de Hausdorff.
OBS: dim()) = —o0, es decir que d(h) € R>q U {—o0}
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Multifractalidad

Funciones Multifractales

@ La multifractalidad es un concepto que proviene de problemas
fisicos (Frisch y Parisi,1985)). La velocidad de un fluido con
turbulencias sigue la relacién

v(x+h) —v(x)| = C|h["
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Multifractalidad

Funciones Multifractales

@ La multifractalidad es un concepto que proviene de problemas
fisicos (Frisch y Parisi,1985)). La velocidad de un fluido con
turbulencias sigue la relacién

[v(x + h) —v(x)| = C|h|®
@ Estimaron que
{x:|v(x+h) —v(x)| = C|h"}
es un fractal para a € (amin, ¥max)
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Multifractalidad

Funciones Multifractales

Sea S, = {x € Dom(f) : H¢(x) = h}
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Multifractalidad

Funciones Multifractales

Sea S, = {x € Dom(f) : H¢(x) = h}

Definicion: Funciéon Multifractal

f : Dom(f) C R — R se dice multifractal si,
d(h) = dim(Sp)
toma infinitos valores para h € [Hmin, Hmax|, Hmin 7 Hmax
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Multifractalidad

Funciones Multifractales

Sea S, = {x € Dom(f) : H¢(x) = h}

Definicion: Funciéon Multifractal

f : Dom(f) C R — R se dice multifractal si,
d(h) = dim(Sp)
toma infinitos valores para h € [Hmin, Hmax|, Hmin 7 Hmax

Obs: Entonces se estudian infinitos conjuntos fractales S, y de
ahi la palabra multifractal.
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Multifractalidad

Funciones Multifractales

i Es Multifractal la funcién de Weierstrass? ;Y la Generalizada?
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Multifractalidad

Funciones Multifractales

i Es Multifractal la funcién de Weierstrass? ;Y la Generalizada?

@ Si Hp(x) = 0,5 para todo x € R entonces Sp5 = R

1 Si h=10,5
—00 sino

d(h) = {

Mariel Rosenblatt Estructura Multifractal de Funciones



Multifractalidad

Funciones Multifractales

i Es Multifractal la funcién de Weierstrass? ;Y la Generalizada?
@ Si Hp(x) = 0,5 para todo x € R entonces Sp5 = R

1 Si h=10,5
—00 sino

d(h) = {

@ Funcién de Weierstrass Generalizada: Si
0 < ¢ < H(x) < d < 1 entonces S, tiene a lo sumo dos
elementos y

d(h):{o si helc,d

—00 sino
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Multifractalidad

Funciones Multifractales (Jaffard, 1997): La funcién de Riemann integrable (1854)

/‘M

s

Es discontinua en puntos de la forma % con py g coprimos
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Multifractalidad

Funciones Multifractales (Jaffard, 1997): La funcién de Levy

Es discontinua en puntos de la forma 2,,% con k impary n € Ny
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Multifractalidad

Funciones Multifractales (Jaffard, 1997)

@ Funcién de Riemann:

+o0o (nx)
n=1
@ Funcién de Levy:
+oo
B (2"x)
L(x) = on
n=0
con
X—m si \x—m]<l,meZ
()= 0 si x—m+imEZ
= 5
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Multifractalidad

Funciones Multifractales (Jaffard, 1997)

El espectro de singularidades de ambas funciones es:

si hel0,1]

sino

d(h) = dim(Sy) = { "
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Multifractalidad

Funciones Multifractales (Jaffard, 1997)

El espectro de singularidades de ambas funciones es:

si hel0,1]

sino

d(h) = dim(Sy) = { "

Es decir hay infinitos conjuntos fractales Sy, todos con distinta dim
de Hausdorff

Mariel Rosenblatt Estructura Multifractal de Funciones



Multifractalidad

Funciones Multifractales: La funcién de Levy

Propiedades de la funcién de Levy  £(x) = 3./ (2

o Sixg# 2,,% k impar, n € Ny entonces £ es continua.
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Multifractalidad

Funciones Multifractales: La funcién de Levy

Propiedades de la funcién de Levy  £(x) = 3./ (2

o Sixg# 2,,% k impar, n € Ny entonces £ es continua.

e Sixp = 2,7% entonces L es discontinua y el salto entre los
limites por derecha y por izquierda mide 27".

Mariel Rosenblatt Estructura Multifractal de Funciones



Multifractalidad

Funciones Multifractales: La funcién de Levy

Propiedades de la funcién de Levy  £(x) = 3./ (2

o Sixg# 2,,% k impar, n € Ny entonces £ es continua.
e Sixp = 2,7% entonces L es discontinua y el salto entre los
limites por derecha y por izquierda mide 27".

@ Si xg no es un elemento de 27"Z, n € N, entonces el valor del
exponente Holder puntual Hp(xo) depende de como los
puntos diddicos de la recta real aproximan a xp.
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Multifractalidad

Funciones Multifractales: La funcién de Levy £(x)

Proposiciéon

Sea xo ¢ 27"7Z para todo n € N. Sea Apxy = dist(xg, 27 "Z),
entonces
He(x) = liminf —
EVT T e Toga(Bnxo)
Ademas
d(h) = dim(Sp) = h  Yhe [0,1]
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Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

La demostracién se puede encontrar en la seccién 5 del articulo « Old Friends Revisited: The Multifractal Nature of
Some Classical Functions» de S. Jaffard (1997). La intencién de este apéndice es ampliar las explicaciones

alli dadas.

La funcién L(x), definida por Paul Levy, es una funcién continua en xg si:

x0 # 2"“‘1{' k impar, n € Ny

2n£r1 , lo cual garantiza la convergencia
k

uniforme de la serie de funciones. En consecuencia, como cada funcién (2"x) es continua si xy # AT las sumas

El término general de la serie de funciones que define a £ estd acotado por

parciales

k
o+l

k impar, n € Ny y el salto de la funcién £ en estos puntos mide 2~ ".

Se puede estimar este salto calculando )L(x&r) — Ll(xo_)‘ para xg = # con n € N, donde X0+ =xp + 2% yy

resultan funciones continuas si xp # k impar, n € Np. Esto implica que £(x) también es continua alli.

. . . K
Ademds L es discontinua si xp = SAiT

x(;:onrzie,conleN.

\c(xoﬂ - C(XD*)] =

L end) ey
DD S

m=0 m=0

y por la convergencia de ambas series

@

m=0
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Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

La suma de la ecuacién (1) es finita pues (2mx(;r) = (2™xy ) = 0 pues, a partir de cierto m, los valores 2”5(6r y

2"’x07 son enteros, por lo tanto

N m +
(2 (2™x,7)
E(xar) ‘ 270 N = max {£,n+ 1}
m=0
La funcién (x) es discontinua en puntos de la forma % con k impar y en estos puntos los limites laterales de la
funcién (x) difieren en 1. En consecuencia ‘(2m><0+) (2™ _)) estd cerca de 1si 2"xg = X, es decir
k k k i .
2Mxg =27 L= ZnFl=m — 2 con k impar;

y la dltima igualdad se verifica si m = n.
Para los demds m la diferencia ‘(2"’){) — (2’"x(;)) es pequefia. Mds precisamente, por definicién de (x)

2 om+1

N _
‘(2")(0)7 @'y ‘71 y 1R — @) = ——

22
Separando el término n-ésimo de la suma, se tiene que

N m, + m, — N m+1
2 — (2 2 2 2 2
> RS () ey = () ey
2 2

om Y 2

m=0
Si N = max {£, n+ 1} se deduce que,

*0
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Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

Para demostrar cémo se computa el exponente Holder Puntual usaremos el siguiente Lema:

Sea f : R — R una funcién discontinua en un conjunto denso A, xg € Ry (’n)neN C A una sucesién que
converge a xp tal que s, es el salto de la funcién f en el punto r,.
Entonces

log (s,
Hi(o) < liminf —BGn) _
n——-+c° Jog(|ry — xo|)

Sea xg no diddico, Apxp la distancia de xq a los diddicos del nivel n.
Por la densidad de los puntos diddicos en la recta real se tiene una sucesién de diddicos (rp)n tal que

rm = ;—ﬂ kp impar y rm — Xg

Usando el lema y que el salto de £ en ry es 2= ("=1) se deduce que
logo (21
He() < liminf 822 "7)
n==r+00 logy(|ra — xol)
ademds, como Apxp < |rp — xp,
—n+1 —n

He(xo) < liminf ——— = liminf ———
n=—+00 loga(Apxg) T F0 loga(Anxo)
También, de esta dltima desigualdad, puede deducirse que Hr(xp) < 1 pues:

—n —n
Apxg) < 27" = loga(Apxg) < —n = 12> Togs (Bnxg)
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Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

Obs: Usando el lema también se deduce que si xg € Z tambiés vale que Hf(xp) < 1 (Basta tomar r, = xg + 2%)
Es decir que

He(xo) < 1Vxp € R
Probemos la otra desigualdad acotando |L(xg + £) — L(x0)|. Si h = Apxg, por los mismos argumentos usados en
(2), se tiene que
|£(x0 + h) — L(x0)| < 27" + O(h)
Buscamos « tal que 27" + O(h) ~ h™, es decir queremos encontrar « tal que existan C > 0y D > 0 que
cumplan:
Dh™ < 27"+ 0(h) < Ch™
Aplicando logs en esta dltima desigualdad se deduce que

+L<a<%+i

. _
logy(h) ' Togy(h) = = = loga(h Togy (h)

Luego, calculando liminf y teniendo en cuenta que h = Apxp),
—n
a= liminf ———
==+ Jogy(Anxo)
entonces
[L(x0 + h) = L(x)| < Ch*

También se verifica esta tltima desigualdad si A, 1xg < h < Apxg, lo que implica que £ pertenece a la clase
Hélder puntual C®(xg). Por definicién de exponente Holder puntual se concluye que

—n
liminf ——— < Hf(x
n=—=+0 Jogy(Anxg) o)

Mariel Rosenblatt Estructura Multifractal de Funciones



Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

Calculemos ahora la dimensién Hausdorff del conjunto de puntos del dominio de £ que tienen regularidad puntual
B, con B < 1:

d(B) = dim {x € Dom(f) : H¢(x) = B} = dim(Sg)

n——s-+o0

Es= limsup |J {kz*” —27% k27" 4 2*3]
k

AN

Por definicién el limite superior de una sucesién de conjuntos (A,), es

+o00 +oo

NnuUa

n=0 j=n
Esto significa que si x € E; entonces x estd en infinitos Aj, es decir en infinitos intervalos centrados en diddicos
k27" y de longitud 2 27 "2:

[kz*" N S 2*”3}

Probaremos que los conjuntos E, tienen dim(E;) = %.
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Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

dim(E;) > L:

a
Para cada § > 0 existe ng € Ntal que 22707 < §y

+oo
EcUa=UU [kz—f — 27 oI +2‘fa}
Jj=ng Jj=ng k

diam< §

Entonces existe una subsucesién (j,), tal que

x€E & x€ [kz‘f" —27In? jo=in 4 2‘1"3] Vn > no

: 1/a
Estos intervalos son un §-cubrimiento de E; y como Zn>n0 (2271"5) / es finita, tenemos que
H/2 (E;) < +o0. Por lo tanto dim(E,) < %.
dim(E;) > 1:
Para probar esta desigualdad usaremos el principio de distribucién de masa.

Proposicién (Principio de Distribucién de Masa)

Sea p una distribucién de masa con soporte en F C R” que verifica que existen C > 0y § > 0 tales que:
Sidiam(U) < § = () < C diam(U)®

Entonces E
H(F) > %
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Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

E=NU [sz”m _27Mma o= m 4 2*"ma]

m k

donde ny, podria definirse como, por ejemplo, n, = 2"m—1_ Claramente F, C E,.
Si m = 0 a cada intervalo [k27"0 — 27102 k27 "0 + 27"03] se le asigna la misma masa 27 0. A su vez estos

intervalos contienen A(k, ng) intervalos del tipo {527"1 —27 M2 go—Mm 4 27"1"} y a cada uno de estos

intervalos se le asigna masa 27 "0 /A(k, ng). Asi, iterando este procedimiento para los demds np,, se obtiene una
medida p con soporte en F; tal que si x € F,,

p(lx = hyx+ H]) < C A1/

Por ejemplo si U = [k2_"0 — 27107 k270 + 2_"03]

M) =27" = (2*"03)1/" < C diam(U)'/?

Y esto se puede generalizar para U = [x — h, x + h]. Por lo tanto, usando el principio de distribucién de masa, se
tiene que
HY?(F) >0 (3)

Es decir que H/a (E3) > 0y en consecuencia dim(E;) > i.
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Apéndice

La funcién de Levy £(x): Demostracién de la Proposicién

Faltaria calcular
dim({x : Hc(x) = B}) = dim(Sg) 0<p<1
_al
A partir de la férmula obtenida para calcular Hy (xg) se puede interpretar que Ap(xg) ~ 2 B para infinitos n.
M3s precisamente
Sg = m E; — U Ea

1 1
a<5 a>B

Como Fy /5 C Sg, usando (3), se deduce que AP (53) > 0y esto implica que dim(Sg) > f3.
Por otra parte, sea (ap)n una sucesién tal que

1
1/an n < —
/an B (a [3)

Entonces
dim(Sg) < dim(E;,) =1/an VneEN
~~
SgCEa,

En consecuencia, si n — +o0, dim(SB) < B.
Obs: Para 3 = 0 claramente dim(Sp) = 0 pues Sy es numerable.

Por lo tanto, probamos que el espectro multifractal cumple que d(8) = 8si0 < 8 < 1.
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