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1. Introduccion

Queremos aproximar ceros de polinomios. La idea es comenzar en algin punto cercano a la
raiz buscada, trazar la recta tangente al polinomio en tal punto y tomar como siguiente punto
a la interseccién de la recta con el eje de las abcisas.

Es decir, si la recta tangente en xg es L(x) = p(xg) + p'(x0)(x — x¢) pedimos que L(z1) =0
p(xo) p(an
P'(x0)” P'(xn)

despejando tenemos que 1 = xg — y en general x,41 = Ty —

Es decir estamos iterando la funcién

En 1879 Cayley propuso usar este método para hallar raices de polinomios complejos, y
se preguntd para que valores iniciales se convergia a una cierta raiz previamente seleccionada.
Resolvié el problema para el caso cuadratico (cosa que haremos mas adelante), pero observé lo
siguiente: "El caso de la ecuacion cubica parece presentar considerable dificultad”

La idea de las siguientes secciones es seguir con estas ideas, y tratar de entender cuando es
que el método de Newton funciona bien.

2. TIteracion de funciones racionales

Nos interesa recordar lo que vimos en clase sobre puntos atractivos, repelentes, conjuntos
de Julia, etc. Pero como la funcién que iteramos es racional(cociente de polinomios), y en clase
vimos todo para polinomios, corresponde preguntarse que resultados siguen valiendo.

El mayor cuidado que hay que tener cuando pasamos de iterar polinomios a iterar funciones
racionales es el tratamiento del infinito. Aclaremos que estamos pensando todo en el plano
complejo extendido.

Las definiciones de punto fijo y periédico son las mismas que las vistas en clase. Las omitimos.
Pero recordemos, que si z es un punto p-periédico de la funcién racional R, esto es RP(z) = z,
(v p es el menor natural para el que vale esto), a z se la asocia un nidmero A, que llamamos su

p—1
multiplicador, A = (RP)'(z) = [[ R'(R*(2))
k=0

Segun sea A, clasificamos a z, de la siguiente manera,



Definicién 1. 1. Si |A\| <1 z es atractivo

2. Si|A\| > 1 z es repelente
3. St A =0 z es superatractivo
4. St IAN =1y X es una raiz de la unidad z es racionalmente indiferente

5. Si|Al =1y X no es una raiz de la unidad z es irracionalmente indiferente

Una observacién no menor es que hay que tener cuidado en definir el multiplicador cuando

alguno de los puntos tiene derivada infinita. En estos casos, se conjuga a R por una homografia
apropiada para evitar el problema.

Repasemos ahora algunos hechos sobre el conjunto de Julia de R, que notamos J(R). Sor-

presivamente, notamos al conjunto de Fatour de R (el complemento del de Julia) por F(R)

1. J(R) es el conjunto de los z donde (R"),en no es normal

2. J(R) es la clausura de los punto peridédicos repelentes.

3. J(R) es no vacio.

4. J(R) es invariante por R para adelante y para atras. Esto es R(J(R)) = R (J(R)) =
J

5. J(R) = 0A(w) donde w es un punto periddico atractivo, y A(w) es la cuenca de atracciéon

6. J(R) = J(R")

(R)
(R)
(R)
(R)
(R). y por lo tanto F/(R) también es invariante.
(R)
(R) =
(R)

7. J(R) puede dejar de ser acotado (veremos un ejemplo)

8. J(R)° puede dejar de ser vacio, pero en tal caso es todo el plano complejo. (aunque para
nosotros esto no sucederd, por razones que quedaran claras mas adelante)

Iteracion de N,

Acordemos de ahora en més que p € C[X]|, n = deg(p) > 2, p ménico y que

p(z)  zp(z) —p/(2)
P (2) P'(2)

()P (2)—p(2)p"(2)) _ p(2)p"(2)

Observemos ademas que N;,(z) =1- (2)? ()2

1. Los ceros de p son puntos fijos de Np.

Esto es claro pues N,(z) = z implica ;:,((ZZ)) =0, y luego p(z) =0

2. Los ceros de p son puntos fijos atractivos, y si son ceros simples son superatractivos.

Claramente si z es un cero simple de p N, (z) no tiene ningiin problema de definicién y es
igual a cero. Luego en este caso z es superatractivo.



Si z es una raiz multiple de p podemos escribir p(z) = (z — z)™g(z) donde m es la
multiplicidad de z, g es un polinomio, y g(z) # 0

Luego

. (2 = 2)"g(z) IR 160
v m(z =2y Tg(a) + (@ = 2)mg@) " mg@) + (o - 2)g'(@)

Derivando, tenemos que

oy 1 et @) a=2) (g@)meg (@) (o)) —[(m+ 1)’ (2) +9" (@) (o—2))((a—2)g(x)
Ny(z) =1 (ma@) T e=2g'(@))?

Entonces,
Nj(z) =1-

3. Infinito es un punto fijo repelente

Como

y el numerador es un polinomio de grado n y el denominador uno de grado n-1 se tiene
que infinito es un punto fijo. Como ademas el coeficiente principal del numerado es n-1 y
el del denominador es n, para z grande tenemos que

o)~ D L),

Entonces, como (1 — %) < 1, me alejo de oo, y asi infinito es repelente.
Veamos ahora una proposicién que nos resultard 1til en lo que siga.

Proposicion 1. Sean F' y G son funciones conjugadas, ie, existe una homografia H tal que
F=H10GoH. Entonces:

1. J(F)=HYJ(G))

2. F y G tienen puntos fijos relacionados

Demostracion. Veamos que si G es normal en w, entonces F es normal en H !(w). Veamos
entonces que si V' es un entorno abierto de w donde F' es normal, entonces G es normal en
W = H=1(V). Para esto basta ver que si (G™)nen, converge a una funcién analitica y acotada
en V, o a infinito, entonces (F™),en, converge a una funcién analitica y acotada o a infinito en
w

Si (G™)nen, se va a infinito en V, tenemos que (G™ o H),en, converge a infinito en W. Luego
(H1 o G"™ o H)pen, converge a H '(oc) en W, y entonces (F™),en, converge a H1(c0) (que
es una funcién analitica constante, o infinito) en W.

Si (G™)nen, se va a una funcién analitica y acotada T', con el mismo procedimiento de antes,
obtenemos que si T'(W) no contiene al polo de H !, (F™),en, se vaa H~1oT que es una funcién
analitica bien definida , y sino (F™),en, se va a oo.



Finalmente, si w es un puto fijo de G, H~!(w) es un punto fijo de F, pues F(H !(w)) =
(H'oGoH)o (H Y (w) = HY(G(w)) = H Y(w). Ademss, si (H~!)(w) no es ni ce-
ro ni infinito, F'(H ' (w))=G"(w), pues, como F o H~! = H~! o G, derivando tenemos que
FI(H (w))(HYY (w) = (HY(G(w) G (w) = (HY ()G (w)

O]

4. Polinomios de grado 2

Vimos en las clases tedricas que todo polinomio de grado 2 es conjugado de un polinomio
del tipo P(z)(z) = 2? — ¢, donde ¢ € C.(ver pagina 223 de [I]). Entonces basta analizar los
polinomios de esta forma.

Tenemos entonces: P(z) = 22 — ¢, c € C — {0}.

= Los ceros de este polinomio son z;, 23 con zf = c. Notar que son 2 raices distintas.

= Np(s) =2 - 556 = 5t

Queremos analizar el comportamiento de N Ilg(z):

_ 22tet2zz _ (2tz)? Np(2)+2z1 _ /2421\2
Notar que Np(z) + z; = =57 = ( 22) , de lo que se deduce Nigz;ﬂ; =(52)

N;za(z)+zl _ (NP(Z)+21)2 _ (z+Z1)22‘

Si ahora reemplazamos z por Np(z) obtenemos: NZ()2 — (Np(2) i pan

Inductivamente obtenemos:

NE(z)+ 21 Z—|—Zl)2k

NE(Z)+20 2+

Esta dltima expresién

z2+z1
z4z92

» tiende a 0 si < 1, por lo tanto NE(2) — 23 cuando k — —+o0,

z2+2z1

=21 > 1, por lo tanto NE(2) — 21 cuando k — +o0.

» tiende a +o00 si

Luego concluimos:

= A1) ={z€C/ Nh(z) — 2} = {ze(C/ el >1},
= A(z) = {2 € C/ Nk(z) — 2} = {ze(C/ o <1}.

Se deduce que J(Np) = 0A(z;) = {z € C/ |z + 21| = |z + 22}, el cual describe una recta en C.

En particular, este es un ejemplo de un conjunto de Julia que NO es acotado.

Recordemos que en clase mostramos que si g(z) = 22, J(g) = {z € C/|z| = 1}, que es la
circunferencia centrada en el origen de radio 1.



;, Qué relacién tiene con la recta que obtuvimos antes?

2+2z1

P’ luego tenemos que:

Llamemos h(z) =

h(Np(z)) = 9(
J(Np) = h~ ( (9)

a la circunferencia

h(z)), o equivalentemente, f(z) = h~! o g o h(z). Por la proposicién 1,
), de donde h se interpreta como la homografia que a la recta la manda
pegando”los extremos.

y

Miés en general, si P(z) € C[z] con raices simples 21 ..., z,, ya sabemos que todos los z; seran
puntos fijos superatractivos de Np, y por lo tanto, J(Np) = 0A(21) = ... = 0A(z,). Esto dice
que si un punto estd en el conjunto de Julia de Np, estd en el borde de todos los A(z;) y por
lo tanto suficientemente cerca de todos estos conjuntos (que son todos disjuntos). Esto da una
idea de que el conjunto de Julia puede ser muy complejo.

5. Polinomios de grado 3

Analicemos primero un caso muy particular: P(z) = 2% — 1.

4mi

= Sus raices son 1, exp =5 y exp s ,

_ 231 _ 22341
L] Np(z) =z — 3.2 3.2 -

4ri

Sabemos que J(Np) = 0A(1) = aA(eXp%) OA(exp s ).
Veamos que en este caso los conjuntos A(1), A(exp%) y A(exp%) estan relacionados:

Consideremos la funcién p : C — C definida por p(z) = z exp%. Observar que es la rotacion
de 120 grados en sentido antihorario.

Afirmamos que N,(p(2)) = p(Np(2)):

2 341 228 exp?™i 41 3 2mi
Ny(p(2)) = g;(jjzp - = e = e = p(Ny(2)).

Luego N, es conjugada de si misma via la homografia p. De la proposicién 1 se deduce que
p(A(w)) = A(p(w)), Yw raiz de Np.

Se obtiene entonces:

- p(A(1)) = A(p(1)) = A(exp%), ie que este ultimo conjunto es rotar A(1) en 120 grados.
- p(A(exp%)) = A(p(exp%)) = A(exp%), ie que este ultimo conjunto es rotar A(exp%)
en 120 grados.

Para comprender mejor que estd sucediendo, mirar los dibujos del conjunto de Julia de N, y del
dominio de atraccién de la raiz 1 en la pagina 240 de [1].

Analicemos ahora qué pasa para un polinomio P de grado 3 con todas sus raices simples.
Dado que via un cambio de variables afin podemos reescribir a P de la forma
Py(2) =24 (a— 1)z —a,

bastara analizar el comportamiento para cada valor de a € C.



= Raices de P,: 1, 21 y z2. Vamos a suponer que a # —2,% para que todas sus raices sean
simples.

» No(2) =Np,(2) =2 — I;ZE;;

= Los puntos criticos de N, son 0, 1, 2, y 29, pues N, (z) = = 0 implica que z es

, "
raiz de N, ode N, .

Una observacion que podemos hacer en este punto es la siguiente:

Por estar trabajando con polinomios y funciones racionales, los valores de z donde el método
de Newton comenzando a iterar con z puede fallar, osea, donde la iteracién puede no converger
a una raiz son de 2 tipos:

- 2€J(N,) 6

- z que esten en un dominio de periodo ciclico atractivo, ie {N4(2)} C {z, Na(2), N2(2), ..., Ni(2)}
no puede converger si p > 2.

Luego, para el andlisis del comportamiento de la sucesion de Newton, debemos tener en
cuenta el conjunto de Julia y los ciclos periddicos atractivos.

A continuacién, citamos sin demostracién dos teoremas extraidos de [3] y [4] respectivamente:

Proposicién 2. Sea R(z) es una funcion racional con algun ciclo peridédico atractivo. Entonces
la orbita de al menos un punto critico converge a ese ciclo.

Entonces para evitar los ciclos periédicos hay que analizar las 6rbitas de los puntos criticos.
i Cuantos hay?

Proposicién 3. Sea R(z) = ggz%, con P y Q polinomios. Sea d = max {gr(P), gr(Q)}. Entonces

R tiene a lo sumo 2d — 2 puntos criticos.

En nuestro caso tenemos que d = 3, y por lo tanto a lo sumo 4 puntos criticos. Pero ya vimos
que tenemos 4. Esto dice que la cota del teorema es 6ptima.

Por otro lado, solo tendremos que analizar el caso z = 0, pues los otros puntos criticos son
raices de P.

En [3], realizan un experimento numérico para analizar el comportamiento de {Nc’f (O)} para
valores de a € C en una grilla de 4002400, volcando el resultado en interesantes dibujos.

,Qué pasa cuando el polinomio tiene alguna raiz que no es simple?
En este caso, se modifica la funcién que iteramos:

Si P € C[z] es un polinomio con una raiz de multiplicidad m, aplicamos el método de Newton
a la funcién (P(z))% Luego resulta que la funcién a iterar es:

Este método se conoce con el nombre de Método de Newton relajado.



Observar que si bien (P(z))m no es necesariamente una funcién racional, N,,(z) si lo es.

A continuacién citamos un resultado de [2] que nos relaciona el conjunto de Julia de N, con
otro, que es conocido:

Proposicion 4. Si m = 2, sea P un polinomio de grado 3 con una raiz doble. Entonces Na y

22— % son conjugados. En particular, sus conjuntos de Julia se relacionan segun la proposicion

1.

Mas generalmente:

Proposiciéon 5. Sea P un polinomio de grado m+1 con una raiz de multiplicidad m. Entonces

2 . . . . . ,
Np y 22 + le son conjugados. En particular, sus conjuntos de Julia se relacionan segun la

proposicion 1.

6. ;Cuando podemos decir que el método de Newton es “bueno”?

En esta seccién seguiremos de cerca a [4]

Definicién 2. N, se dice generalmente convergente sii para casi todo z € C O (z) — a una
raiz de p

(Es N, generalmente convergente siempre?
Si deg(p) = 2 vimos que si (porque N, fallaba en una recta y una recta tiene medida cero)

Si deg(p) > 3 puede ocurrir que el método falle en un abierto, tratemos de construir un
ejemplo.

Podriamos buscar un polinomio de la forma p(z) = 2™ 4+ az + b que tenga a cero como un
punto peridédico superatractivo de periodo 2. Pidamos entonces

Np(0) =1 N,(1)=0 N, (0)=0 N(1)# o0

Asi, habria un abierto (la cuenca del ciclo atractivo) sobre el cual N, no convergeria. Hallemos
b,

Ny(2) = = = 55

Luego, Np(0) =1 = 1= ==q=-b

Ny(1)=0=0=1-Hbosp=1- Lo a=1-nyb=n-1

Entonces, p(z) = 2" — (n—1))z+ (n — 1)

. Luego, N];(z) _ (z"taztb)(n(n—1)z""?)

p(2)p"(2)
2 (a1 (n—1))?

Recordemos que N (z) = o)

Y es inmediato ver que N,(0) =0 N(1) # oo,

Intentemos ahora conseguir alguna definicién equivalente. Para esto sera ttil la siguiente
proposicién.

Proposicién 6. Sea R una funcion racional, y sea U una componente conexa de F(R). Luego,
R(U) es una componente conexa de F(R)



Demostracion. Como F(R) es invariante por R, se sigue que R(U) C F(R), y claramente R(U) C
W con W una componente conexa de F'(R). Debemos ver que efectivamente R(U) = W.

Supongamos que R(U) C W. Luego como W es un conexo que interseca a R(U) y a R(U)°,
se sigue que existe v € WNOR(U). Sea entonces (vg)ren en R(U) que converja a v, y sea (wg)ren
en U las correspondientes preimagenes. Como estamos pensando todo en la esfera de Riemann,
que es compacta, sea w un punto limite de (wg)ren. Como R es continua, R(w)=v. Ademas,
como R es abierta, debe ser que w € 9U C J(R). Como J(R) es R invariante, R(w)=v esta en
J(R), absurdo, pues v € W C F(R)

O]

Observacion: Por la proposicion anterior, es natural dar definiciones analogas a las de punto
fijo o periddico, pero para componentes conexas del conjunto de Fatou.

Para la siguiente proposicién sera util conocer las siguientes definiciones.

Definicién 3. Un dominio parabolico es una componente conexa de F(Np) que tiene en su
frontera a un punto periodico racional

Un Disco de Siegel es una componente conexa g-periodica de F'(Np) sobre la que N, es
analiticamente conjugado a una rotacion irracional sobre el disco unitario (abierto).

Un Anillo de Herman es una componente conexa g-periodica de F(N,) sobre la que N, es
analiticamente conjugado a una rotacion racional sobre el disco unitario (abierto).

La nocién de “analiticamente conjugado” es analoga a la que vimos previamente, lo tinico
a tener en cuenta es que en vez de conjugar mediante homografias, conjugamos por funciones
analiticas. Aclaremos también que una rotacién racional es aquella cuyo dngulo de rotacién es
multiplo racional de 27i, y las rotaciones irracionales son las que no son racionales.

Proposicién 7. N, es generalmente convergente sii se cumplen todas las siguientes condiciones

1. La medida de J(N,) es cero
No hay ciclos atractivos de periodo > 1
No hay dominios parabdlicos

No hay discos de Siegel

A

No hay anillos de Herman

Detras de esta proposicién hay dos resultados importantes, que no demostraremos. El primero
nos dice que toda componente conexa del conjunto de Fatou es eventualmente periodica, y el
segundo clasifica a las componentes periddicas.

Proposicién 8. No Wandering Domains, Sullivan(1985)

Sea R una funcion racional con deg(F') > 2 (esto es F' = g,con P, Q polinomios,y max(deg(P),deg(Q)) >
2)), entonces toda componente conexa W de F(R) es eventualmente periddica (es decir, existe q
en N tal que RI(W) = W)

Para una prueba se puede consultar [5]



Proposiciéon 9. Clasificacion de Componentes periddicas

R racional, toda componente conexa W de F(R) q periddica es una de las siguientes:

1. Atractiva: es decir, existe z en W tal que R%(z) = z y 0 < |(R?)'(2)| < 1
Superatractiva: es decir, existe z en W tal que R1(z) = z y (R?)'(2) =0
Dominio Parabélico

Disco de Siegel

GuoA e

Anillo de Herman

Asi, la proposicién 1 resulta clara, estamos descartando los casos que nos molestan. De
todos modoes, estas condiciones siguen siendo “feas”. Veamos ahora un resultado que nos da
condiciones suficientes para que N, sea generalmente convergente.

Antes recordemos que,
Definicion 4. Decimos que z es un punto critico de R si R deja de ser localmente inyectiva en
z. Llamamos Criticos(R) al conjunto de estos puntos

Observacion: Un punto critico puede ser un cero de R’; o un polo de orden mayor o igual a
2, o posiblemente oo
Proposicién 10. N, es generalmente convergente si, Vz € Criticos(R), se cumple alguna de
las siguientes:

1. z es preperiodico y el periodo no es un ciclo atractivo o superatractivo

2. OT(z2) — a una raiz de p

Apliquemos ahora esta proposiciéon a N,
Proposicién 11. N, es generalmente convergente si cada raiz de p” cumple alguna de las
stguientes condiciones:

1. z es preperiddico y el periodo no es un ciclo atractivo o superatractivo

2. O%(z) — a una raiz de p

Demostracidn. Recordemos que Np(z) = z — 5((22))’ y Nj(2) = Z%ZI;)(;). Luego los puntos criticos

de N, podrian ser, los ceros de p (que cumplen las condicién 2), eventualmente co podria
ser critico, pero como es un punto fijo repelente, sabemos que cumple la condicién 1. La otra
posibilidad son los ceros de p”, pues estos pueden anular a NI’), o pueden ser los polos de orden
dos de N, (pues estos polos deben ser ceros dobles de p'. Luego basta que los ceros de p’ cumplan
las condiciones de la proposiciéon anterior para asegurar que [V, sea generalmente convergente.

O]

Veamos un ejemplo: p(z) = 2" — 1. Luego, p”(z) = n(n—1)2""2, y la tinica raiz de p” es cero.

. . ey s e s . 2z"—1
Veamos si cero cumple la condicién de la proposicién anterior. Claramente, Np(z) = z — nzn%’

luego N, (0) = oo que es un punto fijo repelente, asi tenemos que N, es generalmente convergente.
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