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Buenos	  Aires,	  noviembre	  de	  2016	  

Día	  14.	  	  9:30	  –	  11:00	  
	  	  	  	  	  	  	  Clase	  1:	  Introducción	  -‐	  Sistemas	  de	  afinación	  clásicos	  
Día	  16.	  	  9:30	  –	  11:00	  
	  	  	  	  	  	  	  Clase	  2:	  Métodos	  aproximados:	  temperamentos	  +	  	  
	  	  	  	  	  	  	  introducción	  a	  la	  lógica	  fuzzy	  
Día	  18.	  	  11:15	  –	  12:45	  
	  	  	  	  	  	  	  Clase	  3:	  Sistemas	  de	  afinación	  fuzzy	  

Charla: Sistemas de afinación y lógica borrosa!

Día	  17.	  	  14:45	  –	  15:45	  
	  	  	  	  	  	  	  ¿Qué	  fue	  de	  la	  música	  cuando	  se	  desfiguraron	  las	  
	  	  	  	  	  	  	  esferas?	  



Día	  14.	  	  9:30	  –	  11:00	  
Clase	  1:	  Introducción	  –	  Sistemas	  de	  afinación	  
clásicos	  
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“La música es un ejercicio matemático inconsciente 	

en el que la mente no sabe que está calculando”.                                                                   	


                                                     Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)	
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Antes	  	  de	  	  empezar	  ….	  
	




Música 	


Matemáticas	


Arpad	  Szabo,	  Historia	  de	  las	  Ciencias,	  M.	  Serres,	  
Ed.	  Cátedra,	  1989.	  (pág.	  86) 	
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Música 	


Matemáticas	
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Canto Gregoriano	

Gaudeamus omnes 	


en neumas de siglo XIV	


Tiempo	


Frecuencias	

(notas)	


 René Descartes (1596-1650)	


 Geometría analítica	
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38.	  Julia	  observa	  un	  árbol	  y	  una	  fuente.	  Con	  un	  telémetro	  toma	  las	  
medidas	  que	  la	  separan	  de	  ellos	  y	  con	  un	  teodolito	  el	  ángulo	  que	  
forman	  las	  visuales.	  Calcula	  la	  distancia	  entre	  el	  árbol	  y	  la	  fuente	  

Claudi	  Alsina	  	  

“Si	  has	  de	  dividir	  3	  patatas	  entre	  7	  
niños	  mejor	  que	  hagas	  puré”.	  	  
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Soloist evaluations of six Old Italian and six new violins	

C. Fritza, J. Curtinb, J.Poitevineaua, Hugues Borsarelloc, I. Wollmana, F.-C. Taod, T. Ghasarossiane	


Proceedings of the National Academy of Sciences	
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“Música	  es	  el	  arte	  de	  (bien)	  combinar	  
los	  sonidos	  con	  el	  tiempo”	  

1	

2	

	

3	

	

3.5	

	

4	

8	


La	

Sib	

	

0	

Fa	

	

Sol	


Frecuencias	

(notas)	


Tiempo	

M	


Tiempo	


Frecuencias	

(notas)	
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La	  altura	  o	  tono.	  Está	  determinado	  por	  la	  frecuencia	  de	  la	  onda.	  
Medimos	  esta	  característica	  en	  ciclos	  por	  segundos	  o	  Hercios	  (Hz).	  Para	  
que	  podamos	  percibir	  los	  humanos	  un	  sonido,	  éste	  debe	  estar	  
comprendido	  en	  la	  franja	  de	  20	  y	  20.000	  Hz.	  	  
	  
La	  intensidad.	  Nos	  permite	  distinguir	  si	  el	  sonido	  es	  fuerte	  o	  débil.	  Está	  
determinado	  por	  la	  cantidad	  de	  energía	  de	  la	  onda.	  Los	  sonidos	  que	  
percibimos	  deben	  superar	  el	  umbral	  auditivo	  (0	  dB)	  y	  no	  llegar	  al	  umbral	  
de	  dolor	  (140	  dB).	  	  
	  
La	  duración.	  Está	  relacionada	  con	  el	  tiempo	  de	  vibración	  del	  objeto.	  Por	  
ejemplo,	  podemos	  escuchar	  sonidos	  largos,	  cortos,	  muy	  cortos,	  etc..	  
	  
El	  timbre.	  Permite	  distinguir	  la	  fuente	  sonora.	  Cada	  material	  vibra	  de	  una	  
forma	  diferente	  provocando	  ondas	  sonoras	  complejas	  que	  lo	  identifican.	
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 Pitágoras de Samos 
(580 – 495 a. C)	


 Confucio 
(551 – 479 a. C.)	
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La flauta de Pan se utilizó 	

durante siglos para 	


Determinar la afinación	


Confucio	


	
“Hace miles de años, envió al matemático Ling Lun, 
el regente musical, a las fronteras occidentales del reino para 
acometer una empresa de vital importancia: en los bosques más 
vírgenes  y  remotos,  debía  encontrar  un  pedazo  de  bambú  y 
fabricar con él una flauta cuyo sonido igualase la belleza del 
canto de los pájaros, el murmullo de las hojas mecidas por el 
viento, y el sonido de las aguas tañidas por la piedra. Del éxito 
de aquella misión, dependía la supervivencia y la paz de todo el 
Reino.!
!

! En un valle, Ling Lun cortó una caña de bambú por 
uno de los nudos, de manera que diese el tono anhelado: el de la 
voz del hombre cuando habla sin pasión. A partir de ese tono, 
ideó un método para obtener el resto. Si la música iba a ser la 
herramienta para que los hombres expresasen la armonía entre 
el cielo y la tierra, como 3 es el número del cielo y 2 el de la 
tierra,  los  sonidos que están en proporción 3  a  2  armonizan 
como  cielo  y  tierra,  por  lo  tanto  los  sonidos  de  la  música 
deberían basarse en esos números.”!
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En el Harmonikon Enchidrion 	

de Nicómaco 	


(alrededor del 100 a.C.) 	


	


	
“Cierta vez, mientras calculaba si sería posible idear 
algún tipo de ayuda instrumental para los oídos que fuera firme 
e inequívoca… se produjo una milagrosa casualidad. Al pasar 
cerca de una fragua, escuchó cómo los martillos golpeaban el 
hierro contra el yunque, produciendo los sonidos que son más 
armoniosos; si se combinan entre sí, excepto un par. Entre ellos, 
pudo  reconocer  la  consonancia  de  la  octava,  la  quinta  y  la 
cuarta. Pero notó que el intervalo entre la cuarta y la quinta 
era disonante en sí mismo, pero era complementario a la mayor 
de estas dos consonancias. !
!

!Contento,  pues  parecía  que  sus  deseos  habían  sido 
satisfechos por un dios, corrió hacia el interior de la fragua y 
encontró tras realizar varios experimentos, que la diferencia de 
sonido era consistente con el peso de los martillos, pero no con 
la fuerza de los golpes, ni con las formas de los martillos, ni 
con la alteración del hierro al ser forjado. Tomó nota de los 
pesos de los martillos y de su momento de inclinación, que era 
idéntico, y se marchó.”!

Pitágoras	
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Marcha de Entrada del Emperador en el Templo, 
 dinastía Chou (1050 a. C. – 256 a. C ) 
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Matemáticas 

Discretas 

Continuas 

Absoluta Aritmética 

Relativa Música 

Estática   Geometría 

Dinámica Astronomía 

I. Stewart,  Matemáticas de la escala musical. Investigación y Ciencia, 1996 
        De aquí al infinito. Las matemáticas de hoy. Ed. Crítica, 1998 

-500	
-580	


Pitágoras	


s. 	
VII a. C.	

No se puede mostrar la 
imagen. Puede que su equipo 

-470	
 -399	

Sócrates	


No se puede mostrar la imagen. 
Puede que su equipo no tenga 

Platón	
-428	
 -347	

Caldeos	


-610	
 -547	
Anaximandro	
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Región del fuego	


Esfera del Sol	


Esfera de la Luna	


Esfera de	

las estrellas	


Tierra	


Astronomía Representación  caldea 

Ciencia = Ciencia de los números 
Filosofía = Matemáticas de la Naturaleza 

Quinta 

Cuarta 

Escala 

Octava 

Unísono 
Lo 

Lo / 2 

2 Lo / 3 

3 Lo / 4 
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Tierra 

Luna 

Júpiter 

Saturno 

Sol 
Marte 

Mercurio 
Venus 

Zodíaco 

Tierra Luna 
Sol 

Anti-Tierra 

Fuego central 

Saturno 
Júpiter 

Venus 
Marte 

Mercurio 

Filolao (s. V - IV a. C) 

“la década es la fuente de todo, es el principio  y la reina de la vida divina,  
  celestial y humana” 
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Afinación pitagórica 

La música se obtiene a partir de 7 notas 

La frecuencia de una nota puede ser multiplicada o dividida  
por 3 tantas veces como se quiera 

Axiomas 

0 = Do      1= Re     2 = Mi     3 = Fa      4 = Sol     5 = La       6 = Si  

La frecuencia de una nota puede ser multiplicada o dividida  
por 2 tantas veces como se quiera 
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	  ¿Qué	  es	  afinar?	  

	  ¿Ha	  sido	  siempre	  así?	  	  

	  ¿Por	  qué	  se	  utilizan	  7	  ó	  12	  notas	  y	  no	  10	  ó	  31...?	  

	  ¿Qué	  papel	  juegan	  les	  matemáticas	  en	  la	  música?	  	  

	  ¿Aún	  quedan	  problemas	  abiertos?	  

	  ¿Se	  puede	  afinar	  una	  orquestra	  sinfónica?	  	  
	  
	  ¿Oímos	  música	  o	  matemáticas?	  
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Afinación 
Conjunto  de sonidos  R+  ⇒ [ 16, 20000 ] Hz 
 
Afinar es  elegir una cantidad finita de sonidos  ⇒  Notas Musicales 
 

{ si ∈ R+ :   verifican Cj,     j =1, …, m} 

Ejemplo: Dada  f0 = 440 Hz,  multiplicamos por  1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 y  1/6 
  

{440,  220,  146.666,  110. 88,  73.333 } 
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SISTEMAS	

AFINACIÓN	


Afinaciones	


Temperamentos	


Justa 
entonación	


S. Pitagórico	
⇒	
∞	
 notas	

Sistema de Ptolomeo	


. . .	

Sistema	
  de Zarlino	

Sistema	
  de Delezenne	
 ⇒	
∞	
notas	


...	

⇒	
∞	
notas	


⇒	
  31 notas	

⇒	
  19 notas	

⇒	
  50 notas	


Hölder	
 ⇒	
  53 notas	

Iguales	
⇒	
 12,	
 24,	
 ... ,	
 12 k notas	


Irregulares	

...	


⇒	
 12 notas	


Regulares	
 Mesotónicos	


 comma sint.	

 comma sint.	


2	
/	
7	

1	
/	
3	
Mesotónicos	


 comma sint.	
1	
/	
4	


 comma sint.	
1	
/	
4	

Cíclicos	
  comma sint.	
1	
/	
3	


 comma sint.	
2	
/	
7	


Werckmeister,	
 1/4 de comma	

Werckmeister,	
 1/3 de comma	

Vallotti,	
 1/6 de comma	
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-500	
-580	

Pitágoras	


s. 	
VII a. C.	
 -470	
 -399	

Sócrates	


Platón	
-428	
 -347	

Caldeos	


-610	
 -547	
Anaximandro	


Región del fuego	


Esfera del Sol	


Esfera de la Luna	


Esfera de	

las estrellas	


Tierra	


Astronomía Representación	  	  caldea	  

Quinta	  

Cuarta	  

Escala	  

Octava	  

Unísono	  
Lo	  

Lo	  /	  2	  

2	  Lo	  /	  3	  

3	  Lo	  /	  4	  

Ciencia	  =	  Ciencia	  de	  los	  números	  
Filosofía	  =	  Matemáticas	  de	  la	  Naturaleza	  
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La	  música	  se	  obtiene	  a	  partir	  de	  7	  notas	  

La	  frecuencia	  de	  una	  nota	  puede	  ser	  multiplicada	  o	  dividida	  	  
por	  3	  tantas	  veces	  como	  se	  quiera	  

Axiomas	  

0	  =	  Do	  	  	  	  	  	  1=	  Re	  	  	  	  	  2	  =	  Mi	  	  	  	  	  3	  =	  Fa	  	  	  	  	  	  4	  =	  Sol	  	  	  	  	  5	  =	  La	  	  	  	  	  	  	  6	  =	  Si	  	  

La	  frecuencia	  de	  una	  nota	  puede	  ser	  multiplicada	  o	  dividida	  	  
por	  2 tantas	  veces	  como	  se	  quiera	  
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 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6	


                 naturales 
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 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6	


                 naturales 
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 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6	


                 1 sostenido 

 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6	


                 naturales 

 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6 
 0    1    2    3    4    5    6	


                 1 bemol 

Dividir la frecuencia 
entre 3 

Multiplicar la  
frecuencia  
por 3 
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¿Es	  lo	  mismo	  un	  La#	  que	  un	  Sibb	  	  ?	  

Si	  fo	  es	  un	  do,	  tenemos	  	  ⇒	  La#	  	  =	  	  310/	  2	  15	  fo	  	  =	  1.80203	  fo	  

	  	  	  ⇒	  	  Sib	  	  =	  	  2	  4	  /	  3	  2	  fo	  	  	  	  	  =	  1.77777	  fo	  	  

10	
 20	
 30	
 40	
 50	
 60	
 70	
0	


1.2	


2	


1.4	

1.6	

1.8	


1	


an	  =	  	  	  	  3	  n	  /	  2	  E[n	  log2	  3],	  	  	  n	  ∈	  N	  
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Traducción:	  	  
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¿Qué	  notas	  son	  los	  términos	  a5	  y	  a-‐8?	  	  



Traducción:	  	  
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¿Qué	  términos	  son	  las	  notas	  solbbb	  y	  fa##?	  	  



an	  =	  	  	  	  3	  n	  /	  2	  E[n	  log2	  3],	  	  	  n	  ∈	  N	  

“Círculo”	  de	  quintas	  
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Do-‐Sol-‐Do	  

Do-‐“Sol”-‐Do	  

Sol	  –	  “Sol”	  



2 π log2 (3/2) ≈ 210º 35’ 11’’ 

θο	


θ1 = f(θο)	


2 π log2 (3/2) 

f(θο) = θο + 2 π log2 (3/2) 

f n(θο) = θο + 2 π n log2 (3/2) 

Proposición : La órbita   
Or (θο )={ x ∈ S1 : x=f n(θο ) } 

es densa en S1 

Proposición: Si aceptamos   
2 π log2 (3/2) ≈ 210º ,  

entonces    f 12(θο) = θο 
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Fracciones continuas simples 
 
Una fracción continua (simple) es una expresión de la forma siguiente: 
 

 
 
 
 
En realidad, las fracciones continuas son una sucesión de números racionales,  
llamados convergentes, que se obtienen de la forma siguiente: 
 
 
 
 
 
Esta sucesión converge a un número real α que queda determinado por la fracción 
continua,  
 
	


  

€ 

c1+
1

c2 +
1

c3  ...

    

€ 

 n1
d1

= c1,     
n2
d2

= c1+
1
c2
,     n3

d3
= c1+

1

c2 +
1
c3  

, 

  

€ 

n1
d1

<
n3
d3

< ≤ α ≤ <
n4
d4

<
n2
d2
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Veamos	  en	  un	  ejemplo	  cómo	  se	  calculan	  estas	  fracciones.	  Para	  obtener	  
la	  fracción	  continua	  de	  17/12,	  no	  hay	  más	  que	  hacer	  divisiones	  sucesivas	  
de	  la	  forma	  siguiente:	  

 
 

 
 
 
 
Los	  convergentes	  son	  los	  siguientes:	  
 
 
 
 
 
 
 
	


1< 7
5
<
17
12

≤
17
12

<
3
2

1	
<	

3	


2	

<	


19	


12	

<	


84	


53	

 <	


1054	


665	

 <	
 <	
  < 	
 <	


50508	


31867	

  <	


485	


306	

 <	


65	


41	

 <	


8	


5	

  <	
2	
...	
 ...	
 log  (3)	


 2	
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Justa entonación	

  	
Escala de los Físicos	

  	
de Aristógeno	

  	
de Zarlino ….	
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Quinta 

Cuarta 

Tercera 

Octava 

Unísono 
Lo 

Lo / 2 

2 Lo / 3 

3 Lo / 4 

4 Lo / 5 

-500	
-580	


Pitágoras	


s. 	
VII a. C.	

No se puede mostrar la 
imagen. Puede que su equipo 

No se puede mostrar la imagen. 
Puede que su equipo no tenga 

-610	
 -547	
Anaximandro	


No se puede mostrar la 
imagen. Puede que su 

No se puede mostrar la 
imagen. Puede que su equipo 

-384	
 -322	

Aristóteles	


Caldeos	

-470	
 -399	


Sócrates	


Platón	
-428	
 -347	


Aristógeno	
-360	
 -300	


4 Lo / 5 = 0.8 Lo  

Tercera (P) 26 Lo / 34 = 6 4 Lo / 81= 0.79012  Lo  

Escala 

Tercera (Z) 
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1.	  	  Modificaciones	  de	  Arquitas	  	  (430	  -‐	  360	  a.	  C.)	  	  
	  	  
	  	  	  	  2/1	  	  3/2	  	  	  4/3	  	  son	  del	  tipo	  	  (n+1)	  /	  	  n	  	  

	  	  
	  9/8	  	  10/9	  	  16/15	  	  ⇒	  	  9/8	  	  .	  10/9	  	  .	  16/15	  =	  4	  /	  3	  

3.	  	  Modificaciones	  de	  Ptolomeo	  	  (100	  -‐	  170)	  	  	  	  

4.	  	  Modificaciones	  de	  Zarlino	  	  (1517	  -‐	  1590)	  	  
	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Afinidad	  	  entre	  los	  sonidos	  cuyas	  frecuencias	  son	  proporcionales	  a	  	  

1,	  2,	  3,	  4,	  5,	  6	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  La	  longitud	  de	  las	  cuerdas	  que	  los	  producen	  son	   	  	  

	  1/1	  	  1/2	  	  	  1/3	  	  	  	  1/4	  	  	  1/5	  	  	  	  1/6	  
	  
5.	  	  Modificaciones	  de	  Kepler	  (1571	  	  -‐	  1630)	  	  

6.	  	  Modificaciones	  de	  Delezenne	  (1776	  -‐	  1866)	  	  

2.	  	  Modificaciones	  de	  Aristóxeno	  	  (360	  -‐	  300	  a.	  C.)	  	  
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… fab  dob  solb reb  lab  mib  sib  fa  do  sol  re  la  mi  si  fa#  
 
    do# sol# re# la# mi# si#   ... 

40/ 27 40/ 27 40/ 27 40/ 27 40/ 27 

40/ 27 40/ 27 

an =       3 n-1-4(E[n / 7] + E[(n + 3) / 7]) 5 E[n / 7] + E[(n + 3) / 7]  
        2 E{log2 3 n-1-4(E[n / 7] + E[(n + 3) / 7]) 5 E[n / 7] + E[(n + 3) / 7] } 

Una forma de presentarlo es 
 

  3 / 2 ≈ 40 / 27   ⇒  80 ≈  81  
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Afinación pitagórica	


Afinación justa	
Do	
 Do	


Do	
Do	


Re	


Re	


Mi	


Mi	


Fa	


Fa	


Sol	


Sol	


La	


La	


Si	


Si	


Fa	
#	


Fa	
#	

Do	
#	


Do	
#	

Sol	
#	


Sol	
#	

Si	
b	


Si	
b	

Mi	
b	


Mi	
b	


Inconvenientes 

Cantidad óptima de notas? 
 
Transposición 
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•  Dados	  dos	  sonidos	  de	  frecuencias	  f1	  y	  f2,	  decimos	  que	  f2	  es	  
una	  octava	  más	  alto	  que	  f1	  si	  f2	  es	  el	  doble	  de	  f1.	  

•  Dos	  notas	  que	  distan	  una	  octava	  reciben	  el	  mismo	  
nombre.	  

•  En	  R+	  (conjunto	  de	  las	  frecuencias	  de	  todos	  los	  sonidos)	  
definimos	  la	  siguiente	  relación	  binaria	  de	  equivalencia:	  	  

	  
	  	  	  	  	  	  	  f1	  R	  	  f2	  	  ↔	  	  ∃n	  ∈	  Z	  tal	  que	  	  f1	  =	  2nf2	  	  
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•  En	  lugar	  de	  trabajar	  con	  R+,	  estudiamos	  el	  conjunto	  
cociente	  R+/R.	  Una	  vez	  fijada	  una	  nota	  	  f0	  (diapasón),	  	  

R+/R = [f0,	  2f0[.	  	  
	  

•  Hacemos	  f0	  =	  1	  y	  trabajamos	  en	  el	  intervalo	  [1,	  2[.	  

Sea	  f1/f2	  un	  intervalo	  y	  	  λ=|	  log2(f1/f2)|.	  Llamamos	  sistema	  
de	  afinación	  generado	  por	  λ	  al	  conjunto	  

	  S	  :=	  {2cn	  |	  cn	  =	  λn	  -‐⎣λn⎦,	  	  n	  ∈	  Z	  }	  ⊂	  [1,	  2[	  

	  donde	  	  ⎣x⎦	  es	  la	  parte	  entera	  por	  defecto	  de	  x.	  
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Algunos	  sistemas	  están	  generados	  por	  más	  de	  un	  intervalo,	  
y	  en	  este	  caso	  es	  necesario	  especificar	  cuándo	  y	  cuántas	  
veces	  aparece	  cada	  intervalo:	  

	  	  Sean	  	   	   	  	  	  	  y	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  una	  	  familia	  de	  
funciones,	  llamamos	  sistema	  de	  afinación	  generado	  por	  	  	  
los	  intervalos	  Λ	  y	  F	  	  al	  conjunto	  
	  
	  
	  

 

€ 

Λ = λi{ }i=1
k ⊂ [ 0,1[

 
  

€ 

SΛF = 2cn :  cn = λi hi (n) −
i=1

k
∑ λ i hi (n)

i=1

k
∑
& 

' 
& 

( 

) 
( ,  n ∈ Z

+ 
, 
- 

. 
/ 
0 

Sensación de altura	


 

€ 

F = hi :Z→ Z{ }i=1
k
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Do 
Reb 
Do# 
Re 
Mib 
Re# 
Mi 
Fa 
Solb 
Fa# 
Sol 
Lab 
Sol# 
La 
Sib 
La# 
Si 

Sistema de afinación 

260,7407
274,6898 
278,4375
293,3333 
309,0261 
313,2422 
330 
347,6543 
366,2531 
371,25 
391,1111 
412,0347 
417,6562 
440 
463,5391 
469,8633
495 

260,7716
274,7764 
278,3936
293,3449 
309,0991 
313,1681 
329,9870 
347,7091 
366,3830 
371,2061
391,1419 
412,1484 
417,5739 
440 
463,6304 
469,7337
494,9610 

264 
275 
285,12 
297 
309,375 
316,8 
330 
352 
366,6667 
380,16 
396 
412,5 
422,4 
440 
458,3 
475, 2 
495 

261,6256 
  
277,1826
293,6648 
  
311,1270 
329,6275 
349,2282 
  
369,9944 
391,9954 
  
415,3047 
440 
  
466,1638  
493,8833 

Pitagórico de Zarlino Temperado (12) Hölder 
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