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Grafos
Apunte 7a


Planaridad


Definiciones  En un grafo G=(V,E) a una sucesion de ramas (u1,u2), (u2,u3),(u3,u4) ,...,(un-1 un) (ui,ui+1)(E la llamamos un walk (paseo). Las (ui,ui+1) no tienen porque ser distintas. Si u1=un decimos que el walk es cerrado, y si las ramas son distintas es un ciclo.


El numero de ramas lo llamamos distancia (recorrida) del paseo. En el ejemplo la distancia del walk es 4. 

Con la letra S denotaremos una superficie en el espacio R3. Por ejemplo, el plano, la superficie de la esfera, el toro, etc.

Una funcion continua y biunivoca del intervalo cerrado [0,1] sobre S la llamamos una curva simple sobre S.

========================================================

En las figuras 1 y 2 se ven dos grafos isomorfos En la figura 1 se cruzan 2 ramas mientras que en figura 2 no se cruzan las ramas. Decimos que el grafo de la figura 1 es planar porque se puede dibujar en el plano sin que se crucen 

las ramas como ocurre en la figura 2.


Para precisar el significado de grafo planar debemos definir que se entiende por "dibujar" un grafo sobre S. Sentamos la siguiente definicion

Definicion

Sea G=(V,E) un grafo y sea S una superficie en R3 . A cada vertice u(V le hacemos corresponder un punto distinto de S y a cada rama de (u,v)(E le hacemos corresponder una curva simple sobre S tal que los puntos extremos de la curva son los puntos correspondientes a los vertices u y v. Finalmente suponemos que las curvas mencionadas no se cortan excepto cuando tienen comun un extremo. Llamaremos a este sistema de puntos y curvas sobre S un embedding (inmersión) de G=(V,E) en S. Si un grafo tiene un tal embedding diremos que es planar y al imbedding mismo lo llamaremos grafo plano. Por tanto, un grafo será el par G=(V,E) y el grafo plano sera el sistema de puntos y curvas sobre S arriba definidos. Para el grafo plano seguiremos llamando ramas a las curvas simples y vertices a los puntos. Salvo aclaracion en contrario S será el plano o la superficie de la esfera.

Lema

El plano y la superficie de la esfera sin un punto son topologicamente equivalentes.

Demostracion

Consideremos la siguiente proyeccion (estereografica)

Corolario

Un grafo es planar sobre el plano sii es planar sobre la esfera.

Definicion

A  S restemosle un grafo plano G. Las componentes conexas de S\G son regiones abiertas. La clausura de esas regiones las llamamos caras del grafo. Por ejemplo, el grafo de la  fig 3  tiene 5 caras, la cara 5 no esta acotada. Si el grafo estuviera inmerso en la superficie de la esfera la cara 5 tambien estaría acotada


Llamamos perimetro de una cara a las ramas y vertices adyacentes a la cara.

Observemos en figura 3 que el perimetro de cada cara son ciclos. El perimetro de una cara puede no ser un ciclo, por ejemplo la cara 1 del grafo en la figura 4. Advertimos que un arbol tiene una sola cara.

Definicion

Consideremos un walk que recorra el perimetro de la cara f de un grafo plano. Llamemos tamaño de la cara tam(f) a la distancia recorrida. Tam(f) es igual al numero de ramas del perimetro si este es un ciclo. 

Por ejemplo, en el grafo de la figura 3 las caras tienen tamaño 3 excepto la cara no acotada que tiene tamaño 4. Advirtamos que un walk que recorra el perimetro de la cara 1 del grafo de figura 4 debe recorrer 2 veces una rama por lo tanto el tamaño de esta cara es 5.

Teorema 1

Sea F ={f}el conjunto de caras de un grafo plano. Entonces 

(f(F tam(f) = 2(E(







(1)

Demostracion

Ejercicio!

De paso, recordemos que para cualquier grafo se tiene, 

(u(V gr(u) = 2(E(







(2)

Teorema 2 (Euler)

Sea G un grafo plano conexo, entonces

(V(-(E(+(F(=2







(3)

donde(F(=nro de caras, (V(= nro. de vertices y (E(=número de ramas.

Demostración

La formula es cierta para un arbol. Sea T un spanning tree de G. Si agregamos a T una rama de G que no está en T crearemos una cara y la formula (3) sigue siendo cierta. Continuamos agregando las ramas hasta completar G (
Ejemplos: Considere el dodecaedro y el cubo inmersos en el plano:

 

     (V(=20  (E(=30 (F(=12                       (V(=8  (E(=12  (F(=6

Ejercicio 

Verificar la formula de Euler (3) para el tetraedro y el octaedro

Dos ejemplos importantes de grafos no planares son K5  y K33. Para demostrarlo usaremos dos corolarios del teorema de Euler.

Corolario 1

Sea G un grafo plano conexo con 3 o mas vertices. Entonces

(E((3(V(- 6








(4)

Demostracion

El perimetro de las caras de G es ( 3. Por el teorema 1,  3(F((2(E(. Sustituyendo en (3)

3(V(-3(E(+3(F(=6 ( 3(V(-3(E(+2(E(( 6 ( 3(V(-(E(( 6 (
Demostracion que K5 no es planar

El rey pidió en su testamento que su reino fuera dividido en 5 regiones contiguas para cada uno de sus 5 hijos. Por contiguas entendía que cada región tuviera una frontera con las otras cuatro (Moebius). Esto es imposible. En efecto, representemos cada region por un vertice y dos regiones contiguas por una rama entonces el pedido del rey se traduce en una representacion de K5 como grafo plano.

K5 tiene 5 vertices y 10 ramas y es conexo. Si fuera planar valdría (4) pero

10(15-6=9 falso(

Ejercicio

Verificar que (4) no sirve para demostrar que K33 no es planar.

Corolario 2

Sea G un grafo plano conexo con 3 o mas vertices que no contenga tríangulos (no hay 3 vertices adyacentes entre si). Entonces,

(E((2(V(- 4








(5)

Demostración

El perimetro de las caras de G es (4. Por el teorema 1,  4(F((2(E(. Sustituyendo en (3)

4(V(-4(E(+4(F(=8 ( 4(V(-4(E(+2(E((8 ( 4(V(-2(E( ( 8 (
Demostracion que K33 no es planar

Se tiene el siguiente acertijo. Hay 3 usinas, una de agua, otra de luz y otra de gas y hay 3 residencias. Se deben tender conexiones de cada usina a cada residencia de manera que las lineas de conexion no se crucen. Representemos la configuracion por el grafo bipartito K33.

K33 tiene 6 vertices y 9 ramas y es conexo y no contiene triangulos. Si fuera planar valdría (3) pero 9(12-4 =8 es falso (
Poliedros Regulares

Un poliedro es un solido en R3 limitado por planos. En la frontera del poliedro distinguimos vertices, aristas y caras. Decimos que el poliedro es regular cuando las caras son congruentes y el numero de aristas que concurren en un vertice es el mismo para todos los vertices. Al poliedro lo podemos ver dibujado sobre la esfera o proyectado en el plano, en ambos casos es un grafo plano. Queremos demostrar que hay solo 5 poliedros regulares. Observemos que son validas las formulas (1), (2) y (3) para grafos planos. Llamemos:

p= numero de ramas del perímetro de cualquier cara.

g= numero de ramas que inciden en cualquier vertice.

De (1) y (2):

(F(p = 2(E(








(6a)

(V(g = 2(E(








(6b)

Aplicando esto a (3)
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(7)

Observamos que para el perimetro debe ser p(3. Además para el numero de ramas que inciden en un vertice g(3. Además, no pueder ser g y p ambos mayores que 3 porque no se satisface (7). Sustituyendo en (7) por g=3 deducimos  que p(5 y sustituyendo por p=3 resulta que g(5. Los posibles casos se enumeran en la siguiente tabla.

p
g
(E(
(F(
Poliedro

3
3
6
4
tetaedro

3
4
12
8
octaedro

3
5
30
20
icosaedro

4
3
12
6
cubo

5
3
30
12
dodecaedro

Observación    Señalamos que un grafo es o no es planar con respecto a una superficie. Nosotros nos hemos limitado al plano y la superficie esferica. Pero K5 y K33 se pueden dibujar sobre un toro sin que sus ramas se corten . Un toro es una superficie esferica con un "manija" como indica la figura. 

Advierta que las ramas punteadas en la figura 6 no se cruzarían si las mismas hicieran un bypass por la manija.
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walk: e1,e3,e3, e2





figura 2





figura 1





Q'





P'





P





Q





      1


	  2





figura 4





figura 3





		  5


2


4      3





figura 5





K5





figura 6





K33








_1230849628.unknown

