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1. Algoritmo Search

Sea G=(V,E) un grafo y s,v(V. Queremos saber si hay un camino que une s y v y cual es. Mostramos un algoritmo llamado search que encuentra todos los v tales que hay un camino desde s a v. 

Suponemos que G esta dado por su tabla de adyacencia, es decir para cada v(V tenemos la lista de los vertices que le son adyacentes. Este algoritmo tambien sirve si G es un grafo dirigido pero, en este caso, usariamos una tabla de adyacencia que para c/ v(V nos da los w tal que v(w. En este caso el algoritmo halla todos los v que tienen un camino dirigido desde s hasta v.

Este algoritmo usa un conjunto S al cual iremos agregando y extrayendo vertices de V. Durante la ejecucion del algoritmo los vertices estaran en 3 estados: no examinados, a examinar y ya examinados. En S guardaremos los vertices a examinar.

Algoritmo Search

Marcar todos los vertices de G como no examinados.

Declarar a s como a examinar (incluir a s en S). 

1) Extraer un vertice v de S. (Si no hay ninguno: stop). Marcar v como ya examinado.

2) A los vertices adyacentes de v que no estan examinados, ingresarlos en S. Volver a 1).

Teorema

Cuando el algoritmo "search" llega al stop los vertices ya examinados son todos los que son accesibles desde s, es decir, hay un camino desde s hasta ellos y solamente hasta ellos.

(decimos que s y los vertices accesibles desde s forman una componente conexa de G)

Demostración

Mostramos primero que si un vertice está examinado hay un camino de s hasta v. Sea v el vertice extraido de S en 1) y w un adyacente no examinado de v. Definamos p(w)=v. Podemos llamar a p(w) el padre de w. Si almacenamos la funcion p(w) durante la ejecucion del algoritmo, podemos retracear el camino que va desde s hasta w. 

Supongamos ahora que hay un camino de s a w. Si w no estuviera examinado llamemos w1 al primer vertice en el camino que no esté examinado y sea w0 el anterior a w1 en dicho camino. Pero w0 fué extraído de S en alguna iteración lo que implica que w1 estaría examinado. Contradiccion que resulta de suponer que w no está examinado(
Ejercicio

Si G es conexo el algoritmo marcará todos los vertices de G. Las ramas de G de la forma (p(w),w) forman un spanning tree de G.

No hemos dicho que criterio usa el algoritmo para extraer un vertice de S cuando tiene más de uno. Supongamos que vamos numerando en forma creciente los vertices a medida que ingresan en S. Llamemos a este numero df . df(v)=numero asignado a v. Hay dos criterios extremos conocidos como depth-first y breadth-first.

Depth-first. Extraemos de S el vertice cuyo df es mayor. En este caso, decimos que S es una pila porque imaginamos que el vertice que ingresa se pone arriba de los demas y es el vertice que sacaremos primero.

Breadth-first. Extraemos de S el vertice cuyo df es menor. Decimos que S es una cola porque el vertice que se extrae es el mas antiguo en S.

Cual de los dos criterios conviene usar depende para que problema se usa el algoritmo. 

Complejidad Computacional

El tiempo que tarda la computadora para ejecutar un algoritmo es proporcional al número de operaciones elementales que tiene que realizar. A este tiempo se lo llama complejidad del algoritmo. 

Consideremos el caso del algoritmo search. Cada iteracion del algoritmo consiste en 1) Retirar un vertice v de S. 2) Marcar adyacentes de v no examinados. Si consideramos a estas dos como las operaciones elementales resulta la siguiente cuenta. No puede haber mas de (V( operaciones 1). El numero de vertices examinados en una iteracion no puede superar a grado(v). Por un teorema ya visto ( gr(v)= 2(E(es una cota de las operaciones 2). La suma de ambas cotas no supera a 

2 max((V(,(E() . Concluimos que una cota superior del tiempo del proceso esta dada por K max((V(,(E() donde K es una constante que depende de la computadora usada.

Definicion

Decimos que un algoritmo es de tiempo polinomial cuando el numero de operaciones elementales esta acotado por un polinomio en (V(y(E(. A estos algoritmos tambien los llamamos eficientes.

Observemos que (E(( (V(((V(-1)/2( (V(2 asi que max((V(,(E()( (V(2. Por la definicion resulta que Search es un algoritmo de tiempo polinomial.

Camino más corto

Dado un grafo G=(V,E) y un costo c(u,v) definido sobre las ramas (u,v)(E, llamamos costo de un camino a la suma de los costos de las ramas que integran al camino.

Queremos hallar el camino mas barato entre dos vertices s y v. De hecho hallaremos el costo entre un dado s y todos los demás vertices de G. 

2. Algoritmo de Dijkstra

Supondremos que G es dirigido y que c(0. Podemos suponer el grafo completo asignando a las ramas que no estan en E un costo infinito. Si el grafo no fuera dirigido podemos reemplazar cada rama por dos flechas en sentido contrario. Usaremos la notación d(s,u) para indicar la distancia de s a u, es decir, el minimo de los costos de los camino de s a u. Definimos d(s,s)=0.

El algoritmo utiliza un conjunto S en el cual va incorporando en cada iteración un vertice v cuya distancia d(s,v) es conocida. Inicialmente S contiene solo a s. El segundo vertice que ingresa a S es un v tal que c(s,v)(c(s,u) para todo u(V\{s}.

Llamemos

d(S,v)= minu(S {d(s,u) + c(u,v)}  (nos referimos a d(S,v) como una cota de la distancia a v ya que d(s,v)(d(S,v). El algoritmo usa el siguiente hecho (que se demuestre en el teorema de abajo):

Si para un v0(S, d(S,v0) es el minimo d(S,u) para todo u(S entonces d(S,v0)= d(s,v0).  
(1)
  


Visto lo cual, en cada iteracion, el algoritmo ingresa a S aquel u(S cuya d(S,u) es minima. Una vez ingresado el nuevo vertice v0 a S el algoritmo actualiza d(u,S) para u(S mediante:

d(S,u) ( min {d(S,v0)+c(v0,u), d(S,u)}. En resumen:

Algoritmo

S( {s}

d(S,u) = {c(s,u)} u(V\{s}

loop: v0 = arg minu(S {d(S,u)}

S(S({v0}

d(S,u) ( min {d(S,v0)+c(v0 ,u), d(S,u)} para u(S

if V\ S es vacio: Stop

else goto loop

Teorema

El teorema de Dijkstra es válido.

Demostración

Solo tenemos que probar que la afirmacion (1) es correcta. Dado un camino C de s a cualquier vertice v(s, llamaremos pC(v) al vertice precedente a v en C. 

Sea v0 el vertice que ingresa a S en una dada iteración. Sea C cualquier camino de s a v0. Queremos mostrar que d(S,v0) es menor o igual que el costo de C. Distinguimos dos casos:

1) u = pC(v0)(S

(Costo de C)= (Costo de s a u a lo largo de C)+c(u,v0)  (por def. de u)

(Costo de s a u a lo largo de C)( d(s,u)                           (por def. de d(s,u))

(costo de C) ( d(s,u)+c(u,v0)( d(S,v0)


(por def. de d(S,v0)

2) pC(v0)(S

Sea v el primer vertice en C que no pertenece a S.

Sea u=pC(v)   (u(S por def. de v)

(Costo de s a u a lo largo de C) + c(u,v)( d(s,u)+c(u,v)( d(S,v)

d(S,v)(d(S,v0)   (por def. de v0)

Pero (Costo de s a u a lo largo de C) es ( (Costo de C). Asi que (Costo de C)( d(S,v0)

En ambos casos tenemos (Costo de C)( d(S,v0)(
Complejidad

En cada iteración el algoritmo realiza las siguientes operaciones

1) Halla el mínimo d(S,u) para lo cual realiza (V\S( comparaciones.

2) Actualiza d(S,u) para lo cual realiza (V\S(- 1= comparaciones

Así el total de comparaciones es: 2(n-1 + n-2 +...+1)= n(n-1)  ((V(=n)

Por lo tanto el tiempo de proceso está acotado por Kn2.
Ejercicio

Mostrar mediante un ejemplo que el algoritmo de Dijkstra puede fallar si no vale c(0.

3. Programación Dinámica

Hallaremos de nuevo un camino de mínimo costo en un grafo por otro método conocido como programacion dinámica.

Supondremos que G=(V,E) es dirigido y acíclico,es decir, no tiene ningún circuito dirigido.

Por circuito dirigido entendemos una sucesion de vertices tales que u1 (u2(...un (u1
Interpretamos los vertices como posibles estados de un sistema que pasa de un estado a otro para terminar en un estado terminal. Terminal es un vertice u para el cual no hay v tal que u(v. 

La aclicidad nos permite particionar el conjunto V de vertices de la siguiente manera. Sea 

V0= conjunto de estados terminales de V

V1= conjunto de estados terminales de V\V0

V2= conjunto de estados terminales de V\ (V0(V1)

etc

{Vk} son disjuntos, su union es V y si u(Vk y u(v entonces v(Vi  para algun i tal que i<k.

La transicion de estados u(v tiene un costo c(u,v) que no tiene restricción de signo. El costo de un camino dirigido es la suma de los costos de las transiciones individuales. En algunos problemas los Vk representan los estados de un sistema en sucesivos instantes k de tiempo, razon por la cual se usa el calificativo "dinamico" para el método.

El problema consiste en dado v(V encontrar una sucesion de transiciones que conduzcan a un estado terminal a mínimo costo. En otras palabras, encontrar un camino dirigido de mínimo costo en G desde v hasta un vertice terminal. El método resuelve esto simultaneamente para todo v(V. Siempre podemos suponer que hay un solo vertice terminal agregando a V un vertice adicional t0 y flechas de v(V0 a t0 con costo nulo. Definamos:

f(u)= Mínimo del costo de un camino desde u hasta t0 (u(V)

Convengamos en llamar optimo a un camino dirigido que realiza el mínimo costo. Dado u consideremos un vertice v tal que u(v y sea C un camino optimo desde v a t0. No podemos decir que el camino que resulta de componer u(v y C sea óptimo aunque entre los v que siguen a u debe haber uno tal que resulta optimo el camino así compuesto. Mas precisamente,

f(u)( c(u,v)+f(v)= costo del camino "(u,v) seguido de C"



(1)

Existe un camino optimo desde u. Llamemos s(u)=(siguiente de u) a un vertice tal que u(s(u) es el primer tramo de un camino optimo desde u a t0. Llamemos C' a la porcion de dicho camino optimo que sigue al primer tramo. Resulta

f(u)= c(u,s(u)) + costo de C'

Principio de optimalidad: Una porcion de un camino optimo es optima (no le parece?)

Por lo tanto, el costo de C' es el costo de un camino optimo desde s(u) a t0, es decir, f(s(u))

f(u)= c(u,s(u))+ f(s(u))








(2)

Concluimos que f(u) esta dado por el minimo de la expresion c(u,v)+f(v) tomado sobre todos los v tales que u(v.
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(3)

Además, advierta que un v que minimiza {...} es el siguiente vertice luego de u en un camino optimo desde u y lo indicamos con s(u). A (3) nos referimos como la ecuacion funcional de la programacion dinamica.

El método consiste en computar s(u) para todo u(V usando (3). Esto nos permite hallar el camino optimo desde cualquier vertice particular u0 de la siguiente manera

u1 = s(u0)

u2 = s(u1)

etc

Hasta hallar el s(..) = t0.

Observamos que s(u) se obtiene calculando

f(u)=min v:u(v {c(u,v) + f(v)}   u(V








Y s(u) es un v que minimice {...}

Recalcamos que el calculo de la solucion s(u) requiere calcular la f(u) al mismo tiempo. Esta se obtiene de (3) que es una formula de recurrencia. En efecto, hemos visto que V está particionado en V0 , V1 , ... de manera que si conocemos f(v) para v(V0( V 1(...( Vn entonces podemos calcular f(u) por para u(Vn+1.

Algoritmo

f(u)=0 para u(V0
Para k=1 hasta n

Calcular f(u) y s(u) para cada u(Vk mediante (3)

Nota: n es el numero de particiones Vk

Ejemplo

Se trata de hallar el camino optimo desde el vertice 1 al 9 en la siguiente figura. Los numeros sobre la flecha son los costos.


   










Los estados se particionan en
V0
V1
V2
V3
V4
V5

9
7   8
5  6
4
2  3
1

f(9)= 0. Obtenemos f(u) y s(u) para u(V1 luego para u(V2. Vemos por inspeccion que

f(8)=10 s(8)=9, f(7)=3  s(7)=9 , f(6)=15  s(6)=9,  f(5)=10, s(5)=7.

Para los restantes vertices, usamos la formula de recurrencia (3):
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s(4)=5




   s(3)=4
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s(2)=4 




s(1)=3

El camino de mínimo costo desde 1 a 9  es  s(1)=3, s(3)=4, s(4)=5, s(5)=7, s(7)=9.

El costo del camino optimo es f(1)=19.

Ejercicio 

Halle un camino del vertice 1 al 9 usando un algoritmo ambicioso.
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