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1. Definicion de arbol y teoremas elementales

Considere el grafo:

Observe que si se suprime la rama "a" el grafo se desconecta pero no se desconectaría si suprime la rama "b". Esto ejemplifica el siguiente

1.1 Teorema

Sea G un grafo conexo. G no se desconecta al suprimir una rama sii la rama forma parte de un circuito en G.

Demostración

a) Supongamos que e=(u,v) es una rama de un circuito.

Entonces hay por lo menos dos caminos que unen u y v. 

Sea. C un camino que une a dos vertices  x e y 

Si (u,v) perteneciera a C y suprimimos (u,v) queda, sin embargo,  un camino entre x e y porque u y v estan unidos por otro camino

Por lo tanto G – e es conexo.

b) Supongamos (u , v) es una rama y G-(u,v) sea conexo. Queremos ver que (u,v).pertenece a un circuito. Por contradiccion, si (u,v) no perteneciera a un circuito entonces la rama (u,v) es el unico camino de u a v. Entonces G-(u,v) no sería conexo porque los vertices u y v no estariann conectados (  

En el grafo de la figura de arriba saquemos ramas hasta quedar con un subgrafo T tal que cualquier rama adicional que sacaramos lo desconectaría. Por ejemplo:


Por lo tanto T queda conexo pero no puede poseer circuitos porque por el teorema de arriba podríamos continuar sacando ramas.

Definicion de arbol y hoja

Un grafo conexo y acíclico (sin circuitos) lo llamamos arbol.

Los vertices de un arbol que tienen grado 1 lo llamamos hojas.

1.2 Teorema

Un arbol T  con 2 o mas vertices tiene dos o mas hojas.

Demostracion

Consideremos un camino maximal en T, es decir, que no se lo puede agrandar agregando una rama más. Sean u y v los extremos del camino. Entonces u y v tienen grado 1.

Corolario 

Si todos los vertices de un grafo conexo tienen grado (2 entonces hay por lo menos un circuito.

1.3 Teorema

En un arbol el numero de ramas es uno menos que el número de vertices.

Demostracion

Por induccion en el numero de vertices. Es cierto para un arbol con 2 vertices. Supongamos que sea cierto para n-1 vertices. Sea T un arbol con n vertices y suprimamos del mismo un vertice u de grado 1 y la rama que incide en el. Entonces T-u tiene n-1 vertices y por la hipotesis inductiva tiene n-2 ramas. Repongamos la rama y vertice suprimidos y resulta que T tiene n vertices y n-1 ramas(
1.4 Teorema

Las siguientes definiciones de arbol son equivalentes:

A. T es un grafo conexo y acíclico

B. Grafo conexo que se desconecta suprimiendo cualquier rama.

C. Grafo conexo donde hay un unico camino entre 2 vertices.

D. Grafo acíclico y si se agrega una rama se forma un solo ciclo.

Demostracion

A implica B:  Si no se desconectara tendria un ciclo por el teor. anterior

B implica C: Si hubiera mas de un camino habria un circuito sacando una rama.

C implica D: Si hay un solo camino no puede haber un ciclo. Si se formaran dos ciclos habria dos caminos.

D implica A: Hay que mostrar que es conexo. Si u y v son adyacentes estan conectados. Si no, al agregar (u,v) se forma un ciclo C y C\(u,v) es una camino que une u y v (
2. Spanning tree.

Sea G=(V,A) un grafo conexo. Si el mismo tiene un ciclo suprimamos una rama del mismo. Repitamos esto hasta que nos quede un grafo T sin ciclos. Entonces T es conexo y acíclico, es decir, T es un arbol.

Definicion: 

Sea un grafo G =(V,E). Un arbol T cuyos vertices son V y sus ramas pertenecen a E se dice que desarrolla a G. En ingles se lo llama spanning tree.

Ejemplo

Imaginese que en una comarca se han instalado un conjunto V de "estaciones" y que debe decidirse como interconectarlas. Si u,v(V, llamemos c(u,v) al costo de conectar u y v. Se quiere conectar las estaciones de forma tal que haya un camino de conexion entre dos cualesquiera de las estaciones y que el costo total sea mínimo.

Problema

Este problema lo podemos expresar así. Sea Kn el grafo completo con n vertices. Y sea c una funcion definida sobre las ramas de Kn. Queremos encontrar un spanning tree de Kn tal que la suma de los costos de sus ramas sea mínimo. Nos referiremos a esto como un mínimo spanning tree.

Definicion:

Un conjunto de arboles no conectados entre si lo llamamos una foresta. En forma equivalente, un grafo acíclico es una foresta.

Algoritmo de Kruskal

El problema se resuelve con el siguiente algoritmo "codicioso":

Listar las ramas de Kn de menor a mayor costo.

Elegir la de menor costo

Elegir la rama menor de las que quedan

Loop: Elegir la rama menor de las que quedan si no forma ciclo con las ya elegidas.

Repetir la instruccion "loop" hasta que se hayan elegido n-1 ramas. (n=(V (
Nota 1  El progreso del algoritmo lo podemos ver así. Inicialmente tenemos una foresta con n arboles de un solo vertice cada uno. El algoritmo va formando una foresta de arboles conectando paso a paso dos arboles mediante una rama de minimo costo hasta que termina con un solo arbol. Sin embargo, no está claro que el arbol obtenido sea de mínimo costo. Lo probamos a continuacion.

Nota 2 Hemos partido de inicialmente del grafo Kn pero podriamos haber comenzado el problema con cualquier grafo conexo cuyas ramas tuvieran asignado un costo.

2.1 Teorema  

El algoritmo de Kruskal construye un spanning tree minimo.

 



      Solucion de Kruskal T
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Demostración

Sea T el arbol que obtiene el algoritmo de Kruskal y S otro arbol. Construiremos una sucesion de arboles S', S",... mejores que S y el ultimo de los cuales es T.

Sea (z,x) la primera rama elegida por Kruskal. Formemos S' agregando a S la rama (z,x) y suprimiendo del ciclo que se forma la rama (v,x). Claramente S' es mejor que S y tienen con T en comun una rama más. El mismo argumento se repite, etc.(
Nota

Kruskal es uno de los pocos algoritmos que obtienen la solución optima de un problema de optimizacion combinatoria por una estrategia codiciosa. Veamos un contraejemplo famoso: el problema del viajante. En cada rama de Kn se tiene una distancia c(e) e(E. Se busca un circuito hamiltoniano cuya distancia total sea un minimo. La solución codiciosa parte de un vertice u1 y pasa a un u2 que se encuentre a minima distancia de u1. Luego pasa a un u3 distinto de u1 que se encuentra a mínima distancia de u2,etc. 

Ejercicio

Defina distancias sobre las ramas de K4 que muestren un contraejemplo de la politica codiciosa en el problema del viajante.

3.  Arbol con raiz
Definicion 

A un grafo dirigido T lo llamamos arbol con raíz si tiene un vertice v0 (la raíz) y hay un único camino dirigido entre v0 y cualquier otro vértice de T.

En un arbol con raíz mostramos la conexion entre sus vertices con flechas en lugar de segmentos. Si en un arbol con raiz ignoramos las orientaciones de sus flechas lo que 

 

queda es un arbol ordinario. Normalmente dibujaremos al nodo hijo debajo del padre unidos por una rama con lo que la direccion de la flecha es implicita.

Definiciones

En un arbol con raiz si u(v decimos que u es padre de v y que v es hijo de u. El subarbol {v: hay un camino dirigido de u a v} lo llamamos la descendencia de u. Decimos que u es una hoja si no hay v tal que u(v. Si un vertice no es la raiz ni una hoja lo llamamos vertice interno. La altura de un arbol con raiz es el número de nodos del camino dirigido mas largo que contiene.

Un arbol lo llamamos binario si todo vertice tiene a lo sumo dos hijos y lo llamamos binario completo si todo vertice tiene dos hijos excepto las hojas.

Ejercicio
Cuantos vertices tiene un arbol binario completo?

4. Búsqueda binaria

Sea A un conjunto de números y sea x un numero. Queremos disponer A en los vertices de un arbol para responder eficientemente a la pregunta: “es x(A?”

Consideremos un arbol binario donde a los hijos de un vertice los llamamos el hijo izquierdo y el hijo derecho. Asignemos a cada vertice uno de los números de A con la condicion que el numero del hijo izquierdo y su descendencia sean menores que el número del padre y el numero del hijo derecho y su descendencia sean mayores que el padre.

Ejemplo  A={3,8,9,12,14,21,22,23,2835,40,46}
El siguiente algoritmo permite responder a la pregunta: x(A?

v= raiz

mientras x(v y v no sea vacío, hacer lo siguiente: 

  si x>v entonces v=hijo derecho de v

  si no   entonces v= hijo izquierdo de v

Respuesta: v.

Observemos que este procedimiento es tanto mas rápido cuanto mas "balanceado" esté el arbol, es decir, cuando la descendencia izquierda y derecha de cada vertice son aprox iguales.

Ejercicio 

a) Sea n el cardinal de A. Suponga que el arbol esta balanceado. Estime la rapidez del algoritmo recien descripto, es decir, cual es el orden del numero de veces que el algorimo deberá repetir la pregunta es x(A?

b)Hay n monedas y una es mas liviana que las otras. Se tiene una balanza de dos platillos. Describa el procedimiento que usaría para detectar la moneda mas liviana.
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