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Polynomials on a Banach space and their relation with the dual space

Resumen: Dado un espacio de Banach F estudiamos tres aspectos de la relacién entre el espacio de
polinomios definidos sobre E y el espacio dual E’.

Definimos la clase de polinomios K-acotados Pk ("FE;X) (polinomios cuya continuidad estd dada por
subconjuntos de E’) y mostramos que la extensiéon de Aron-Berner preserva esta clase. Investigamos
propiedades sobre K que relacionan el espacio Pk (" E; X) con subespacios usuales de P("F; X) probando
a valores escalares que polinomios K-acotados son aproximables para K conjuntos compactos donde la
identidad puede aproximarse uniformemente por operadores de rango finito. Lo mismo es cierto cuando
K estd contenido en la cédpsula convexa equilibrada de una sucesién bésica débil-nula de E’. En este caso
también probamos que todo polinomio K-acotado es extensible. Ademés, dimos enunciados equivalentes
a la existencia de espacios de Banach sin la propiedad de aproximacion.

Dado un morfismo entre duales s : £/ — F’, damos un morfismo s que vincula los espacios de polinomios
P("E; X)y P("F; X""). Mostramos bajo condiciones de regularidad que si E’ es isomorfo a F’ entonces los
espacios de polinomios homogéneos sobre E y F' a valores en X, son isomorfos. Ademds probamos que los
subespacios de polinomios, cuya definicién estd relacionada en forma maés directa al dual (débil-continuos,
integrales, regulares), resultan isomorfos sin hipétesis adicionales sobre E, F o X.

Finalmente estudiamos diferentes topologias débil-polinomiales centrandonos en la dada por una familia
de seminormas asociadas al conjunto de polinomios ortogonalmente aditivos sobre reticulados de Banach
reales. Caracterizamos esta topologia en espacios £,,, L, y sobre espacios de Banach con base incondicional.
Palabras claves: Funciones multilineales, Polinomios sobre espacios de Banach, extensién de Aron-
Berner, Arens-regularidad, topologia débil-polinomial, polinomios ortogonalmente aditivos.

Abstract: For a Banach space E we study three aspects of the relation between the space of polyno-
mials on E and the dual space E’.

We define the class of K-bounded polynomials Pk ("F;X) (whose continuity is given by a subset K
of E') and we show that the Aron-Berner extension preserves this subspace. We investigate properties
of K that bind the space Pk (™E;X) with subspaces of P("F;X). We prove that scalar-valued K-
bounded polynomials are approximable when K is a compact set on which the identity can be uniformly
approximated by finite rank operators. The same is true when K is contained in the absolutely convex hull
of a weakly null basic sequence of E’. Moreover, in this case we prove that every K-bounded polynomial
is extendible to any large space. Also, we give equivalent statements for the existence of Banach spaces
without the approximation property.

For a mapping between dual spaces, s : E/ — F’, we give a morphism 3 relating the spaces of polynomials
P("E; X) and P("F; X"). We show that under conditions of regularity, if £’ is isomorphic to F’ then
the spaces of X-valued homogeneous polynomials on E and F' are isomorphic. Also, we prove that some
subspaces of polynomials more closely related to the structure of dual spaces (weakly continuous, integral,
regular) are isomorphic in full generality.

Finally we study different weak polynomial topologies focusing in the topology determined by a family of
seminorms given by the set of orthogonally additive polynomial that are defined on real Banach lattices.
We characterize this topology on /¢, and L, spaces and on Banach spaces with unconditional basis.

Keywords: Multilinear functions, Polynomials on Banach spaces, Aron-Berner extension, Arens-regularity,

weak polinomial topology, orthogonally additive polynomials.
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Introduccion

Este trabajo se enmarca dentro del drea de Anadlisis Funcional, més precisamente en Holo-

morfia infinita.

El objetivo principal de estas notas es el de investigar algunos de los diferentes aspectos que

vinculan el espacio de polinomios definidos sobre un espacio de Banach F y el espacio dual E’.

Por un lado hemos centrado nuestra atencién en el estudio del espacio de polinomios en s{ mismo,
es decir, hemos tratado de aclarar en qué sentido el espacio E’ determina la estructura del espacio
de polinomios sobre E; y por otra parte hemos estudiado como espacios de polinomios, vistos
como una generalizacién natural de formas lineales, definen diferentes topologias sobre el espacio
dominio y cudles son las relaciones entre estas topologias y las dadas por la norma del espacio
y la débil (dada por E’).

El primer capitulo lo hemos dedicado a la recopilacién de definiciones y resultados bésicos que
necesitaremos para el desarrollo del trabajo. Para esta seleccién hemos tenido en cuenta que si
bien en nuestro Departamento de Matemética hay un vasto grupo de investigadores en el area de
Anélisis y Anélisis Funcional, es un grupo maés reducido el que se dedica al estudio de Holomorfia
en espacios de Banach. Intentamos asi que estas notas fueran autocontenidas, aunque sabemos

que no lo hemos logrado completamente.

Damos, pues, las definiciones de polinomios homogéneos y algunas de las funciones relacionadas
con éstos, como ser el operador lineal asociado, la diferencial y la linealizaciéon de polinomios
a través del producto tensorial simétrico introducido por R. Ryan en [Rys]. Presentamos los
distintos tipos de polinomios asociando cada clase con el tipo de continuidad que tiene el operador
lineal asociado. Finalmente presentamos diferentes formas de introducir la extension que R.

Aron y P. Berner dan en su trabajo [AB], por medio de la cual es posible extender funciones
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multilineales, polinomios y ciertas funciones holomorfas definidas sobre un Banach al espacio
bidual. La extensién Aron-Berner, que al momento ha sido muy estudiada, es nuestra principal

herramienta en el estudio del Capitulo 3.

En el Capitulo 2 nos dedicamos al estudio de K-acotacién, que resulta un tipo de continuidad,
sobre el espacio de polinomios homogéneos o funciones n-lineales, dado por una seminorma

asociada al subconjunto acotado K del espacio dual E’.

Para E un espacio de Banach y K un subconjunto acotado de su espacio dual, diremos que
un polinomio n-homogéneo P sobre E es K-acotado si existe una constante positiva C tal que
la desigualdad ||P(z)|| < Csup{|y(z)|¥ : ~ € K} vale para todo € E. La continuidad es

equivalente a la Bpgr-acotacién.

Nuestro interés en funciones K-acotadas fue motivado por un resultado E. Toma [T] y de R.
Aron, M. Lindstrom, W. Ruess y R. Ryan [ALRR] que establece que un polinomio homogéneo a
valores escalares es w-continuo (sobre acotados) siy solo si es K-acotado para algin subconjunto

compacto K de F'.

Comenzamos este capitulo estudiando la subclase de funciones K-acotadas y sus propiedades,
generalizando los resultados obtenidos para polinomios a valores escalares sobre un espacio F
en [CDDL]. Trabajamos con funciones multilineales definidas en Ey X --- x E,, y a valores en

un Banach X.

En la tercera seccidn estudiamos el comportamiento de la extensién de Aron-Berner cuando
se aplica a un polinomio K-acotado. Obtenemos una generalizacién a valores vectoriales del
resultado de R. Aron y P. Galindo ([AG]), donde se prueba que la extensién Aron-Berner de
un polinomio a valores escalares K-acotado sobre E es a su vez otro polinomio K-acotado en
E", cuando K es un conjunto débilmente compacto. Este resultado facilité el tratamiento de la

clase de polinomios débil continuos sobre acotados en el Capitulo 3.

En la seccion 4, estudiamos las propiedades de la subclase de funciones multilineales y polinomios
K-acotados segin propiedades de K. Obtuvimos condiciones suficientes sobre la aproximabilidad
de polinomios K-acotados que naturalmente nos llevaron a considerar el problema de extendibil-
idad de estos polinomios, para diferentes tipos de subconjuntos K de E’. Obtener extendibilidad

no es trivial puesto que, si bien los polinomios de tipo finito (y atin los polinomios integrales
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[CZ]) son extensibles, no se tiene esta propiedad para polinomios aproximables.

Obtuvimos, con técnicas de K-acotacién una nueva demostracion de un conocido resultado de

Grothendieck (ver [LT)):

Si existe un espacio de Banach sin propiedad de aproximacion entonces existe un subespacio de

co sin propiedad de aproxrimacion.
La demostracién del resultado anterior nos permitié afirmar que:

La existencia de un espacio de Banach sin propiedad de aproximacion es equivalente a la exis-

tencia de un polinomio homogéneo w-continuo no-aprorimable.

También hemos dado en contexto de K-acotacién una prueba de una generalizacién para fun-

ciones multilineales del resultado de R. Aron y J. B. Prolla ([AP]):

Si E' tiene la propiedad de aproximacidn, todo polinomio débilmente continuo sobre acotados
de E se puede aproximar, uniformemente sobre la bola unidad, por combinaciones (sumas y

productos) de funcionales lineales

Sin embargo los polinomios sobre E estan, en general, lejos de ser aproximables por combina-
ciones de elementos de E’. Aun asi, el vinculo entre E’ y los polinomios sobre E no es difuso si
se tiene en cuenta el planteo que proponen J. C. Diaz y S. Dineen en su trabajo [DD], donde

formulan la pregunta que da origen al Capitulo 3 de este trabajo:
Si E' es isomorfo a F', ;serdn los espacios de polinomios sobre E y F isomorfos?

La primer respuesta parcial es dada en [DD] donde se prueba que si E' y F’ son isomorfos
y demds E’ tiene la propiedad Schur junto con la de aproximacion, entonces, cualquiera sea

n € IN, los espacios de polinomios n-homogéneos sobre E y F' son isomorfos.

FEn este sentido podemos decir que bajo estas condiciones los espacios duales determinan los
polinomios sobre los espacios. En el Capitulo 3 nos propusimos investigar condiciones que
aseguren la existencia de isomorfismos entre los espacios de polinomios. En estas notas damos
una versién generalizada, a valores vectoriales, de los resultados a valores escalares obtenidos en

LZ].
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En algin sentido el problema estd ligado al de extendibilidad de polinomios. Aunque no ex-
iste, para polinomios, un teorema de Hahn-Banach (existen polinomios aproximables que no
admiten extensién alguna); siempre es posible extender un polinomio sobre E al bidual E” por
el proceso de Aron y Berner ([AB], [Z;].) Siguiendo estas técnicas de extensién obtuvimos una
construccién que nos permite “levantar” todo morfismo entre duales s : £/ — F’ a un morfismo

5: P("E; X) — P("F; X") entre los espacios de polinomios.

En la segunda seccién de este capitulo investigamos propiedades de § y el problema de funtorial-
idad s — 5. Probamos que en general esta asignacién no es funtorial hallando condiciones bajo
las cuales el problema tiene solucién positiva. Esto guarda estrecha relacién con el problema de
falta de simetria de la extension Aron-Berner de una funcién multilineal simétrica. Este hecho
nos condujo a considerar condiciones de regularidad de Arens sobre los espacios de Banach.

Llegando asi al resultado principal de este capitulo:

Si E y I son dos espacios de Banach simétricamente Arens requlares con sus duales isomorfos
(resp. isométricos) entonces, cualquiera sea n € IN y X Banach, los espacios de polinomios

n-homogéneos a valores en X sobre E y F resultan isomorfos (resp. isométricos.)
La condicién de regularidad simétrica sobre E y F puede sustituirse por regularidad sobre E.

Por otra parte hemos considerado, en la seccién 3, si las distintas subclases de polinomios son
preservadas o no por estos isomorfismos, dado que consideramos que el mero hecho de que dos
espacios vectoriales sean isomorfos no aporta datos suficientes sobre la estructura de los mismos.

Notar por ejemplo que P(¥IR") es isomorfo a P("~1IR*1).

Para la situacién s : £/ — F’ un morfismo entre espacios duales era natural esperar que
aquellos subespacios de polinomios escalares sobre E que quedan determinados por E’, co-
mo los polinomios de tipo finito, los nucleares y aproximables, se preservaran via el morfismo
5: P("E) — P("F). No era tan clara la misma situacién para polinomios a valores vectoriales
(puesto que el morfismo arroja polinomios a valores en el bidual X”) ni para subespacios mayores

como el de polinomios débil continuos sobre acotados, integrales, extensibles y regulares.

Estudiamos el comportamiento de 5 respecto de estas subclases, que son las usuales, de poli-
nomios para las que hemos dado una respuesta afirmativa sin imponer condiciones sobre los

espacios de Banach F y F ni al espacio de llegada X. Esto es, si £/ y F’ son isomorfos
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(resp. isométricos) entonces, cualquiera sea n € IN, las subclases correspondientes de poli-
nomios n-homogéneos a valores en X sobre F y F' arriba mencionadas resultan isomorfas (resp.

isométricas).

También dimos un resultado negativo para la subclase de polinomios débil-secuencialmente con-
tinuos (wsc) en el sentido de que el isomorfismo no preserva la clase. Aun asi encontramos que si
E no contiene copias de ¢1 y ademads tiene base achicante (‘shrinking’), entonces para cualquier
espacio F' cuyo dual sea isomorfo (resp. isométrico) a E’ los espacios de polinomios wsc sobre

E y F son isomorfos (resp. isométricos).

En el Capitulo 4 nos volcamos al estudio de polinomios en lo que refiere a las topologias que
este espacio puede definir sobre F, teniendo en cuenta la topologia débil, dada por las formas
lineales y la topologia débil-polinomial wp, que es la dada por la convergencia dada a través del

conjunto de polinomios. Esta topologia fue estudiada en [BJL], [DG], [GGLI], [GLI]; entre otros.

Se sabe que en todo espacio complejo de Hilbert infinito-dimensional H, la wp-topologia no es
lineal (ver [ACG]). Otros ejemplos tanto en espacios de Banach reales como complejos tales
que la wp-topologia es no lineal fueron dados en [BJL] y [CGG]. Por otra parte existen ejemplos
para los cuales se verifica w = wp o wp = ||.||, con lo cual en estos casos wp es lineal. En todo
espacio de Banach se tiene w < wp < ||.||, pero la falta de linealidad de la topologia wp muestra

que, en general, éstas topologias son diferentes.

Con el objeto de obtener una topologia débil-polinomial lineal sobre espacios de Banach, M.
Garrido, J. A. Jaramillo y J. G. LLavona introdujeron en [GJLI] una topologia dada por una

familia de seminormas asociada al espacio de polinomios.

En este capitulo trabajamos sobre reticulados de Banach reales investigando la topologia (que
llamaremos 7) dada por una familia de seminormas originadas por polinomios n-homogéneos
ortogonalmente aditivos, resultados que se encuentran en [LLl. Esta topologia, que resulta
lineal y convexa, estd cercanamente relacionada con la topologia débil-polinomial wp, como

detallaremos mas adelante.

En las secciones 3 y 4 dimos una caracterizacion de la topologia 7, en términos de convergencia
de redes, sobre conjuntos acotados en los espacios ¢, y Ly[0, 1], destacando la importancia del

rol que juegan los ceros de los polinomios en las seminormas involucradas. De hecho, toda
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seminorma asociada a un polinomio cuyo conjunto de ceros genera un subespacio denso en un

espacio de Banach real E, es nula.

Para caracterizar la topologia 7, describimos explicitamente el valor de las seminormas en
términos de la expresién del polinomio. Este estudio fue hecho tanto para formas lineales como
para polinomios que no son débil continuos sobre acotados ya que observamos que estos tltimos

no aportan mas informacién a la topologia 7 que la que dan las formas lineales.

Por otra parte mostramos que la topologia débil-polinomial wp, que es la asociada a la convergen-
cia, en conjuntos acotados, bajo polinomios ortogonalmente aditivos coincide con la topologia
T parap = 1 o p € (2k — 1,2k] (para algin k € IN) en los espacios ¢, y para 1 < p < 2
o p € [2k,2k + 1) (para algin k € IN) sobre los espacios Ly[0,1]. Ademds probamos que la
topologfa wp, es estrictamente més fina que la topologia 7 sobre cualquier ¢, o Ly[0, 1] con tal

que p = 2k + 1 para algtin k£ € IN.

Finalmente en la seccién 5 nuestro propédsito fue el de investigar esta topologia en espacios con
Base de Schauder o con Descomposicién Finito-Dimensional (FDD). Teniendo en cuenta el
trabajo de V. Dimant y R. Gonzalo [DG] consideramos la posibilidad de extender el conjunto
de seminormas al de aquellas asociadas a polinomios bloque diagonales. Como era de esperar,
al considerar polinomios mds generales (todo polinomio diagonal en un espacio de Banach con
base de Schauder es bloque diagonal en éste) se obtuvo una caracterizacién mas débil, la de la
convergencia de sucesiones. Algunos espacios a los que se da alcance con esta generalizacion

son, por ejemplo, espacios de sucesiones de Orlicz que no son isomorfos a ningin £,



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definiciones y Propiedades Basicas.

A lo largo de estas notas FE/, F, X serdn espacios de Banach. Usaremos IK para senalar el cuerpo
escalar real o complejo indistintamente. Para E pondremos por Bg la bola unidad del espacio.
En este capitulo damos las definiciones de funciones multilineales y polinomios homogéneos
definidos sobre un espacio de Banach y presentamos los resultados necesarios para el desarrollo

de los siguientes capitulos. Usaremos las notaciones usuales segun [D] y [M].

Definicion 1.1 Diremos que una aplicacion P : E — X es un polinomio n-homogéneo
n

——f—
sobre E a walores en X si existe una aplicacion n-lineal ® :E X --- x E— X para la cual

k
Para k numero entero no negativo y € E, pondremos z* en lugar de la secuencia 7, ...,
de E*. Asf usaremos indistintamente la expresién P(x) = ®(z,...,z) o P(z) = ®(z") para un

polinomio n-homogéneo sobre un espacio de Banach. Si ® es una funciéon multilineal simétrica,

esta escritura puede generalizarse para cualquier m de IN{ como sigue. Sim = (mq,...,my,),

mi Mn
7\

|m|:=mi+---4+m, =n,y x1,...,2, en E, la notacién para ®(z1,...,21,...,%n,...,x,) serad

Q" xn?, . apm).
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Llamaremos Sy, al conjunto de todas las permutaciones o del intervalo inicial natural {1,...,n}.
Una aplicacién n-lineal se dice simétrica si ®(z1,...,2n) = ®(T5(1), - -, ZTo(n)) Para todo o €
Sh-

Todo polinomio n-homogéneo tiene asociada una aplicacién n-lineal simétrica. En efecto, basta

considerar para x1,...,x, € F

1
A(xla cee a$n) = m Z (I)(xa(l)’ .- -axa(n))'

" oEeS,

Es claro que si ® define al polinomio P, A también lo hace y ademaés es simétrica. La Férmula
de Polarizacion, que damos a continuacién, da una forma de recuperar, dado un polinomio, una
aplicacién n-lineal simétrica asociada a éste; con lo cual, la funcién n-lineal simétrica asociada

a un polinomio es tnica.

Proposicion 1.2 Sea P un polinomio n-homogéneo y sea A una funcion n-lineal simétrica

asociada a P. Entonces para todo x1,...,x, € E se tiene
1
Az, ... xn) = o g e1...enP(e1x1 + - +enzyp)
e, en=21
Dem. Para cada eleccién de €1, ..., &, tenemos
n n
P(81l‘1 + -+ Sndfn) = (Zilzl Ei1Liyy ey Zinzl Sinﬂjin)
n n

= Z"'ZEil"'ginA(‘TiU""xin)

Llamamos m; a la cantidad de repeticiones de z; como argumento de A en cada sumando. Cada
m; toma valores entre 0 y n para todo j = 1,...,n. Sea m = (mq,...,my) y |m| = n. Como

A es simétrica podemos reordenar las sumas considerando C,, = (TZLLI) (”;::1) (”_%S_mg) o1,

e

mn ). Asi tenemos

el nimero de repeticiones de A(z]", 252, ...,z

m m. m m m.
Peixy + - -+ enpxy) = g Cre™ o oegm Az x5, o ap™)

[m[=n
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Z €1...€n P(eix1+ -+ epzy)

€1,-.,€n==E1

= > > ettt et A a2, gt (1.0)

n
|m|=n¢€1,....en==%1

Ahora, cada vez que m; # 1, existe algtin k£ con my, = 0. Supongamos, para fijar ideas que k = 1.

Luego, el sumando correspondiente a m = (0, ma, ..., my,), es

mao+1 n+1 m n _
g e1( E et et O A 2 )) =0
g1+l €9,...,en==1

Por tanto, en la igualdad (1.0) sélo queda el término de la suma para m, la n-tupla con todos

los m; ’s iguales a 1. Cy,, =nly

E 61...6nP(€13’J1+-'-+€nCEn) = E C’m*A(xl,xg,...,xn)
€1,yen==1 €1yeEn==%1
=2"nlA(x1, 22, ..., %),

igualdad que prueba la férmula de polarizacién. =

Pondremos por P("E; X) el espacio de polinomios n-homogéneos P : E — X que verifican

sup ||P(z)]| < co. La aplicacién P +— || P|| define una norma sobre este espacio vectorial que lo
LL’EBE

hace un espacio de Banach.

En forma andloga L("E;X) sera el espacio de aplicaciones n-lineales ® : £ x --- x E — X

con sup ||[®(z1,...,2,)|| < oo y denotaremos con Lg("FE; X) al subespacio de funciones
z1,....kn€BE
simétricas de L("E; X). En ambos casos la aplicacién ® +— ||®|| define una norma que hace de

cada uno un espacio de Banach. Més generalmente consideraremos, para FE1, ..., E, espacios de

Banach, el espacio de funciones n-lineales ® : Fyx---xFE, — X con sup |P(x1, ... zp)]l
$1€BE1,..A,ZEn€BEn

finito. Notaremos a este conjunto por L("E; X ---Xx E,; X). Se tienen las siguientes equivalencias.

Proposicién 1.3 Sea @ : £ X --- X E, — X una aplicacion n-lineal, son equivalentes

(i) ® es separadamente continua.
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(ii) ® es separadamente continua en cero.

(ii7) sup |P(x1,. .., zp)]| < o0.
z1€BE,,....tn€BE,
(iv) Eziste una constante C > 0 tal que, para todo x1 € Ey,...,x, € Ep,
[@(@1, .. @a) || < Cllzall - [|znll.

En el caso polinomial tenemos el mismo resultado que es andlogo al de operadores lineales.

Proposicién 1.4 Sea P : E — X un polinomio n-homogéneo, son equivalentes

(1) P es continuo.

(ii) P es continuo en cero.

(7i1) sup ||P(z)| < oo.
r€BER

(iv) Eziste una constante C > 0 tal que, para todo x € E, ||P(x)| < C||z||".

En cada caso el infimo de las constantes C' que verifican (iv) da el valor de la norma.

Estos resultados junto con la férmula de polarizaciéon nos dan la identificacién natural entre

P("E; X)y Ls("E; X) debido a las desigualdades

nn
121 < 1Al < — I Pl (1.1)

donde P es un polinomio n-homogéneo y A es su aplicacién n-lineal simétrica asociada.

Cuando el espacio X sea el cuerpo de escalares notaremos por P("E), L("E), Ls("E) y

L("E; x -+ x Ey,) a los respectivos espacios.
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Aplicaciones asociadas a un polinomio.

Definicién 1.5 Para ® € L("Ey x --- x Ey; X) pondremos por Te ; al operador lineal de E; en
L™ E; x -+ x (i) x -+ Ep; X) que a cada x; de E; asigna la (n—1)-funcién lineal Te ;(x;) que
verifica To j(x;)(z1,...,(3),...,2n) = ®(z1,22,...,2,). Donde (i) indica, como es usual, que la

coordenada i-éstma es la omitida.

Para A € Ly("E; X) todos los operadores T4 ; coinciden. En este caso llamaremos T4 a dicho
operador y diremos que Ty : E — Lg(" 'E;X) es el operador lineal asociado a A. Del
mismo modo para P € P("E; X) queda definido Tr : E — P(""'E; X), el operador lineal
asociado a P, dado por Tp(z)(a) = Ta(z)(y,...,y) = A(z,y,...,y); donde A es la funcién

n-lineal simétrica asociada a P.

Los operadores Tp y T4 asociados a P y a A respectivamente nos dardn informacién sobre el

polinomio o la multilineal asociada, como veremos en la seccion siguiente.

Observacién 1.6 Sea A € Ly("E; X) entonces, ||All = ||Tal|-

Dem.
[Tall = supyepy [Ta(z)]
= SUPgzeBg SUPzy,....2,eBE ”TA(.T)(Q?Q, sy .Tn)H
= SUDeBy SUPsy . 4neBy Az, x9,...,2p)
=[P =

Asi como hemos definido el operador asociado a un polinomio P € P("F; X) queda natural-

mente definida la aplicaciéon diferencial de P, dP : E — L(F;X). dP(x) es un polinomio

n—1

(n — 1)-homogéneo que a cada elemento y € E le asigna el valor dP(z)(y) = nA(Z,...,2,y)

donde A es la aplicacién n-lineal simétrica asociada a P.

Por 1ltimo queremos presentar una forma de linealizar polinomios a través del espacio producto
tensorial simétrico. Esta técnica fue introducida por R. Ryan en [Rys]. El espacio producto
tensorial permite tratar problemas de aplicaciones multilineales o polinomios traduciéndolos a
problemas de aplicaciones lineales (con la desventaja de trabajar sobre espacios més complejos

que el original).
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Recordemos que el producto tensorial de n espacios vectoriales Ey, ..., F, puede construirse
como el subespacio generado por el dual algebraico de L,("FE; X --- x E,) generado por los

elementos de la forma:

x1®®$n(®):@(xl7axn)

parax; € E;,it=1,...,n;y ® funcién n-lineal a valores en IK, donde “x” indica que el conjunto

de funciones es también algebraico. Asi un elemento u € F4 ® - - - ® E,, tendra una escritura no

Unica
k
U:Z/\jl'lj@"'@l'nj’ con r;; € By )\jEII{.
j=5
Lema 1.7 Doc elementos u y v serdn iguales si y solo si para toda ® € L,("E1 X -+ x Ey),
O(u) = &(v).
La misma idea puede aplicarse a funciones n-lineales a valores en X. La aplicacién p : (x1,...,zy) —

1 ® -+ ® x, eh una forma n-lineal. Se define la forma lineal L tal que Lg o p = ®. La buena

definicién de Lg se tiene en virtud de 1.7 y el siguiente diagrama resulta conmutativo:

E x---xE, 2 Xx
Lo

pl /!

n .
=1 E;

Luego Li("Ey X -+ X Ep; X) ~ L, ( ;7‘:3Ej;X), isomorfismo algebraico.

Para Fy = ... = E, = FE se define el espacio producto tensorial simétrico ®7FE, como el
subespacio de ®"FE generado por los elementos de la forma (™ = 2 ® - - - ® 2. En esta situacién
la aplicacion ¢ — = ® --- ® x es un polinomio n-homogéneo con la propiedad de linealizar

polinomios en el siguiente sentido.

Si P es un polinomio, no necesariamente continuo, n-homogéneo se define Lp, la linealizacién
de P por Lp(z) = La(z("™) para todo 2 € E, con A la forma n-lineal simétrica asociada a

P. Los espacios P, ("E; X) yv L,(®7FE; X) son algebraicamente isomorfos. Se tiene el diagrama
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conmutativo:

Lp

QTE
El espacio producto tensorial no es completo a menos que los espacios considerados sean de
dimensién finita. Este espacio puede completarse con varias normas. A nuestros fines sélo
introduciremos la norma inyectiva. Si u € ®;_;E;, el producto tensorial de Fi,..., Epy;

k
U= Zj:l 21 @ -+ @ Tpj, se define

k
lulle = sup{] Y @1(21;) -~ pnlz9n)| tal que p; € By}
j=3

y para el producto tensorial simétrico si u = 2?26 Tj ®- - ®xj, se define

k
[ulle = sup{| Y ©"(x;)| tal que ¢ € B}
j=1

Ambos supremos son independientes de la respresentacion de u gracias al Lema 1.7.

La completacién con esta norma es llamado el producto tensorial inyectivo (simétrico) y notare-

mos respectivamente &, F; y ®Z€E . Ambos espacios son espacios de Banach con ||.||.
1.2 Algunas subclases de polinomios y su relacién con Tp.

El primer ejemplo natural de polinomio n-homogéneo es el dado por P(x) = ¢"(z)y, donde
y € X y ¢ es una forma lineal sobre E. P sera continuo si y solo si ¢ lo es. En tal caso

IP|| = llell™|ly]|- Su aplicacién n-lineal simétrica asociada es A(x1,...,x,) = @(z1)...p(zn)y.

El espacio generado por combinaciones lineales finitas de polinomios del tipo ¢™y sera el espacio

de polinomios de tipo finito que notaremos por P¢("E; X).

Los polinomios n-homogéneos de tipo finito sobre E a valores en X podran escribirse de la forma

Z;V:l ¢}y;. Para X = IK la escritura serd Zjvzl ¢} en el caso complejo y Z;Vzl @ — 22/1:1 (I

en el caso real.
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Todo polinomio n-homogéneo de la forma P(z) = ¢1(z) - pup(x)ycony € X y v1,...,pn € E’

es también un polinomio de tipo finito y admite una escritura como la mencionada.

Esta clase de polinomios no es cerrada en (P("E; X), ||.||). Su clausura, en norma, forma el espa-
cio de polinomios aproximables que notaremos P,("E; X). Por su definicién, los polinomios
aproximables serdan aquellos que admiten una aproximacién, en norma, por polinomios de tipo

finito.

Anélogamente quedan definidas las subclases de L("E; X --- x E,; X) de aplicaciones de tipo
finito y aproximables, con las notaciones obvias. Las primeras seran combinaciones lineales
finitas de expresiones de la forma ®(z1,...,2,) = @i(z1) - pn(zn)y donde m € X y ¢, € Ej,
para todo k=1,...,n.

Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.8 Sea ® € Z("E; x --- x Ep; X). Entonces, ® es de tipo finito si y solo si Te;

es un operador de rango finito, para todo i =1,...,n.

N
Dem. Es claro que si ®(x1,...,2,) = Zgolk(xl) -+ Onk(Tn )Yk, cada Ty ; es un operador de
k=1

rango finito.

Reciprocamente, supongamos que cada Tg; es un operador de rango finito y llamemos

II; : E; — E;/ker(Tg ;) la respectiva aplicacién al cociente.

Definimos ® : Fy/ker(Tp1) X ... x B,/ ker(Tp,,) — X la aplicacién ®(Ig(21), . ..,y (z,)) =
&(x1,...,2,). Veamos que ® estd bien definida. Sean x;,y; € E; tales que IL; (z;) = ;i (vi),

<I>(x1, N ,:Bn) = Tq>71($1)($2, e ,xn) = T@J(yl)(.ﬁg, N ,xn)
= ®(y1,z2,...,2p)
= Tq>,2(l'8)(y1,$1, e ,xn) = Tq>’2(y2)(y1,x3, e ,$n)
= ®(y1,Ys,23,...,Tp)
= =®(y1, - yn)-

Como E;/ ker(Ty ;) es de dimensién finita, para todoi =1,...,n; ® es una aplicacién multilineal

de tipo finito y en consecuencia ® lo es. »
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Corolario 1.9 Sea P en P("E; X). Entonces, P es de tipo finito si y solo si Tp es de rango
finito.

Corolario 1.10 Sea P en P("E; X). Entonces, P es aproximable si y solo si Tp es aproximable

por operadores de rango finito.

Es natural considerar la clase de polinomios para los cuales Tp es compacto. Un resultado
de Aron-Herves-Valdivia [AHV] establece su equivalencia con una subclase de polinomios que

aprovechamos para introducir.

Definicién 1.11 Un polinomio P en P("E;X) se dice débil continuo sobre acotados de
E si y solo si para toda red acotada (zo)e C E débilmente convergente, digamos xo — x, se

tiene que P(xy) — P(x) en la topologia fuerte de X.

Teorema 1.12 [AHV] Sea P en P("E; X). Entonces, P es débil continuo sobre acotados de E

st y solo st Tp es compacto.

Es claro, debido al teorema anterior y gracias al contraejemplo de P. Enflo al problema de
aproximacién [E], que la clase de polinomios aproximables difiere, en general, de la clase de poli-
nomios débil continuos sobre acotados. En el préximo capitulo, Observacién 2.19, veremos que
la existencia de un polinomio w-continuo sobre acotados que no sea aproximable es equivalente

a la condicién de que el espacio falle en tener propiedad de aproximacion.

Un polinomio P de P("E; X) es débil continuo sobre E si y solo si es de tipo finito. Por este
motivo diremos simplemente que P es débil-continuo (w-continuo) al referirnos a polinomios

débil continuos sobre acotados y notaremos P, ("E; X) a esta subclase.

Como la convergencia de sucesiones no caracteriza la topologia débil sobre un espacio de Banach,
a menos que éste sea Schur, otra clase de polinomios a considerar serd la clase de polinomios

débil-secuencialmente continuos que resumiremos escribiendo wsc.

Definicién 1.13 Un polinomio P en P("E;X) se dice débil-secuencialmente continuo
(wsc) si y solo si para toda sucesion (x,)ney C E débilmente convergente, digamos x, — x, se

tiene que P(xy) — P(x) en X.



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Notaremos por P,s.("E; X) al espacio de polinomios wsc. No todo polinomio continuo es wsc.
Un simple ejemplo de este hecho lo da el polinomio escalar 2-homogéneo definido sobre {5
P(x) = Y 4>, 7%; la base canénica de ¢y (ej)jev, converge débilmente a cero pero P(ej) = 1,

para todo j € IN.

Hasta aqui tenemos formada la cadena de inclusiones, en general estrictas,

Pt("E; X) C Py("E; X) C Py("E; X) C Puse("E; X) C P("E; X) (1.2)

Definicién 1.14 Un polinomio P en P("E;X) se dice integral si existe una medida G de

Borel reqular y de variacion acotada sobre (Bpr,w*) a valores en X tal que

Pa)= [ 2@,

54

En este caso diremos que G representa a Py notaremos por P;("E, X) al espacio de polinomios
n-homogéneos integrales. Cuando n = 1 la definicién corresponde a la de operadores Pietsch-

integrales (ver [DU]).
Este espacio es un espacio de Banach con la norma

|P|lr = inf{|G|(Bg/) : G representa a P}.
Con las definiciones y notaciones de la seccién anterior, se tiene:
Proposicién 1.15 [CZ] Los espacios Pi("E) y (27 E)" son isométricamente isomorfos.

Definicién 1.16 [KR] Un polinomio P en P("E;X) se dice extensible si P admite una ex-
tension de E a F con valores en X, para todo espacio de Banach F que contenga a E. Este

espacio serd notado por P.("E; X).

Para este espacio se define

|IPlle =1inf{A > 0:V F D E existe una extensién de P a F' con norma < \}.
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El espacio (P.("FE; X),||.||¢) es un espacio de Banach (ver [C].)

En este caso tenemos la no tan obvia cadena de inclusiones

P;("E; X) C P{("E,X) C P.("E; X) C Pyse("E; X) C P("E; X) (1.3)

La primer inclusién se tiene al considerar para un polinomio de tipo finito ZTzl ©5y; la medida

Pj
ll5]]

m
u de masas puntuales, u(p) = Z llo;ll"0;(p)y;, donde §;(7=4r) = 1y es nula en otro caso. La
j=1

segunda fue probada para el caso escalar por D. Carando e I. Zalduendo, (ver [CZ], §2), quienes
adema&s mostraron un ejemplo de inclusién estricta, la generalizacién a valores vectoriales fue
hecha en [C]|. Finalmente, la tercera inclusién se debe a la inclusién de E en C(Bpgr,w*) que
al ser un espacio C(K) con K conjunto compacto, tiene la propiedad Dunford-Pettis. Sobre un
espacio con esta propiedad, todos los polinomios resultan wsc ([GG]). Entonces, todo polinomio
sobre E extensible, se extiende a un polinomio sobre C'(Bpgr, w*) que resulta wsc y por lo tanto,

el polinomio original (que es la restriccién de éste) también lo es.

Tanto los polinomios integrales como los extensibles tienen asociado un operador w-compacto.
Pero la clase de polinomios que tienen operador asociado w-compacto excede a los espacios
mencionados. Un polinomio en esta clase se dice regular. Un ejemplo de polinomio regular no
integral y no extensible es P : {o — (@', P(x) = Zkzl z7. Ya vimos que P no es wsc por lo
tanto no es extensible ni integral, pero es regular puesto que su operador asociado corresponde

ald:ly — ly, (x— x), que es w-compacta pues {o es reflexivo.

1.3 Extensiones de Aron-Berner

En el Capitulo 3 de estas notas estudiaremos la relacion entre los espacios de polinomios definidos
sobre distintos espacios de Banach E y F con duales isomorfos. Para esto usaremos una

construccién similar a la hecha por R. Aron y P. D. Berner en [AB], que presentamos aqui.

La extensién Aron-Berner de un polinomio definido sobre E al bidual E” ha sido extensamente

estudiada y ha sugerido diversas generalizaciones (ver por ejemplo [LR], [Z], [GGMM)).
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Sea A € Lg("E; X). La extensién de Aron-Berner dara una aplicacién n-lineal A € L("E"; X")

tal que A(Jg(z1),...,Je(zn)) = A(21,...,2,), donde Jg : E — E" es la inclusién canénica.

Empezaremos describiendo el caso a valores escalares. Sea k < n. Cada elemento z de E” define

una aplicacion lineal

z: Ly(*E) - L,(*'E)

de manera que zZ(B)(z1,...,25-1) = 2(Bas,, ..z, ,), donde By, 4, , es el elemento de E' que a
cada x € F le asigna el valor B(x1,...,25_1,T).

Se define para 21, ...,2, € E” la forma n-lineal, A(z1,...,2,) =210+ 0Z,(A).

Para el caso vectorial se procede como sigue. Para cada ¢ € X'; z1,...,2, € E”, sera

Az, zn) (@) = po A(z1, ..., 2n)

donde ¢ o A es un elemento de Ly(*E) y la extensién empleada es la definida a valores escalares.

Equivalentemente se podria haber definido para cada elemento z de E” la aplicacién lineal
7. Ly*E; X") — Ly(*1E; X")

por Z(A)(z1,...,x5-1)(¢) = 2(¢oAs,....2p_,), donde 9o Ay, .. esun elemento de E'. Ahora

siguiendo como en el caso escalar se define A(21,...,2,) = 21 0--- 0 Z,(A).

Observacién 1.17

a). Hemos conseguido A extendiendo en primer lugar la dltima variable hasta llegar a la
primera. De la misma manera podriamos elegir cualquier orden de extension. Las diferen-
tes extensiones difieren en general unas de otras obteniendo asi n! extensiones Aron-Berner

para A.

b). Todas las extensiones Aron-Berner de A coinciden sobre la diagonal z", pero en general,
la propiedad de simetria de A no se traslada a A. Considerar por ejemplo la forma bilineal
A: 51 X [1 — K,
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A((zr), (yk)) = z3y2 +o5(y2 +ya) + -+ + o1 (y2 + - +yor) + - -
+ Y32 +ys (w2 + 24) + - Yorgr (@2 + o+ @) + -0

Tenemos otro ejemplo al considerar para X un espacio de Banach, la forma bilineal
simétrica asociada al polinomio 2-homogéneo P definido sobre X x X’ por P(z,2') = 2/(x).
Sip: X" — X’ eslarestriccién (i.e., la traspuesta de la inclusién natural Jy : X — X"),

la extensién Aron-Berner de A al bidual de X x X’ es (ver [Zo])

Z((x//’xlll); (y/l)y///)) — %[«T”(p(y”/)) + .T”/(y/,)],

que en general no es simétrica.

. Extension de un polinomio. Ahora estamos en condiciones de extender polinomios

definidos sobre E a su bidual E”. Sea P € P("E;X) y sea A su aplicacién n-lineal

simétrica asociada, entonces se define P : E” — X" por P(z) = A(z, ..., 2).

Notar que P no resulta una extensién de P en el sentido de polinomios extensibles dado
que en general, si X no es reflexivo, toma valores en X” y no en X. Para operadores
lineales T': E — X por el teorema de Gantmacher (ver, por ejemplo, [HP]) se tiene que
T" : B — X" tiene imagen en X si y solo si T es débilmente compacto. En este caso,
T = T" es una extensién de T. Este hecho fue generalizado a polinomios débilmente
compactos (P : E — X se dice débil compacto si P(Bg) es un conjunto relativamente
débilmente compacto en X), de la siguiente manera: Si P es un polinomio n-homogéneo

débilmente compacto, entonces P(2) es un elemento de X, para todo z € E", (ver [C]).

. Nuestro propédsito es estudiar polinomios definidos sobre espacios de Banach. Por eso

hemos elegido presentar la extension de Aron-Berner que fue introducida para multilineales
simétricas. Dado que se quiere establecer un morfismo entre espacios de polinomios, es
necesario hacer una eleccién no arbitraria de una funcién n-lineal que lo defina. Este es el

caso de la aplicacion simétrica asociada al polinomio ya que es tnica.

Adin asi, no queremos dejar de mencionar que puede darse una definicién mas general (ver

[GV]) como sigue.

Sea ® € L("Ey X -+ x E,; X). En este caso cualquier extensién Aron-Berner de ¢ dard
una aplicacién n-lineal ® € L("E{ x --- x EY; X") tal que ®(Jg, (71),...,J g, (2,)) =
D(xy,...,2p).
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A valores escalares se define para k <n, y z de E} la aplicacién lineal
Z: L(kEl X e X Ek:) — L(k_lEl X e X Ek—l)

con Z(®)(x1,...,x5-1) = (P, 2p_,), donde @y, , € E}, se define de manera stan-
dard. Segin lo hecho se define ®(z1,...,2,) = Z1 0 -+ 0 Z,(®). El caso a valores vecto-
riales se obtiene del escalar como antes. Notar que también se obtienen n! extensiones

Aron-Berner para .

e). Finalmente mencionamos otra forma usual de presentar este tipo de extensiones, esta
construccion se debe a R. Arens [Ar]. Haremos la descripcién para funciones bilineales ya

que el caso n-lineal se generaliza naturalmente de este.
Para ® : 4 X Fy — X, se definen

O, : X' x Ey — E)
Oy : B x X' — Ej
O3 : B x B — X"

donde
Di(p, 1) € By, Pi(p,21)(22) = @(P(21,22)); Vag € Ey
Da(22,) € By, Pa(22,0) (1) = 22(P1(p, 71)); Va1 € Ex
(1)3(2’1,2’2) S X”, @3(21,22)(@) = 2’1(@2(2’2, QO)); VQO e X'

La aplicacién bilineal deseada es & = ®5.

Podriamos haber definido @1, en forma andloga a lo hecho, con dominio X’ x E5 e imagen en
EY. En general las extensiones obtenidas dependen del orden de extensién de las variables

que se haya elegido. Para una aplicacién n-lineal las posibles distintas extensiones son n!.

Proposicién 1.18 Sea A € Ly("E; X), su extension Aron-Berner A, verifica las siguientes

propiedades.

1. A es w*-w*-continua en la dltima variable que se extiende.

2. Los elementos de E conmutan con los de E".

Es decir, A(x,20,...,2p) = A(z2,2,...,2,) = -+ = A(22,...,2n,7) para todo x € E, y
todo zo,...,2z, € E".

3. La extension preserva mormas, es decir ||[Al| = || Al y | P]| = || P]|-
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La propiedad 2 puede expresarse diciendo z o T(A) =T 0 Z(A), para todo z € F, todo z € E" y

toda funcién k-lineal simétrica A sobre E.
La propiedad 3, caso polinomial, se debe a A. Davie y T. Gamelin, ver [DG].

En su trabajo [Z1], I. Zalduendo, dio una caracterizacién de cuando un polinomio sobre E”,
a valores escalares, es la extensiéon Aron-Berner de un polinomio sobre E. El resultado que

mencionamos a continuacién es una generalizacién para polinomios a valores vectoriales (ver

[C]).

Proposicién 1.19 Sea Q € P("E";X") tal que Q|p = P € P("E;X). Entonces Q es la
extension Aron-Berner de P si y solo si se verifican
(i) Para todo x € E, DQ(z) : E" — X" es w*-w*-continua.

(i) Para todo z € E", y (a)a C E tal que x4 w3 z, DQ(2)(xq) N DQ(z2)(z) en X".

R. Arens [Ar] (ver también A. Ulger, [U]) fue uno de los primeros en observar la relacién existente
entre esta forma de extender formas bilineales de Ey x Ey a Ef x EY y propiedades asociadas al
operador lineal natural que estas formas definen de F; en E; Ma3s especificamente, una forma
bilineal continua ® de E; X Fj tiene una extensién a EY x Ef separadamente w*-continua si
y solo si ambos operadores asociados T 1;Te 2 son débilmente compactos. Esta propiedad se
conoce como Arens-regularidad de funciones multilineales. Para formas bilineales simétricas se

tiene:

Proposicién 1.20 Sea A € Ls(*E). Son equivalentes
(i) A es separadamente w*-continua.
(ii) A es simétrica.

(iti) Ty : E — E’ es débil-compacto.
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Definicion 1.21 Un espacio de Banach E se dice Arens-regular, si todos los operadores line-
ales E — E' son débil-compactos. El espacio se dice simétricamente regular si lo son todos
los operadores lineales y simétricos (ver [AGGM], [GI], [P]).

(T : E — E' es simétrico si T(x)(y) =T (y)(x).)

Es claro que todo espacio reflexivo es Arens-regular, por tanto todo espacio £, L, con 1 < p < oo
y todo Hilbert lo es. También hay ejemplos de espacios de Banach no reflexivos como ¢y (ver
[Ar]). Todo espacio C(K) con K compacto es simétricamente Arens-regular. También el espacio
de James T’ modelado sobre el espacio original de Tsirelson 7" (ver [AD]). Como ejemplo de

espacio no regular tenemos el ejemplo tipico ¢, (ver [ACGq]).

Proposicién 1.22 Sea E un espacio de Banach simétricamente regular. Sea A € Lg("E).

Entonces todas las extensiones Aron-Berner de A coinciden y por tanto A es simétrica.



Capitulo 2

K-Acotacion

Para F definimos la clase Px("FE;X) de polinomios K-acotados n-homogéneos, donde K es
un subconjunto acotado de E’. Investigamos propiedades sobre K que relacionen el espacio
Pr("E; X) con subespacios usuales de P("F; X). Probamos que polinomios K-acotados son
aproximables cuando K es un conjunto compacto donde la identidad puede ser uniformemente
aproximada por operadores de rango finito. Lo mismo es cierto cuando K estd contenido en
la cdpsula convexa equilibrada de una sucesién bésica débil-nula de E’. M4s aun, en este caso
probamos que todo polinomio K-acotado es extensible a cualquier otro espacio que contenga a

E.

2.1 La subclase de funciones K-acotadas.

Si E es un espacio de Banach y K es un subconjunto acotado de su espacio dual, diremos que
un polinomio n-homogéneo P sobre E es K-acotado si existe una constante positiva C' tal que la
desigualdad ||P(z)|| < Csup{|y(x)|"Y : v € K} vale para todo x € E. Notar que la continuidad
es equivalente a la Bpr-acotacién. También (ver Proposicién 3.2) se tiene que los polinomios de

tipo finito corresponden a K-acotados con K conjunto finito.

Un resultado de E. Toma [T] (ver también [ALRR]) establece que un polinomio homogéneo

es w-continuo (sobre acotados) si y solo si es K-acotado para algtiin subconjunto compacto K.
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Nuestro interés en polinomios K-acotados estuvo originalmente motivado por este hecho.

Como ya mencionamos la clausura del espacio de polinomios de tipo finito es el espacio de
polinomios ‘aproximables’ que a su vez es un subespacio del espacio de polinomios que son
débil-continuos (sobre acotados). Es por esto que tratamos de clarificar cual es la relacién
entre ‘aproximables’ y ‘K-acotados’ (con K un conjunto entre ‘finito’ y ‘compacto’). Obtuvimos
condiciones suficientes sobre la aproximabilidad de un polinomio que naturalmente nos llevaron
a considerar el problema de extendibilidad de polinomios K-acotados para diferentes tipos de
subconjuntos K de E’. Notar que todos los polinomios de tipo finito (y adn los polinomios
integrales [CZ]) son extensibles, pero esto no se tiene para polinomios aproximables. Por ejemplo
el polinomio escalar sobre ¢y definido por P(z) = Zk21 wz de ser extensible tendria que poder
extenderse a C]0,1] donde todos los polinomios resultan wsc por tener C]0,1] propiedad de

Dunford-Pettis. Entonces su restriccién a fo, que coincide con P, seria wsc pero no lo es.
Si K un subconjunto acotado de E’ definimos para x € F,

[z = sup |[y(z)]
vyeK

que resulta una seminorma continua sobre F.

Definicion 2.1 Decimos que un polinomio P, n-homogéneo es K-acotado si existe una cons-
tante positiva C' tal que

1P(@)]| < Clllx (2.1)

para todo x en E. La menor constante C' que verifica (2.1) serd notada || P|| k.

Como || ||k es una seminorma continua sobre E, todo polinomio K-acotado es continuo. El espa-
cio de polinomios n-homogéneos K-acotados serd denotado por Pk ("E; X). Sobre Pg("E; X),

Il - || es una norma y (Px("E;X), | - || k) es un espacio de Banach.

Para K; - E! subconjuntos acotados diremos que una forma n-lineal

d:Fix---xE, — X es Ky x---x K,-acotada si existe una constante positiva C tal que

[@(1, . zn) | < Clleallky - lenllx, (2.2)

para todo z;, € E;, i = 1,...,ny ||®| x serd la menor de las constantes C' verificando (2.2);

donde por K entenderemos Kp X --- X K.
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Por Observacién 2.3 una aplicacién multilineal ® € L("FE; X) que es Kj X --- X Kp-acotada
resultard K x --- x K-acotada al considerar K = UK;. Asi cuando Fh4 = -+ = E, = E,
hablaremos simplemente de funciones multilineales K-acotadas. Notaremos respectivamente

Lg,x..xi, ("E1 X -+ x E,; X) y Lk("E; X) a estos espacios.

Claramente, toda ® € L("FE; X) K-acotada es continua. De la férmula de polarizacién, obtene-

mos las desigualdades anélogas a (1.1)
nn
IPlx < lAllx < —lI1Pllx
donde A es la funcién multilineal simétrica asociada a P.

En consecuencia hay una correspondencia uno a uno entre polinomios n-homogéneos K-acotados

y funciones n-lineales simétricas K-acotadas.

2.2 Propiedades Elementales

Observacién 2.2 Si ® € L, x..xk,, ("E1 X -+ x E,; X) entonces todo operador T ; asociado
a ® es K;-acotado y toma valores en Lle---x(i)x---Kn(n_lEl X o0 X (i) X -+ Ep; X). Esto es

consecuencia inmediata de la definicién de Ty ; y la desigualdad (2.2).

Observacién 2.3 Como K C L C E' implica que ||z||x < ||z|/z para todo x € E, entonces

todo polinomio P, K-acotado resulta L-acotado y ademas

1Pz <[Pl

También, si K C E' y K = T'(K) es su cdpsula convexa equilibrada y cerrada entonces ||z| x =
n

|||z para todo x € E. En efecto, sea 7o € I'(K), pongamos 7o = Zai%, donde v; € K,
i=1
a;€IK parai=1,...,ny > |oi| < 1. Asi, para todo « € E, tenemos

Z o;7i()
i=1

o(2)] =

n
< sup |y(a)] Y feu] < sup |y(a)] = |2k
i=1 veK

J=4..,n

|zl z = sup [v(z)| = sup [y(2)| < [|z]/k.
veK vel(K)



26 CAPITULO 2. K-ACOTACION

Esto junto con el hecho K C K, nos da ||z x = |z|| 7. Por lo tanto, Pk ("E; X) = Pp("E) con
[Pl = [Pl -

Los mismos resultados se tienen para ® € Li, «..xk, ("E1 X -+ X E,; X) tanto si se considera

KigLiQEgcomosisetomaf(:Kl><---><Kn.

Observacion 2.4 Sea ® € Lg, x.xk,("E1 X --- X Ep; X) y sean z;, y; € E; tales que

llx; — yillx, = 0 para todo i = 1,...,n; entonces ®(z1,...,2,) = P(Y1,...,Yn)-

En efecto, el resultado se sigue de la desigualdad:

|P(z1,...,2n) — Py1, - un)l < || P(x1,. .. 20) — (Y1, T2, ..., 20|
+H(I)(y17x27 e 7xn) - (I)(ylayQ)x37' . 71"71)H
+eee Hq)(yla .o '7yn—17xn) - (I)(yla cee 7yn)H

< @k ller =yl xy lle2llky - [lonl
Pk 1wz = yallreo N1l sl - - [lznllx,
o @k 2 = ynllk 12l - Iyl -y

En el caso polinomial, si A es la forma n-lineal simétrica asociada a P, para x,y € E se tiene:

1P(x) = Pyl = [Alz,...,2) = Ay,...,y)l|

n Al |z = yllx max{llz|x. Iy}~

IA

Con lo cual P(x) = P(y) si P € Px("E;X) y |lx — yl|xk = 0.

Terminaremos esta seccion de propiedades basicas mostrando una relacién entre la clase de

funciones multilineales o polinomios K-acotados (es decir continuos para la seminorma ||| x)

y un espacio de funciones multilineales o polinomios ||.|-continuos sobre un Banach, para cada
K-fijo.
Considerando la seminorma continua || - ||x sobre E, se tiene que °K = {x € E: ||z||x = 0} es

un subespacio cerrado de E. Ahora, sobre E//°K, definimos la siguiente norma

()] = ll=llx
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donde Il : E — E/°K es la aplicacién al cociente. La completacién de E/°K, (Ex,|||-|||) resulta
un espacio de Banach. En caso de trabajar con diferentes espacios de Banach F; pondremos por

FEg, al espacio que resulta de completar E;/°K;.

Lema 2.5 Sean K; conjuntos acotados de E!,i = 1,...,n.  Entonces los espacios
(Lryxxr,("E1 X+« X En; X), || - ||x) y (L("Eg, X -+ X Eg,; X),||-||) son isométricamente
isomorfos.

Dem. Para ® € Lg, x..xk, ("E1 X -+ X Ey; X) definimos ¥ de Fy/°K; X -+ X E,/°K,, en X,
V(I (z1), ...,y (xy)) = ®(21,...,2,) paratodo x1 € Eq,...,x, € Ep;

donde II; : E; — E;/°K; es la respectiva aplicacién al cociente. La buena definicién de ¥ es
consecuencia de la Observacién 2.4. Ademas, ¥ es una forma n-lineal y
|| = sup{||Y(y1,...,yn)ll = v € Ei/°K;,|||yil]l| =1, para todoi=1,...,n}
— sup{ | (@), (@) + i € By, i)l = 1}
= sup{||®(x1,...,xn)| : =i € Ey, ||xil|lx, = 1}
= [1®lx.

Luego @ es continua y puede extenderse, coordenada a coordenada, en forma continua a una

forma n-lineal sobre Eg, X --- X Eg, con la misma norma. Seguiremos notando ¢ a esta
extension.

Reciprocamente, sea ¥ € L("Eg, x --- x Eg,;X). Es claro que definiendo,
O(x1,...,2n) = V(I (21),...,,(zy,)) se tiene una forma n-lineal sobre Fy x - - - x E,, a valores

en X que resulta K x --- X Ky-acotada con |®||x = || ||. =

Corolario 2.6 Sea K wun conjunto acotado de E'.  Entonces (Px("E;X),| - |lx) v

(P("Ex; X), | - ||) son espacios isométricamente isomorfos.

En este caso dado P € Px("E; X) debe definirse el polinomio @ : E/°K — X, Q oIl = P, con
I1: E — E/°K la proyeccién al cociente. La extension continua de @) a Ex resulta un polinomio
de P("Ex; X).
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2.3 Extension Aron-Berner de polinomios K-acotados.

Dedicaremos esta seccién a estudiar la extensién Aron-Berner de polinomios K-acotados. Es
sabido, en el caso escalar, que esta extensién preserva normas [DG]. Ademas, en [AG, corollary §]
R. Aron y P. Galindo probaron que la extensién Aron-Berner de una forma n-lineal K X - - - X K-
acotada es a su vez otra forma K7 X --- x K,-acotada, cuando los conjuntos K; son débilmente
compactos en E! respectivamente. Usando la construccién del lema anterior, daremos otra
prueba, para polinomios, de este hecho generalizando el resultado a valores vectoriales. Mds atn,
mostraremos que el morfismo de Aron-Berner es una || - || x-isometria. Cuando las aplicaciones

tengan por dominio E” consideraremos K C E’ como subconjunto de E".

Proposicién 2.7 Sea K un subconjunto de E’ relativamente débil-compacto. Entonces el mor-
fismo de extension de Aron-Berner es una isometria entre los espacios (Px("E; X), || - |lx) v

(P ("E"; X"), || - llx) cualquiera sea n € IN.

Dem. Para P € Px("E; X), sea Q € P("Eg; X) como en Corolario 2.6, sea Q@ € P("El.; X") la
extensién Aron-Berner de Q. Pongamos R = QolIl” : E” — X" donde I1” es la bitraspuesta de II.
Supongamos que hemos mostrado que R = P, veamos que P es K-acotado con | P|x = ||P||k-

Sea 2" € E”,

[P = ")l < QN [IT"=")[I" = [Pk 1" (=")]||"
= [[Plx sup M"(")(B)[" = |Pllx sup |z"(IT'(3))" (2.3)
EBE}{ EBE}{

Afirmamos que II'(Bp; ) estd contenido en I'(K), la capsula convexa equilibrada cerrada de K.

Para ver esto, pongamos § € B ), > entonces

() ()| = [B(())| < [BIIT(2)[]] < [l = sup ()] paratodox € E

Por el teorema de Hahn-Banach, II'(/3) pertenece a la w*-clausura de I'(K), F(K)w*. Por ser K

relativamente débil-compacto, I'(K') resulta débil-compacto. Entonces, I'(K) es w*-compacto y
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* [

se tiene que T'(K)" =T (K). Por lo tanto, II'(Bp; ) C I'(K). Volviendo a (2.3),

[P < [Pl sup_ 2" ()" = [[Pllx Sgglw”(@)ln = 1Pllx 2" l%
)

pel(K)

Asi, P es K-acotado y ||P||x = ||P| k-

Solo resta mostrar que R = P. Para esto veremos que se verifican ambas condiciones de la

Proposicion 1.19.

Es claro que R(z) = Q(II"(z)) = Q(II(x))

define a Q. Asi, Q(z) = B(z,...,2) y

P(z). Sea B la funcién multilineal simétrica que

D@oW") (&) = n

(I(z), ..., I1"(z), . )oll”
(I(2),...,[(z), . )olI".

| &

Por ser IT” una aplicacién w*-w* continua, para toda red (z,) que converge a z en E” con la

topologia o(E", E") tenemos 11" (z,) N I"(z) en X" y por tanto, para toda ¢ € X’ tenemos

D(Qol")(z)(2a)(¢) = nB(z),...,I(x),1T"(z)) ()
= neoB(Il(x),...,H(x),1"(z,))

Como la extensién Aron-Berner es w*-continua en la primer variable y las variables del espacio
conmutan con aquellas del bidual (Proposicién 1.18) se tiene que D(QoIl”)(x)(24)(¢) converge a
nyo B(Il(x),...,I(x),1"(2)) = D(QoIl")(x)(2)(¢). Lo que muestra que se cumple la primera
condicién.

*

Para la segunda condicién, sean z € E”, (z,) C FE tales que x, w, 2z, luego I (z4) = H(z4) =

I1"(z). Ahora, para toda ¢ € X’ tenemos

D@ aa)(e) = ngaBAV().....I(2). 1 (a,)
= neo B(M(xy),1"(2),...,1I"(2))

Usando nuevamente las propiedades mencionadas en Proposicién 1.18 vemos que
D(@ o TI")(2)(2a)() converge a n g o B(I(2), I(2), ..., I1"(2)) = D(@ o T)(2)(2)(¢), lo que

termina la prueba. m
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Este resultado junto con el resultado de [CD] que caracteriza los polinomios definidos sobre un
dual w*-continuos sobre acotados como aquellos que son K-acotados para K un compacto del
predual, nos da otra prueba del hecho: La extension Aron-Berner de un polinomio w-continuo

es w*-continuo.

2.4 Funciones Multilineales y Polinomios K-acotados, segun K.

Empezaremos con el estudio de funciones multilineales K7 x - - - x K,-acotadas, (resp. polinomios
K-acotados) considerando subconjuntos finito dimensionales de E’ que estarén relacionados con
funciones multilineales (resp. polinomios) de tipo finito. Luego nos abocaremos al estudio de
polinomios K-acotados correspondientes a diferentes clases de conjuntos K tratando de dar

algunas respuestas a la relacién entre K-acotacion y aproximabilidad de polinomios.

2.4.1 Funciones Multilineales y Polinomios de tipo finito

Nuestro primer resultado sera estipulado para formas n-lineales, ya que nos permitird llegar,
con teoria de K-acotacién, a un resultado de R. Aron y J. B. Prolla. El subespacio generado

por combinaciones lineales finitas de elementos de K se notara por gen(K).

Proposicién 2.8 Sean K; C E! conjuntos acotados. Entonces si los subespacios gen(K;) son
finito dimensionales, para todo i = 1,...,n; toda forma n-lineal K1 X --- X K,-acotada de

L("Ey x -+ x Ep; X) es de tipo finito.

Dem. Procederemos por inducciéon en n. Sea ® : E — Y operador lineal K-acotado con E, Y
espacios de Banach cualesquiera, K C E’ un conjunto acotado tal que gen(K) es de dimensién
finita. Sea {71,...,%m} C £’ una base de gen(K) tal que K C I'({71,...,Ym}). Stu: E — IK™
se define por u(z) = (71(x),...,ym(z)), entonces u es una aplicacién lineal continua que satisface
lu(x)|loo > ||z]|x. Definimos ¥ : Im(u) — Y; ¥(u(x)) = ®(x), cuya buena definicién esta
dada por la Observacién 2.4 ya que, gracias a la desigualdad de normas, u(z) = u(y) implica

lx — y||x = 0; con lo cual ®(x) = P(y).

La funcién U estd definida en Im(u), subespacio cerrado de IK™. Consideremos T K™ — Y;

U = Uoll con II la proyeccién de IK™ sobre Im(u). Ahora, si (ej)jL; es la base canénica de
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~

IK™ y ¥(e;) = y; podemos escribir
m
U(aq,...0m) = Zozj Yj-
j=1

Asi, ®(z) = Y(u(x)) = \Tl(u(az)) = \f/(fyl(a:),...,vm(a:)) = > 721 7(®)y;. En particular, @ es

una aplicacion de tipo finito.

Supongamos ahora que toda funcién (n — 1)-lineal de Ey X - -+ X E,, en X que es Ko X - -+ X K-
acotada con gen(K;) de dimensién finita para todo i = 2,...,n; es de tipo finito. Consideremos
T 1 que por Observacion 2.2 resulta Te 1 : 1 — Li,x..xK, ("_1E2 X -+ x Ep; X) un operador
lineal Kj-acotado con gen(K;) finito dimensional. Luego por el caso n = 1 se tiene que Tg 1 es
de tipo finito, es decir, existe m € IN tal que

m

Tp(z) = Z V5(@) ¥

J=1

donde V; € Li,x..xk, (" 1By X -+ x Ep; X) y v € E}, para todo j =1,...,m.
Ahora, por hipétesis inductiva, cada ¥; es de tipo finito y por lo tanto ® lo es. =

Para establecer un resultado reciproco necesitaremos asumir alguna condicién adicional. Usa-
remos la identificacién dada en Lema 2.5. En estos términos acabamos de probar que si la
dimensién de los subespacios gen(K;) es finita para todo ¢ = 1,...,n; entonces toda funcién

Ve L("Ek, X X FEg,; X) es de tipo finito. Para proseguir necesitaremos la siguiente

Observacién 2.9 Si K C E’ es un conjunto acotado entonces, dim(gen(K)) es finita si y solo

si dim(Fk) es finita.

En efecto, supongamos de dim(Ex )= m. Entonces E/°K es cerrado y codim(°K)= m. Digamos
que E = [e1,...,en| ® °K y definamos © : gen(K) — IK™; ¢ — (p(e1),...,p(em)). O es una
aplicacién lineal, veamos que es inyectiva. Sea ¢ € ker(0), se tiene que ¢(e;) = 0, para todo
i=1,...,m. Como todo z € F admite una escritura de la forma x = z +w con z € [e1,. .., €n)
y w € °K; se tiene ¢(x) = 0, para todo z € E, para todo ¢ € gen(K). En consecuencia

dim(gen(K))< m. La otra implicacién es inmediata.
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Lema 2.10 Sean Ei,...,E, espacios de Banach tales que para cada i € {1,...,n} existe
j # 4,5 € {1,...,n} con E; = Ej;. Entonces Ly("E; x --- x E,; X) es cerrado en
L("Ey X -+ X Ep; X), cualquiera sea X espacio de Banach, si y solo si E; es de dimension

finita, para todo i =1,...,n.

Dem. Si E; es de dimensién finita, para todo ¢ = 1,...,n; entonces toda funciéon n-lineal sobre
E; x --- x E, es de tipo finito. Para la reciproca supongamos que existe un i € {1,...,n} con
dim(F;) = oo. Sin pérdida de generalidad asumamos que i = 1y que Eo = Ej. Sea (x)renv C E1
una sucesién béasica normalizada de constante M, y sea (2} )rev € E] una sucesién ortogonal a

Tk)keN, con lo cual ||z} || < 2M, (ver [LT)).
k

Sea v € X, |lv|| = 1y sean ¢; € E%, [|¢;[| =1, para todo j = 3,...,n. Consideremos vy = 51 y
definamos ®(z1,...,2,) = Z 2y (z1)x) (22)p3(x3) - . . on(25) ve. Como

kelN
1w
1D wahespnvrll < D Mgl lowll < (2M)* o 0
k>N k>N k>N
se tiene que ® estd en la clausura de L¢("Ey x --- x E,; X). Afirmamos que ® no es de tipo

finito puesto que Tp 1 no tiene rango finito. En efecto, veamos que {Tp 1(z;) : j € IN} es un

conjunto linealmente independiente.

To(xj) = ac; ©3...0p0; € L("1'Ey x -+ x Ey; X). Sean F C IN un subconjunto finito y
(a1)ieF; escalares tales que 0 = >, ;Tp 1(2;). Pongamos yp = xy y elijamos y; € E; tal que

¢i(yi) = 1, para todo i = 3,...,n. Variando k sobre F se tiene que
OZZalT¢71(mZ)(y2,...,yn) = Qi Uk} para todo k € F.
leF

Por tanto a; = 0 para todo k € F y dim(R(Ts,1)) = 0c0. =

En lo que sigue pondremos por Ef, al espacio que resulta de completar E;/° K.

Proposicién 2.11 Sean Ei,..., E, espacios de Banach y sean K; C E! conjuntos acotados
tales que para cada i € {1,...,n} existe j # i, j € {1,...,n} con Ex, = E,. Entonces si toda
forma n-lineal de L("Ey X -+ X Ep; X) K1 X -+ X Ky-acotada es de tipo finito; los subespacios

gen(K;) son finito-dimensionales, para todo i =1,...,n.
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Dem. Por Lema 2.5 consideremos ¥ € L("Ek, X --- X Fg,; X) una forma n-lineal cualquiera.
Probaremos que ¥ es de tipo finito con lo cual por Lema 2.10 cada E¥, sera finito-dimensional

y el resultado se sigue de Observacién 2.9.

Sea ® € L("Ey X -+ X Ep; X) Ky X -+ x Kp-acotada la forma n-lineal correspondiente a W.
Por hip6tesis @ es de tipo finito. Sea Ty; : Fx, — L(" 'Eg, x -+ x (i) X -+ X Fg,; X).
SiIl; : E; — FEkg, es la proyeccién natural, se tiene que Ty ; o II; = 0; o Ty ; donde Ty ; :
E; — L(" 1By x --- x (i) x --- x E,) es el operador asociado a ® y 6; es el isomorfismo entre

LK1><~~~x(i)x~~~x(n71E1 X X (@) X X By X) y L("Egey X -0 X (6) X -+ X B, X)),

Luego por Proposicién 1.8, Ts ; tiene rango finito y por tanto Ty ; es de rango finito, para todo

i=1,...,n. Entonces ¥ es de tipo finito. =

Asi tenemos como corolarios,

Corolario 2.12 Sea K C E’ un conjunto acotado. Entonces, si n > 1 toda funcién n-lineal

K-acotada es de tipo finito si y solo si el subespacio generado por K es de dimension finita.

Corolario 2.13 Sea K C E’ un conjunto acotado. Entonces, st n > 1 todo polinomio
n-homogéneo K-acotado es de tipo finito si y solo si el subespacio generado por K es de di-

mension finita.

Observacion 2.14 Como consecuencia de la demostracién de la Proposicién 2.11, tenemos que
toda funcién multilineal perteneciente a Ly ("E; X) y todo polinomio de K-acotado de tipo

finito puede escribirse en términos de funcionales K-acotadas.

En efecto, para el caso multilineal se escribié ® = W oIl donde Il : ¥ — Ek es la proyeccion
al cociente. Probamos que ¥ es de tipo finito. Para obtener la funcionales deseadas, basta
componer con la proyeccién cada funcional de la escritura de W. La continuidad sobre Ex hace

K-acotada a la composicion.

Observacién 2.15 La condicién de tener al menos dos copias de cada espacio pedida en el

Lema 2.10 es necesaria para obtener el resultado.
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En efecto, sea E un espacio de Banach de dimensién finita y sea F' otro de dimension infinita.
Entonces toda forma bilineal de E x F' a valores escalares es de tipo finito. Esto es claro ya
que si {e1,...,en} es una base de E'y {e],..., e, } es su base dual; para toda bilineal ®, todo

x =) " aie; € Eytodoy € F se tiene

n

O(z,y) = a;®(ej,y) = Y €j(x)Pe; (y)-
= '

Jj=1

Para finalizar el estudio relacionado con funciones multilineales y polinomios de tipo finito quer-
emos mencionar que todo operador de rango finito es claramente K-acotado para algin K

subconjunto finito del dual. Usaremos este hecho sin aclararlo explicitamente.

2.4.2 Funciones Multilineales y Polinomios aproximables

R. Aron y J. B. Prolla probaron en [AP] que el espacio de polinomios débilmente continuos
sobre acotados de E a valores en X coincide con el espacio de polinomios aproximables cuando
E’ tiene propiedad de aproximacién. A continuacién daremos una demostracién de este hecho

para formas multilineales (a valores escalares) usando técnicas de K-acotacién.

Proposicién 2.16 Sean Ei,..., E, espacios de Banach tales que E] tiene propiedad de aprozi-
macion para todoi = 1,...,n. Entonces toda funcion multilineal w-continua de L("E1 X -x Ey,)

es aprorimable por funciones multilineales de tipo finito.

Dem. Seaec >0y sea ® € L,("E1 X --- X Ey). Existen K; C E!, i = 1,...,n subconjuntos
compactos de tales ® es K x --- x Kp-acotada (ver [AG], Corollary 3.)

Consideremos 71 = Tg,1 el operador asociado a ®. 77 es compacto y por Observaciéon 2.2
resulta Ki-acotado con imagen en Lx,x..xk, (""1Ey x --- x E,). Como E] tiene propiedad de
aproximacion, existe S1 : By — Lg,x..xK, ("_IEQ X -+ x Fy,) un operador de rango finito tal

que ||S; —T1|| < £. Sea L1 C E} un subconjunto finito para el cual Sy es Li-acotado.
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Ahora, consideremos ® : Fy x---x F,, — IK, la funcién multilineal que verifica ®1(z1,...,z,) =
Si(x1)(x2, ..., xy,). Como
[@1(z1, ..ozl < [[S1(z)lllw2llks - lznllk, < ISULy @iz, le2ll ks, - - llznllk.,

®y es Ly x Ko x --- x Kp-acotada y [|® — & < .

Haciendo lo mismo para ®; obtenemos ®5 una forma n-lineal y Ly C E} un conjunto finito
tales que ®3 es Ly x Ly x K3 x --- x Ky-acotada y ||®1 — ®of < £. Asi siguiendo en n pasos
obtenemos ®,, una forma L X --- X Ly-acotada con L, ..., L, subconjuntos finitos tales que

|@ry1 — Pil| < &, para todo k = 0,...n — 1; considerando ®¢ = ®.

Asi, @, es de tipo finito gracias a la Proposicién 2.8 y [|® — ®,|| <c =

En lo que sigue trabajaremos con polinomios n-homogéneos a valores escalares. Consideramos

la cadena de inclusiones

P;("E) C P,("E) C P,("E) C P("E) (2.4)

Como todo polinomio de tipo finito es K-acotado para algiin conjunto finito K, tenemos

P("E)= |J Px("E).
KcF
Kfinito

Por otra parte, ya mencionamos que en [T, ALRR] se prueba que

P,("E) = U Px("E)
KCFE
Kcompacto

y claramente para K = Bpr se tiene

P("E) = Py, ("E).

Teniendo en cuenta las inclusiones dadas en (2.4), trataremos de dar K C E’ para los cuales los

polinomios K-acotados sean aproximables.
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Como los polinomios aproximables son w-continuos, empezamos considerando subconjuntos com-
pactos K de E’. El hecho de que los polinomios w-continuos son aproximables cuando E’ tiene

propiedad de aproximacion sugiere la siguiente proposicién:

Proposicién 2.17 Sea K C E’ un conjunto compacto tal que la identidad 1d : E' — E’ se
aprozima uniformemente sobre K por operadores de rango finito. Entonces todo polinomio n-

homogéneo K -acotado es aproximable.

Dem. Sin pérdida de generalidad, supondremos K C Bpr. Sean P € P ("E),dP € P(""'E; E")
su diferencial y @ € P("Ek) como en Corolario 2.6. Tenemos

g % E
IT | 11

Ex L m

Notar que

dP(Bg) = II'(dQI(Bg))) C '(dQ(Bg,)) C [|dQ|I' (B ) C [[dQ|T(K)

(esta tdltima inclusién fue explicada en Proposicién 2.7). Mids ain, K; = [|[dQ|I'(K) es un
conjunto compacto de E’ sobre el cual la identidad también se aproxima uniformemente por
operadores de rango finito. Asi, para cada k € IN, existe un operador de rango finito I, : £’ — E’
verificando

para todo v € K3

1
L(v) —~l < =
[Tk (v) =~ < ’

entonces

I x(dP(x)) — dP(x)| < para todo x € Bg.

N

Definimos Py(z) = 1I;,(dP(z))(z). Como dP;, = I, 0 dP y Tp,(z)(y) = = (dPx(y)) (z) entonces
Tp, tiene rango finito lo que implica, por Corolario 1.9, que P} es un polinomio de tipo finito.
También tenemos
1 1 11
|Pi(x) — P(x)| = |—(Ix(dP(z))(x) — —dP(z)(z)| < 3 para todo x € Bg.
n n n
Por tanto, P es aproximable. =
Se tiene (ver, por ejemplo, [LT]) que un subconjunto K of E’ es compacto si y solo si estd

contenido en la cédpsula convexa equilibrada cerrada de una sucesiéon nula. Por Observacién 2.3,
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P,("E) = U Px("E) = U Px("E)
KcFE K:{’yk}kCE/
Kcompacto el — O

Consideremos K = {y;trerv € E' donde ||| "Z% 0. Definimos el operador lineal u : E — cg,

u(z) = (y(x),y2(), ..., ve(x),...) (2.5)

que resulta compacto. Este hecho nos permitird probar que todo polinomios K-acotado es

aproximable, si asumimos alguna condicién adicional sobre la imagen de w.

Proposicién 2.18 Sea K = {Vi}kew C E' donde ||| i) y pongamos u como en (2.5).

Si Im(u) tiene propiedad de aproximacidn, entonces todo polinomio homogéneo K-acotado es

aproximable.

Dem. Sean € IN,y P € Pg("E). Definimos @ : Im(u) — IK; Q(u(z)) = P(x), aplicacién que

esta bien definida por Observacién 2.4 y es un polinomio n-homogéneo, continuo con

|1QI = sup{|Q(u(2))| : [|u(z)|lo < 1} = sup{|P(z)[ : [|lz[|[x <1} = [[Plx

Extendemos @ a un polinomio n-homogéneo y continuo sobre Im(u) con la misma norma, que

seguiremos llamando ). Asf tenemos el siguiente diagrama

)

Im(u
1Q
IK

NS

E

Como u(Bg) C Im(u), u es compacta y Im(u) tiene propiedad de aproximacién, existen opera-

dores de rango finito T}, : Im(u) — Im(u) tales que

1
|1 Tk (u(x)) — u(x)]|oo < p Dbara todo x € Bg.

Hemos conseguido polinomios de tipo finito {Py}renv C Pf("E), dados por Py(z)

= (Q o T ou)(x), que aproximan a P. En efecto,
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1

|P(2) = Pi(2)] = |Q(u(2)) — Q(Ti(u(2)))] = Mlu(z) = Ti(u(@))llo < M+

para todo x € Bg, donde la constante M puede elegirse independientemente de x € By k € IN

(ver Observacién 2.4 caso polinomial) =

Como consecuencia de esta proposicién deducimos el siguiente resultado que Grothendieck probé

(ver [LT]) mientras estudiaba la existencia de espacios sin propiedad de aproximacion:

Si existe un espacio de Banach sin propiedad de aproximacion entonces existe un subespacio de

co sin propiedad de aprorimacion.

Para ver esto, sea X un espacio de Banach sin propiedad de aproximacién. Procedemos como
en [ACGy]. Existe un espacio de Banach Z y un operador compacto T' : Z — X que no
puede aproximarse por operadores de rango finito. Si Y = Z @ X'/, definimos S : ¥ — Y/;
S(z,2") = (T'2',Tz), donde z € Z, 2/ € X" y T' es la traspuesta de T. Asi S es un operador
compacto que no puede ser aproximado por operadores de rango finito. En efecto, la existencia
de operadores de rango finito aproximando a S con dominio en Y a valores en Y’ implicaria
la existencia de operadores de rango finito de Z en X” aproximando a T'. Por ser T' compacto
serfa posible construir operadores de rango finito de Z en X que aproximen a T' (ver [LT, Lema
1.e.6]) y ésta es una contradiccién. Ahora, por la compacidad de S, el polinomio 2-homogéneo
P € P(?Y), P(y) = S(y)(y), es w-continuo [AHV] pero no aproximable. Por tanto, P es K-
acotado, para algin K = {vx}rew C Y’, con ||7%|| — 0. Definiendo u como en 2.5, en virtud de

la Proposicién 2.18 el subespacio Im(u) de ¢y falla en tener propiedad de aproximacion.

Observacion 2.19 De la demostracion que acabamos de dar podemos deducir que, la existencia
de un espacio de Banach sin propiedad de aprozrimacion es equivalente a la existencia de un

polinomio homogéneo w-continuo no-aproximable.

Todo espacio de Hilbert tiene propiedad de aproximacién. Pero en general no hay un método que
nos permita establecer si un espacio de Banach tiene o no esta propiedad. En este contexto si
consideramos K = {7y ke C E' con > 52y [[1%* < oo, podemos modificar la construccién (2.5)

quedando u : E — {9, u(z) = (y1(x),...,v(x),...) un operador también compacto. Definimos
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el polinomio @ : Im(u) C o — IK; Q(u(z)) = P(x). En este caso tenemos

Q(u(@))] < IPllxllu@)l[se < 1Pl xllulz)lz

Como Im(u) es un espacio de Hilbert, podemos proceder como en Proposicién 2.18 y concluir que
todo polinomio K-acotado es aproximable. Mas ain, por trabajar sobre un espacio de Hilbert

podemos establecer un resultado de extensién. Tenemos:

Proposicién 2.20 Sea K = {7y ke C E' tal que > roy |7%|*> < 00. Entonces todo polinomio
K-acotado P € Pk ("E) es aprozimable. Mds aiun, si F' es un espacio de Banach que contiene

a E, existe P € P("F) una extension de P.

Dem. Probaremos la segunda afirmacion puesto que la primera quedé explicada en el parrafo
previo. Si E C F, para cada k € IN, tenemos una extensién de v, 7x € F’, de igual norma.
Como Y32, ||9k|1? < oo, el operador @ : F' — o, u(x) = (F1(z),...,9k(x),...) es una extensién

de u. Sea Q : Im(w) — IK, Q(y) = Q(II(y)), donde II es la proyeccién ortogonal sobre Im(u).

Se tiene el siguiente diagrama:

F — Im(u)

Q
il JID N
E % Imlw % K

Podemos definir P : F — IK, P(z) = Q(u(z)). Asi P € P("F) y resulta una extensién de P. =

La Proposicién 2.20 establece que al considerar K = {7y} ke C E' con Y e ||7x]|? < oo, todo
polinomio K-acotado es extensible (ver definicién 1.16). Mas atn, para cada F' D FE, existe un

morfismo de extensién

A:Pgk("E) — P("F)
P — Qollou

Ahora investigaremos aquellos subconjuntos acotados K de E’ para los cuales todo polinomio

K-acotado es extensible y si la extensién que resulta es K -acotada, donde K= {(y:v€e K}y
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7 es una extension a F' de v que preserva la norma. Més atin, queremos establecer condiciones
para la existencia de un morfismo de extensién. Este andlisis se hard sumado al estudio del

problema de aproximabilidad de polinomios K-acotados.

Notar que existen polinomios aproximables no-extensibles. Por ejemplo, P € P(%/3), dado por
o 9

x

P(x) = E “k  es aproximable pero no nuclear, por lo tanto no puede ser extensible KR,

k
k=1

Proposition 8§].

Es sabido que todo polinomio homogéneo sobre ¢y es aproximable. Mas atin, si @ € P("c),

existe una sucesiéon de escalares {aila---7in}(’il,.--,’in)eD tal que

Q= > ai.inchy. -6, (2.6)
(il,...,in)GD
donde D = {(i1,...,1p) € IN" : 43 > ... > i} estd ordenado por el square ordering, {€}}ren

es la base canénica de ¢ = ¢, y la convergencia de la serie (2.6) es en la norma de P(™cp)
(ver [DZ]).

Para algunos conjuntos K, podremos factorizar polinomios homogéneos K-acotados sobre E
. . , Ce , . .

por polinomios homogéneos sobre cy. Esto nos permitird ‘levantar’ la propiedad que tienen

los polinomios sobre ¢y de ser aproximables a polinomios K-acotados sobre E. También nos

permitird obtener resultados de extensién, como lo hecho en Proposicion 2.20.

Proposicién 2.21 Sea {y}rerv C E' una sucesion bdsica tal que v, — 0 y sea K = {y}ren-
Si P € Px("E) entonces P es aproximable y extensible. Mas ain, si E C F, entonces eziste un
morfismo de extension A : Pk ("E) — Pz ("F), donde K = {Fi}ren, con 3y una extension de
Yk que preserva la norma. El morfismo es una isometria si consideramos las normas || - ||k y

|- ||z respectivamente.

Dem. Como en (2.5), sea u : E — ¢o, u(x) = (q1(x),...,y%(x),...). Por ser {|[vk||}renw un
conjunto acotado, u € L(E;cy) y ||u(z)| = |||l k- Seaw : E” — co, u(2) = (2(71),-- - 2(Wk)s - - -)-
Otra vez, T € L(E";co) y [a(z)]| = ||zl xc, para todo = € B,
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Como {7k }ken €s una sucesién bésica en E', existe una sucesién {zitreny C E” tal que
2k(Ym) = Ogm v por tanto u(zx) = ek, donde {ex }ren es la base candnica de ¢y, en consecuencia

Im(@) es un subespacio denso de ¢y.

Sea P € Pk ("E). Por Proposicién 2.7, su extensién de Aron-Berner P pertenece a P ("E").
Consideramos @ : Im(u) — IK definido por Q(u(z)) = P(z). Q es un polinomio continuo
n-homogéneo con ||Q| = ||P||x = ||P|lx. Podemos extender @ a un polinomio n-homogéneo
continuo sobre ¢y, que seguiremos notando Q y que tiene la misma norma. Asi se tiene el

siguiente diagrama:

E// E o
P
Jel N\ 1@
E 2 K

Por ser un polinomio n-homogéneo y continuo sobre ¢g, () admite una representacion como en

(2.6). Por lo tanto

P = Z iy oooin Yin - - Vin (2.7)

Puede verse que la serie (2.7) converge en ambas normas, tanto la de P("E) como en la de
Pr("E). Més ain, del isomorfismo isométrico entre Px("E) y P("cp) se sigue que la sucesién
{Virs s Yin Y (ir,in)ep (con el square ordering) es una base de Schauder de (Pg ("E), || - ||x)-

Ahora que hemos probado que P es aproximable, prestemos atencion al morfismo de extension.

Sea F D Eyu:F — ly dados por u(y) = (31(y),---, YY), ...), con J, € F’ una extensién
de vx que preserva la norma. Consideremos Q € P("/) la extensién de Aron-Berner de

Q@ € P("cp). Tenemos el siguiente diagrama:

P g

) Q

v ] TJ N\

E L Co g IK

donde J es la inclusién candnica de ¢y en f.
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Si definimos P : F — IK por P(y) = Q(@(y)) obtenemos una extensién de P a F con

[P)l = [Qa(y)| < QI i)l = I1Pllx Iyl para todo y € F

Esto implica que P es K-acotado y || P| 7% = |P||x. Por tanto, el morfismo de extensién

A:Pk("E) — Pz("F)
P — Qou

es una isometria. m

Observacién 2.22 Notar que, en la proposicién anterior, K es una sucesion w-nula, aunque en
estas notas estuvimos trabajando principalmente con sucesiones nulas en norma. En el caso de
sucesiones que tienden a cero en norma, el resultado es més fuerte puesto que K resulta también
<z . w . .
una sucesiéon que tiende a cero en norma. En el caso general, cuando v, — 0, es posible elegir
Yk que converja débil a cero pero, desafortunadamente, el morfismo de extensién no resulta una

isometria.
La condicién que asumimos sobre {7 }ren de ser una sucesién basica w-nula puede ser reem-
plazada por otras condiciones que nos permitan proceder como en la demostraciéon anterior.

Ovsepian y Pelczynski probaron (ver [LT], por ejemplo) que todo espacio de Banach separable

infinito dimensional verifica que, para cada ¢ > 0, existen dos sucesiones {xp}trey C E y
{Vk}kew C E' tales que

(1) Yk(xm) = Ogm  para todo k,m € IN.

(#1) [lzkll =15 [lwll < 1+¢ paratodo k € IN.
(iii) E = [{zx}ren].

(1v) {7k }rew es un sistema total sobre E, i.e. yx(z) =0 para todo k € IN implica que = = 0.

Un par de sucesiones en estas condiciones serd llamada un sistema O-P. Notar que {7Vt }renv s

una sucesion w*-nula.
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Proposicion 2.23 Sea E un espacio de Banach separable de dimension infinita. Sean
{2k ey € F y {Vktkew C E' un sistema O-P. Si K = {y}kenw entonces todo polinomio
n-homogéneo K-acotado P es aproximable y extensible a todo espacio mayor F' DO E por un

morfismo de extension.

Dem. Sea u : E — ¢y como en (2.5), que estd bien definido por ser {7;}ren una sucesién
w*-nula. Como u(zk) = ek, Im(u) es un subespacio denso de ¢y y podemos definir @ : ¢cp — IK
tal que Q(u(x)) = P(x) para todo z € E. Asi P es aproximable con una representaciéon como

en (2.7). El resultado de extensién se deriva de la proposicién anterior. m
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Capitulo 3

E' y su relacién con los polinomios
sobre F.

Mostraremos bajo condiciones de regularidad que si E’ es isomorfo a F’ entonces los espacios
de polinomios homogéneos sobre E y F' a valores en un Banach X, son isomorfos. Aun no se
ha resuelto la respuesta con total generalidad, tampoco para el caso de polinomios a valores
escalares. Sin embargo, mostraremos que algunos subespacios de polinomios, cuya definicion
estd relacionada en forma maés directa a la estructura dada por el espacio dual (débil-continuos,

integrales, regulares), resultan isomorfos sin hipdtesis adicionales sobre E, F o X.

3.1 Construccion del morfismo

Un espacio de Banach F se dice estable si es isomorfo a su cuadrado F x E. J. C. Diaz y
S. Dineen mostraron en [DD] que los espacios L("E) y Ls("E) son isomorfos si E es estable.
También mostraron que la condiciéon de estabilidad no era necesaria. Si E es un espacio de
Banach tal que E’ es estable y tiene propiedad de aproximacién con la propiedad adicional de
que todo operador de E en E’ es compacto, el resultado se tiene para formas bilineales, es decir,
los espacios L(*E) y Ls(*E) son isomorfos. Un ejemplo de espacio no estable satisfaciendo estas
ultimas hipétesis lo da C'(§2) para Q el conjunto de todos los ordinales menores o iguales que el

primer ordinal no numerable ([DD]). Este ejemplo los condujo a la pregunta:
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Sean E y F dos espacios de Banach con duales isomorfos. ;Son isomorfos los espacios P("E)

y P("F) para todon € IN?

La primer respuesta positiva fue dada en ese mismo trabajo, donde fue probado el resultado:
si B es isomorfo a F', y ademds E' es Schur y tiene propiedad de aproximacion, entonces

cualquiera sea n los espacios de polinomios n-homogéneos sobre E y F' son isomorfos.

El propésito de este capitulo es el de investigar condiciones que aseguren la existencia de iso-

morfismos entre los espacios de polinomios, dada la condicién E' ~ F”.

También hemos considerado si las distintas subclases de polinomios son preservadas o no por
estos isomorfismos, dado que consideramos que el mero hecho de que dos espacios de polinomios
sean isomorfos no aporta datos suficientes sobre la estructura de los mismos. Notar por ejemplo

que P(*IR™) es isomorfo a P("~1IRF*1),

En estas notas presentamos una generalizacién de los resultados obtenidos en [LZ]. Aqui tra-
bajamos con funciones multilineales y polinomios a valores vectoriales, mientras que en [LZ] lo

hicimos a valores escalares.

Abordaremos el problema via la siguiente construccién. Todo operador lineal y continuo s :

E’ — F’ induce un morfismo lineal y continuo

s: P("E)— P("F)

de la siguiente manera. Todo elemento y de F' define el morfismo lineal

y:LY(E) — Ly H(B)

S

dado por y(B)(x1,...,2k-1) = $(Bay..ap_,)(y) , donde By, 5., es un elemento de E’ obtenido

de fijar las k — 1 variables x1,...,Tp_1.

Ahora si P es un polinomio n-homogéneo sobre E y A es su forma n-lineal simétrica asociada,

puede asignarse a A una forma n-lineal s(A) sobre F' poniendo

S(A) Y15+ yn) = (Y100 yn)(A).
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Notar que s(A) no es necesariamente simétrica. De todas formas queda bien definido el polinomio

n-homogéneo sobre F' dado por 5(P)(y) = s(A)(y, ..., y).

Para polinomios a valores vectoriales seguiremos notando s al morfismo de Ls("F; X) en L("F; X")
y 3(P) a la aplicacién entre P("E; X) y P("F; X") ya que esto no se prestard a confusién. Para

Y1i,---,yn € Fy 2’ € X' queda definido

S(A)(y1y - yn) (@) =3 0 A) (Y1, yn)-

donde §(2’ o A) es la funcién que resulta de aplicar el morfismo definido a valores escalares. De

forma natural queda definido, a valores en X", 3(P)(y) = s5(A)(y,...,y).

Cuando s = Jg : B/ — E"” (la inclusién natural), el morfismo § obtenido es la extensién de
Aron-Berner. En efecto, para cada z en E” = F se verifica Z(B)(x1,...,2x_1)(p) = Jg/(p o

By, ..wp 1 )(2) = 2(p 0 By, 4, ,) (ver Capitulo 1, seccién 1.3.)
En este caso seguiremos usando la notacién Py A para 5(P) y s(A) respectivamente.

Teniendo en cuenta que queremos estudiar la existencia de isomorfismos entre espacios de poli-
nomios, nos interesa la composicién de morfismos del tipo ‘s.” Para definir 5(P) consideramos
la funcién n-lineal simétrica asociada a P. Para calcular la composicién, una vez obtenido s(P),
necesitariamos considerar la aplicacion simétrica asociada a este polinomio. Por la similitud de
esta construccién con la de Aron y Berner la falta de simetria de A es el centro del problema

que nos concierne.

3.2 5y la extension de Aron-Berner.

Por todo lo que ya fue estudiada la extensién de Aron-Berner encontramos conveniente dar una

escritura de 5 y s en términos de ésta. Eso es lo que hacemos en el siguiente lema.

Lema 3.1 Para todo y1,...,yn en F, y toda forma n-lineal y simétrica A de E en X,

(A (is - yn) = A8 (TR(W1)), - -5 8 (TR (Yn)))-

En particular, 5(P) = Po s o Jp.
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Dem. Probaremos primero el caso escalar X = IK, y procedemos por inducciéon en n. Si
A€ ', se tiene 3(A)(y) = s(A)(y) = Jr(y)(s(4)) = s'(Jr(y))(A) = A(s'(JF(y))). Supongamos
el resultado cierto para formas (n — 1)-lineales. Primero mostraremos que la forma (n — 1)-
lineal sobre E” obtenida de A fijando s'(Jr(y,)) en la dltima variable coincide con la extensién

Aron-Berner de y,(A):

Sean z1,...,2n—1 € E”. Tenemos

Azt 20158 (Tp(yn))) = (Z1 0+ 0 20m1) (8 (T (yn)) (A))

Yn(A) (2155 zn-1) = (2100 0 20-1)(Yn(A))

(donde las tildes sobre los elementos de E” se refieren a Jgr ). Asi, serd suficiente corroborar que
las formas (n — 1)-lineales sobre E, s'(Jr(yn))(A) ¥ yn(A), coinciden. Sean z1,...,z,-1 € E.

Entonces

s'(Jr(yn))(A) (@1, s 2n—1) = 8" (Jrp(yn)) Az )
= Jr(yn)(s(Az1.20 1))
= S(Ax1-~$n—1)(yn)
= @;( )(xl,...,mn_l).

Usando la hipétesis inductiva

5(A) (1, 5yn) = (1o oyn)(A)

(J1 0 0 Yn—1)(Un(A))

S(Un(A) (W1, - -+ Yn—1)

Yn(A)(S' (Tr(y1)s - 8" (TP (Yn-1)))
(8" (Jr(y1)), - -+ 8'(JF(yn)))-

|
S

Ahora, cualquiera sea ' € X’ se tiene,

(:E/ o A)(ylv R >yn)
x' o A(S,(JF(yl))7 cee SI(JF(yn)))
(A) (" (1)) - - - 8" (Jr(yn)) (@),

VAR

S(A) (Y, -y (@) =

\
0

igualdad que prueba el enunciado. =

En lo que sigue escribiremos, sin mencionarlo explicitamente, y en lugar de Jr(y), para y € F

aun cuando sean considerados como elementos de F” via la inclusién natural.
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!/

Corolario 3.2 Si A es simétrica, entonces 5(A) = Ao (s x --- x §'). Asi 5(A) es también

simétrica y si P es el polinomio homogéneo asociado a A, entonces s(P) = Pos'.

Dem. Claramente s(A) es simétrica por ser

(A (yis - yn) = A (Y1), -+, 8 (Yn)-

Sean yq, ... elementos de F, y sean wy, . .., w, elementos de F". Mostraremos, por induccién
) yIN Y Y Y n )

en k, que

S(A) (W1, - Wy Yht 1y - -5 Yn) = A(S (w1), ..., 8" (wr), 8" (Yra1), - - -5 8" (yn))-

Recordemos (Proposicién 1.18) que la extensiéon Aron-Berner de cualquier forma n-lineal y
simétrica, a valores vectoriales, es w*-w*-continua en su primera variable. Recordemos también
que los elementos de F'y F" siempre conmutan. También, s’ es w* —w*-continua. Consideremos

una red (y,) de elementos de F, w*-convergente a w;. Entonces para k = 1,

S(A) (w1,y2, -y yn) = w* —limg S(A)(Yas Y2y -+ Yn)
= w* —limy S(A)(Ya, Y2, -+, Yn)
= w* —limy A(5'(Ya), 8'(42), - -+ 5" (yn)
= A(S/(w1)7 (92), SRR (yn))

Ahora supongamos que la igualdad se tiene para k — 1. Entonces

g(A)(wlw"7wk7yk+17"'7yn) = w* _hmoc )(ya,'l,UQ,.. wk7yk+17"'7yn)
= w* _hmoc )(’U)Q,.. wkaya)yk+17"'7yn)
= w" —lim, ( ,(w2 ) ( )’ (ya)vsl(yk-l-l)v"'73/(yn))

),
E — lim, ( ’(ya),s ( ) "asl(wk)vsl(yk-i-l)v"'75/(yn))
A(s'(w1), ' (w2), .., 8" (W), 8 (Yrt1), - - -, 5" (yn))-

Por lo tanto 5(A)(wy,...,wy) = A(s'(w1), ..., s (wy)) y 3(P)(w) = P(s'(w)). =

Corolario 3.3 Sea P € P("E;X) y sea A su forma n-lineal simétrica asociada. Supong-
amos que s : E' — F' es un isomorfismo. Entonces si A es simétrica, (;:/1 05)(A) =Ay

(s~1o3)(P)=P.

Dem. Notar que la caracterizacién dada en el Lema 3.1 asegura que 5(A) = Ao (s’ o Jg)" es

simétrica. Por Corolario 3.2, para z1,...,z, € E, tenemos
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sTUEA) @) = SA)((s7 (1), (571 (@)
= AT (@) 8 (71 (7))
= A(IL‘l,..., )
= A(xl,..., )

Como s(A) es la forma n-lineal simétrica asociada a $(P), para todo x € E se tiene
s~1(3(P))(z) = P(x). =

Observar que 5(A) es un elemento de L("F; X”) y por lo tanto s~! considerado como morfismo
con ese dominio tiene imagen en L("E;X%). Sin embargo el resultado obtenido asegura que

sfjl(g(A)) € Ly("E; X), cuando A es simétrica.

La versién a valores escalares del siguiente teorema fue obtenida, en forma independiente, en

[CSCal.

Teorema 3.4 Sean E y F espacios de Banach simétricamente Arens-requlares y supongamos
que E' y F' son isomorfos (resp. isométricos), entonces para todon € IN, los espacios P("E; X)

y P("F; X) son isomorfos (resp. isométricos).

Dem. Sea s : B/ — F’ el isomorfismo entre los espacios duales. Como E es simétricamente
Arens-regulares, para toda forma n-lineal y simétrica A sobre E, por Proposicién 1.22 se tiene
que A es simétrica. Asi, para todo polinomio n-homogéneo P sobre E, (s—! o 3)(P) = P.
Andlogamente, para todo polinomio n-homogéneo @ sobre F, (5o s 1)(@) = (). Observar
también que

ISP =P o s < [IPIllsl",

y lo mismo ocurre para s' y Q. De la desigualdad de las normas se deduce que siendo s

isometria, 5 también lo es. =

Si notamos por Hy(E) al espacio de funciones holomorfas y acotadas sobre los acotados de E
a valores escalares y consideramos sobre éste la topologia dada por la convergencia uniforme
sobre los acotados, tenemos como consecuencia del Teorema 3.4 que st F y F' son espacios
simétricamente Arens-requlares y si E' y F' son isomorfos (resp. isométricos), entonces los

espacios Hy(E) y Hy(F') son isomorfos (resp. isométricos); (ver [D]).
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Observacién 3.5 Si se tienen morfismos entre espacios duales s : B/ — F' yt : F' — G’

entonces para toda funcion n-lineal y simétrica A y todo polinomio n-homogéneo P se tiene que
(to3)(A)=A y (to3s)(P)=1tos(P).

La funtorialidad se debe a la simetria de A.

Observacion 3.6 Si E' y F' son isomorfos, y uno de ellos es Arens-regular, entonces el otro
también lo es. Por lo tanto la hipdtesis del Teorema 3.4 de regularidad simétrica en ambos

espacios puede ser reemplazada por reqularidad de uno solo de ellos.

En efecto, digamos que s : B/ — F’ es un isomorfismo y F es Arens-regular. Si T : E — E' es

una aplicacion lineal, consideramos el diagrama

E// g El
T l
F// l;l; F/
L
[

F

donde L = soT" o s’ o Jp. Como L es una aplicacién débil compacta, su bitraspuesta L” tiene
rango en F’, por el teorema de Gantmacher. Asi, T’ = (s') "' o L” 0 57! es débil compacta, dado

que L” lo es. Entonces T lo es.

Notar que al probar la igualdad s(A)(w, ..., w,) = A(s'(w1), ..., s (w,)), cuando A es simétrica,
hemos probado que 5(A) es un elemento de L("F"; X") aunque en principio debiera ser un
elemento a valores en X™. Asi, basta que A sea simétrica para que la doble extensién Aron-

Berner de A, A, tome valores en X"

Observacién 3.7 Si s = Jg, el Corolario 3.2 recupera el siguiente resultado de [AGGM]: Si E
es simétricamente regular, entonces P="Po p, donde p : B — E" es el morfismo restriccion;

asi no hay nuevas ‘evaluaciones’ para P mds alld de las dadas por puntos de E".

Observacién 3.8 Para que A sea simétrica alcanza con que s'(F) C E. Sin embargo esta
situacion implica que s es un operador traspuesto. Asi, de ser E' isomorfo a F' resulta ser E

isomorfo a F y este caso carece de interés para nuestro estudio.
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Asumamos que s'(F) C E y probemos la afirmacién hecha. Llamemos o = §'|p.

El siguiente diagrama conmuta,

Fl/ El/
7 7
F % FE

Como s" o Jp = Jg o a, se tiene Jj o s” = o/ o Jp. Veamos que o’ = s.
Siaz' € B, 2’ = Jp(Jg/(2)). Luego
o/ (2") = o (Jp(Jp (2"))) = Tp(s"(Tp (2")) = Tp(s(z') = s(a”) o Jr

y para todo y € F tenemos o/ (2')(y) = (s(z’) o Jr)(y) = s(2’)(y).

3.3 sy algunos subespacios de polinomios.

Dado que s : E/ — F' es un morfismo entre espacios duales de Banach, es natural esperar que
aquellas clases de polinomios sobre E que estdn cercanamente relacionadas a E’ sean preservadas

por el morfismo 5: P("E; X) — P("F; X").

3.3.1 Polinomios de tipo finito - nucleares - aproximables

La férmula 3(P) = Pos’ o Jr que probamos en el Lema 3.1 muestra que las clases de polinomios

de tipo finito, nuclear y aproximables son todas preservadas por 3.

En efecto si P es un polinomio n-homogéneo de tipo finito P admite una escritura de la forma
Yo fwj conw; € Xy p; € B para j=1,...,m.
Asi,
m m m
S(P) =) s(@fw) =Y (@ "os odr)w; =Y (s'(9;)" wy.

Jj=1 Jj=1 Jj=1

Con lo cual no sélo tenemos que s preserva la clase de polinomios de tipo finito, sino que ademas

5:Py("E; X) — P("F; X).
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Esta verificacion da la correspondiente para los polinomios aproximables. Notar ademads que,
en este caso, se tendran polinomios P, € Py("E;X) aproximando a P € P,("E;X) con lo
cual, por la continuidad de s, 5(Pj) aproximard a s(P). Ahora bien, los polinomios definidos
sobre F, 5(Py), tienen imagen en X y aproximan en norma a s(P) de donde deducimos que

5: Py("E; X) — Py("F; X).

Recordemos que un polinomio n-homogéneo P € P("FE;X), se dice nuclear si existe una
sucesién acotada (w;)jeyv € X y una sucesiéon de funcionales lineales (¢j)jenv € E’ con
> j>1 lejll™ < oo verificando
P(x) = Z ©F (z) w; para todo x € E.
i>1
El espacio de polinomios n-homogéneos nucleares es notado usualmente por Py ("E; X) y resulta
un espacio de Banach al considerarse la norma
|IP|lv = inf{z llo;lI" [|wy]], donde Z ¢} w; es una representacion para P}
j>1 Jj=1

Como || P|| < ||P||n, la inclusién de Py ("E; X) en P("E; X) es continua.

Retomando, si P es un polinomio nuclear y > i>1 <p§L wj es una representacion, a valores en X,
para P entonces ) ;- s(¢j)" w; es una representacion para s(P) gracias a la convergencia en

norma de la serie } .~ [[¢;[|" [[wj||. Por otra parte se tiene

I53(P)|Ilxy < inf{z [s(@)I" [lw;ll, donde Z @7 w; es una representacion para P.}
Jj=1 Jj=>1
< sl 1Pl

En consecuencia tenemos que 5 : Py("E; X) — Py("F; X) es un operador continuo.
Antes de proceder con el estudio de otras subclases de polinomios establecemos el siguiente lema,

que si bien abarca varias de ellas (ver Capitulo 1, seccién 2), es de contenido més general.

Lema 3.9 Sea A € Ly("E;X). SiTa : E — Ls(" 'E; X) es un operador débil-compacto en-

tonces, A es simétrica.

Dem. Sea P el polinomio asociado a A. Para cada 2’ € X’ queda definido Q. el polinomio

sobre E a valores en IK dado por Qu/(z) = (2’ o P)(x). Para Q. se tiene T , = (2’ o Tp) con
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lo cual Tg , resulta un operador débil-compacto. Por el resultado a valores escalares a’ o A,

que es la extensién Aron-Berner de la forma n-lineal asociada a @Q),, es simétrica. Es decir,

Z10...0Z(2" 0 A) = Z,1y 0 ... 0 Zy(ny (2 0 A), para todo 21, ...,2, € E"” y toda o permutacién
en Sy,.
Luego, A(z1,...,2,)(2") = Z(z(,(l), -5 Zo(m)) (@), para todo 21,...,2, € E”, paratodo z’ €

X', paratodoo € S,. =

A todo polinomio P en P¢("E;X) o en P,("E; X) o en Py("E; X) le corresponde un operador
Tp débil-compacto. Por esto, gracias al lema anterior, si s : B/ — F’ es un isomorfismo
podemos asegurar que los siguientes tres pares de espacios de polinomios Pr("E; X) y Py("F; X),
P,("E; X))y P,("F;X),y Pv("E; X) y Py("F; X) son isomorfos via 5. El isomorfismo es una

isometria cuando s lo es.

3.3.2 Polinomios débil-continuos sobre acotados

Para un espacio de Banach E tal que E’ tiene la propiedad de aproximacién, fue probado en
[AHV] que P,("E;X) = Pf("E) ® X. Si consideramos un espacio F' tal que E’ es isomorfo a

F’ tendremos

P,("E;X)=P;("E) ® X 2 P;("F) ® X = P,("F; X)

igualdad que se tiene por ser P¢("FE) isomorfo a P¢("F') y por tener F” la propiedad de aproxi-

macién. De aqui, es natural formular la pregunta:
sSerd P,("E; X) = P,("F; X) en el caso general?

En lo que sigue mostraremos que esto es cierto no sélo para la clase de polinomios débil continuos
sobre acotados sino también para la clase de polinomios integrales. Esto es, si E' y F’ son
isomorfos, entonces P, ("F; X) es isomorfo a P,("F;X) y Pr("E; X) es isomorfo a Pr("F; X),
sin imponer condiciones sobre E, F' o X; donde el isomorfismo resulta una isometria si los

espacios duales son isométricos.

El mismo resultado es cierto para las subclases de polinomios extensibles y regulares. Quizé sor-
prendentemente, la clase de polinomios wsc (débil-secuencialmente continuos) no es, en general,

preservada por 5. Mostraremos un ejemplo de esta situacion en la ultima seccidn.
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Ahora si, empezaremos con la subclase de polinomios débil-continuos. Recordemos que éstos
pueden caracterizarse [ALRR] como aquellos para los cuales existe un conjunto K compacto de

E’ tal que P es K-acotado.

Lema 3.10 Si P € P("E;X) es K-acotado (K C E’), entonces s(P) € P("F;X") es
s(K)-acotado (s(K) C F') y
I5(P) sy < 1P|k

Dem. Como vimos en Proposicién 2.7 P es K-acotado si P lo es. Ademds ||P||x < ||P||x. Asi

para todo y € F,

IFP)WII = (P os oJp)yll
< |Plx sup [v((s o Jr)(y)) |"
YEK
<

[Pz sup | s(v)(y) [
yEK

Pl 1yl 5y

Notar que el lema anterior vale cualquiera sea s : £/ — F’, operador continuo. Adem4s se tiene
para P, un polinomio débil-continuo, que la imagen por s resulta un polinomio débil-continuo,

sin embargo s(P) toma valores en X”.
Proposicién 3.11 Si s: E' — F' es un isomorfismo (resp. isometria), entonces
s:P,("E; X) — Py("F; X)
es un isomorfismo (resp. isometria).
Dem. Por el lema anterior 5 : P,("F; X) — P,("F;X"). Dado P € P,("E; X), su operador

lineal asociado Tp : E — P(""1E; X) es compacto [AHV]. Luego la extensién Aron-Berner de

su forma n-lineal asociada es simétrica y por Corolario 3.3, (s—! 0 5)(P) = P. Anélogamente,

para Q € P,("F; X), se tiene (50 s71)(Q) = Q. Notar ademds que

ISP =112 o s < [[Plls]I",
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y lo mismo se tiene para s~! y Q. Otra vez la desigualdad de las normas asegura que 3 es una

isometria cuando s lo es. =

Notar que en la demostracién anterior se tiene para P en P,("E;X) que s~1 se aplica sobre

3(P) que es un elemento de P,("F;X") por lo que su imagen debiera ser a valores en X,

aunque el resultado de la composicién muestra que este no es el caso.

3.3.3 Polinomios integrales

Ahora estudiaremos el comportamiento de 3 sobre la subclase de polinomios n-homogé- neos

integrales. Recordemos que D. Carando e I. Zalduendo demostraron en [CZ] que la extensién

Aron-Berner de un polinomio integral, a valores escalares, es a su vez integral. Méas atn, probaron

que si p es una medida representando a P : £ — IK, y se define

U:L'(u)— E
por

Uf)(x) = F)v()dp(y),

By

U es una aplicaciéon de norma uno y la extensién Aron-Berner de P puede escribirse

P(z) = /B U (=),

y [Pl =Pl

(3.1)

El resultado que sigue es una generalizacién del hecho anterior para polinomios a valores vec-

toriales, es decir, la extension Aron-Berner de un polinomio integral sobre E a valores en X, es

un polinomio integral sobre E” a valores en X”, aunque se pierde, eventualmente, el cardcter

de isometria.

El primer resultado que necesitamos es el Lema 3.12. Para su demostracién deberiamos diferen-

ciar entre las definiciones de operador Pietsch-integral o P-integral (que es la que corresponde

a la Definicién 1.14 cuando P es un polinomio 1-homogéneo) y la de operador Grothendieck-

integral o G-integral. Omitiremos entrar en detalles, dado que el tema es vasto y a nuestros
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propositos solo nos permitiria dar una demostracion citando resultados ya conocidos. Esto nos

lleva a omitir también la prueba del lema.

Combinando los Corolarios 10 y 11 de [DU] (Cap. VIII, 2.) obtenemos el siguiente resultado.

Lema 3.12 Sea T : X — Y wun operador P-integral. Entonces T" : X" — Y" es un operador
P-integral y ademds ||T||r = |T"|;-

En lo que sigue haremos uso del espacio producto tensorial inyectivo entre espacios de Banach,

como describimos en el Capitulo 1.

El resultado que mencionamos a continuacién es reciente y pertenece a I. Villanueva [V]. El

enunciado que damos fue simplificado para nuestros propésitos.

Lema 3.13 (/V] Proposition 2.12) Los espacios Pr("E,X) y Li(®3 FE, X) son isomorfos.

Ahora estamos en condiciones de probar que la extensién Aron-Berner de un polinomio integral

a valores vectoriales en un polinomio integral.

Teorema 3.14 Si P € P/("E, X) entonces P € Pr("E"; X"). Ademds ||P|; < ||P]|s.

Dem. SiP:FE — X esun polinomio integral, su linealizacién Lp : ®¢ . E — X es un operador
integral (ver [CD]). Entonces por Lema 3.12 L7, es un operador integral. Tenemos el siguiente

diagrama conmutativo:

(@B =5 X
.’ L
i

@n B

donde la aplicacién i : ®¢ E" — (®}.E)" es la inclusién dada por la identificacién hecha en
[CZ]. Es decir, para un vector elemental de ®Y E", digamos M =2®...®z2 i(2(") es una
forma lineal e, € (P;("E))" que verifica para cada polinomio integral R, a valores escalares,

i(2™)(R) = e.(R) = R(z), con R € P;("E") la extensién Aron-Berner de R.
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Definimos @Q : E” — X" el polinomio Q(2) = L(2 ® ... ® z) = L'’4(i(2(™)). Por Lema 3.13 Q es
integral. Queremos ver que @ = P. Consideremos 2’/ € X' entonces,

Q(2)(2') = Lp(i(z")(2) = i(z")(Lp(a"))
Ahora, L'p(2') € (®% E)" que visto como polinomio es 2’ o P. Luego, para todo 2’ € X'

Q(2)(2') = i(z")(a' o P) = 2’0 P(2) = P(2)(z').

Falta ver la desigualdad de las normas integrales. La misma demostracién hecha en [DU] ( VL
3 - Proposition 9), para probar que los operadores integrales forman un ideal (bilatero) puede
adaptarse para probar que P ot es un polinomio integral si P lo es y ¢ es un operador continuo.

Con este resultado y el Lema 3.12 tenemos,

1Pl = lQllr = ILE o dllr < LBl = ILpllr = || P]l;. =

Antes de proseguir, haremos dos comentarios sobre el cardcter de isometria esta extension.
Observacién 3.15 Si P € P;("E, X) y X es un espacio dual entonces ||P|; = || P||;.

Dem. Digamos que X = Y’ con Y un espacio de Banach. Sea p : Y — Y’ la proyeccién
natural que hace a Y’ un espacio 1-complementado en su bidual. Entonces P = po Po Jg y por

tanto se obtiene la otra desigualdad ||P||; < |pI Pl Jel™ < |P|l;- =

El siguiente ejemplo, alumbra de alguna manera, la posibilidad de que a valores vectoriales se

pierda la igualdad de normas.

Ejemplo 3.16 Existe un espacio de Banach E y un operador T' € L(E; E) que no es integral

pero T" si lo es.

En efecto, el espacio de Banach a considerar es el espacio E introducido por T. Figiel y W. B.
Johnson en [FJ]. Se prueba en [DF] la existencia de un operador 7' : E — E que no es integral,
cuyo transpuesto 7" es un operador nuclear y por tanto integral. Asi, 7" = T es integral con

|T||; finita y ||T'||; es infinita.
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Nuestro proximo paso sera probar que todo morfismo S preserva la subclase de polinomios

integrales en el siguiente sentido.

Lema 3.17 Si P € P("E; X) es integral, entonces s(P) € P("F; X") es integral, y

ISP < lsl™lIPlz-

Dem. Por Lema 3.1, 3(P) = P o s’ o Jg. El resultado se sigue del hecho mencionado en la

demostraciéon anterior: los polinomios integrales forman un ideal a derecha.
En cuanto a las normas, por Teorema 3.14, tenemos

ISPz = 1P o s o Jellr < [IPlslsl™ = [ Plllls|". =

Ahora probaremos para espacios F, F' cuyos duales sean isomorfos, que existe un isomorfismo
entre los espacios de polinomios integrales definidos sobre éstos y a valores vectoriales, sin

condiciones adicionales sobre los espacios.

Proposicién 3.18 Si s: E' — F' es un isomorfismo (resp. isometria), entonces
s:P("E,X)— PI("F;X)

es un isomorfismo (resp. isometria).

Dem. Para obtener la igualdad s—! o 5(P) = P cuando P es un polinomio integral de E en
X, basta probar que Tp es un operador débil-compacto. La composiciéon en el otro sentido
serd andloga. Consideremos A la funcién n-lineal y simétrica asociada a P. A es una funcién
multilineal integral. Para ver que T4, y por tanto Tp, es débil-compacto basta probar que

Ta:E— L;("'E; X) es un operador integral (ver [DF]).

Para esto procederemos como en [V] donde el resultado fue probado para funciones bilineales.
Consideraremos F X - - - X F/ como espacio producto con la norma infinita. Pondremos subindices

i =1,...,n para indicar la posicién de los espacios E en dicho producto.

Por ser A una funciéon multilineal integral existe G una medida de Borel regular y de variacién

acotada sobre Bg; X --- X Bpy, a valores en X tal que
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Az, ... xy) = / v1(x1) - (Tn) dG(Y1y ..oy n)-
BE1><~~-><BE7/1

Ademis, si [|G|| = |G|(Bg; x - - - x By ), la medida G puede elegirse de forma que [|G|| < [|Al|;+e
(ver, por ejemplo, [A]). Para cada = € E; definimos G, una funcién a valores en X definida

sobre los borelianos de B(g,x...xg,) = B By X X Bpg; (por la norma considerada) como

G.(9) :/ TXQ dG:/ y1(@®)xa(y2y -y ) dG (Y1, -+, Yn)-
BE/X---XBE/ BE/X---XBE/
1 n 1

Es fécil ver que G, resulta una medida de Borel regular y de variacién acotada y que para todo

y=(x2,...,2n) € Ba X -+ X Ej

/ y dG, = / 72(22) . (@) dCa(tas s m) = Ta(@) (@, ),
BE/X'"XBE,IH BE/X"'XBE;L

de donde se tiene la primera afirmacién hecha: la imagen de T4 es un subespacio de L; ("1 E; X).

Mostremos ahora que T4 es un operador integral. Para esto consideremos pg una funcion
definida sobre los borelianos de B g a valores en el conjunto de las medidas borelianas regulares

de variacién acotada sobre B By X X Bg; en X dada por

H6(A)(Q) = G(A x Q).

Otra vez, ug es una medida regular boreliana y ademds un calculo sencillo de supremos y

particiones muestra que ||uc|| = |ue|(Bg;) = [|G].

Ahora, si a cada medida v sobre los borelianos de B gy X -+ X Bp, en X le asignamos la fun-

cién (n —1) lineal I,,, definida por I, (z2,...,2,) = fBE’ )ex By Ya(z2) -+ - Yn(xn) dv(va, ...y )
2 n

tenemos una aplicacién suryectiva de norma menor o igual a 1. Llamemos T : v — I, a dicha

aplicacién.
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Por 1ultimo, consideremos Y o ug, que es una medida regular boreliana y de variacién acotada
por ser T una funcién (n — 1)-lineal y ug una medida con las propiedades mencionadas. Para

esta medida se tiene que
Ta@) = [ ()T o c)n),

/
El

Luego T4 es un operador integral. Ademds se tiene que | Tallr < [|[Touc| < | Y| lucll < |G| <
|Allz 4 ¢, y por tanto || Tal[; < [|A]s.

Hemos probado que T4 y por lo tanto Tp es un operador débil-compacto. Luego, por Lema 3.9,

A es simétrica y por Corolario 3.3 se sigue el resultado. m

Por 1ltimo, para concluir con esta subclase de polinomios queremos mostrar cémo la caracteri-
zacion hecha en [CZ], expresada en (3.1), permite en el caso escalar, dar la siguiente demostracién
del Lema 3.17.

Lema 3.19 Si P € P("E) es integral, entonces 3(P) € P("F) es integral, y

ISPz < [lsl™ 1Pz

Dem. Para y € F,

$(P)(y) = P(s'(Jp(y))) = /B U (5! (Jp ()"t = /B [(s0UY o Jr]™ (y)dp.
Asi, 3(P) es integral, y
ISP < s oUY o Jrl™ | < [IsI™ | 1] -

La desigualdad se obtiene para cualquier medida p representando a P luego,

ISP < llsl™ 1Pl =

En el caso escalar la Proposicién 3.18 admite la siguiente demostracion.

Proposicién 3.20 Sis: E' — F' es un isomorfismo (resp. isometria), entonces
5: P[("E) — P;/("F)

es un isomorfismo (resp. isometria,).
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Dem. Por Lema 3.19, 5 y s~! son ambos morfismos entre espacios de polinomios integrales.

Mostraremos ahora que 5(P) = Pos’. Claramente Pos’ coincide con 3(P) cuando es restringido
a F. Por lo tanto sera suficiente [Z;] verificar que las diferenciales de primer orden de P o s’

tienen las propiedades
a) Para todo y € F, D(P o s')(y) es w* -continuo.

b) Para todo w € F" e (yo) C F, w*-convergente a w,

D(P o s')(w)(ya) = D(P o ') (w)(w).

Pero como (P o s')(w) = [ U'(s'(w))"dp, al diferenciar tenemos

D(Pos)(w)(v) =n / U'(s' ()" U (s (v)) d,
By
que es w*-continuo en la variable v.

Ahora

Anslogamente, para Q € P;("F), se tiene (50 s~ 1)(Q) = Q. Las normas de 5y s—! estdn

controladas por la desigualdad en Lema 3.19. =

El mismo tipo de resultado que se da en las proposiciones anteriores puede obtenerse para
cualquier subespacio de polinomios si la extensién Aron-Berner de las funciones n-lineales
simétricas asociadas a dichos polinomios son simétricas y la extensién de Aron-Berner preserva

la clase. Aunque en cada caso habrd que verificar que s también preserva la clase.

Esto es lo que sucede, por ejemplo, con las clases de polinomios extensibles y regulares (ver

definiciones en Capitulo 1, Seccién 1.2).
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3.3.4 Polinomios extensibles

Para el caso extensible necesitamos los siguientes dos resultados:

Proposicién 3.21 (/C], Th. 3.4) Si P : E — X es un polinomio n-homogéneo extensible
yT : F — E es un operador lineal continuo, entonces PoT : E — X es extensible y

[P o Tlle < [Pl T

Teorema 3.22 ([C], Th. 3.6) Si P € P.("E; X), entonces P € P.("E"; X") y ||Plle < [|P|le-

Proposicién 3.23 Si s: E' — F' es un isomorfismo (resp. isometria), entonces
s:P.("E;X) — P.("F; X)

es un isomorfismo (resp. isometria,).

Dem. Por Lema 3.1 3(P) = Po (s’ oJr) entonces combinando Teorema 3.22 y Proposicién 3.21

se tiene que $(P) es un polinomio extensible de F' en X”.

Veamos que la extensién Aron-Berner de la forma n-lineal simétrica A, asociada a P es también
simétrica. Para esto, recordemos que todo espacio de Banach FE puede verse como subespa-
cio de (C(Bpgr),w*) via la inclusién isométrica Ip : x — e, donde e,(v) = ~(z), para toda
v € Bpr. Como P es extensible, existe @ : C'(Bg/) — X una extensién de P. Consideremos
B la forma n-lineal simétrica asociada a @, B(Ig(z),...,Ig(z)) = P(z) luego por unicidad
A=Bo(Igx-xIg)yA=DBo({}x-xI}). Como B estd definida en un espacio

Arens-regular (C(K) con K compacto) su extension Aron-Berner es simétrica y por tanto lo es

A.
Ahora, por Corolario 3.3, s~1 0 3(P) = P y ademas

IS(P)lle < IPlle lls" o Trll™ < 1P lIs]|™.

La composicién en el otro sentido es andloga, de donde se sigue el resultado. =
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3.3.5 Polinomios regulares

Para la subclase de polinomios regulares, usaremos la construcciéon hecha por J. A. Jaramillo,
A. Prieto e I. Zalduendo en [JPZ], a través de la cual cada elemento del bidual de P(¥E) puede

verse como un polinomio k-homogéneo sobre E”.
A valores vectoriales, se tiene:
B . (P(kE; X))” _ P(kE”;XH)

B(A)(2)(2") = A(a'oe,), para toda A € (P("E; X))" donde e, : P(*E; X) — X" es la aplicacién
que verifica e,(P) = P(z) para todo P, polinomio k-homogéneo.
Con estas definiciones y el diagrama

Tp B

E// _P, (P(nflE;X))// AN P(nflE//;X//)

tenemos el siguiente lema.
Lema 3.24 Tp5=[oT}.

Dem. Para cada z,w € E" y cada 2’ € X' vale:

(B0 Tp(2))(w)(z') = Tp(2)(2" 0 ew) = 2(Tp(2’ 0 ew)). (3-2)

Ahora, para cada r € F,

Th(z' o eu)(@) = o' oeu(Tp()) = Tp(@)(w)(a')
)

Como la extensiéon Aron-Berner de A es w*-continua en su primer variable, de la ecuacién (3.2),

se tiene que (B o Th(2))(w)(a') = z(Wo---ocw(z' 0 A)) = A(z,w,...,w)(a") = (Tp(2))(w)(z’),

como queriamos probar. =

Si notamos por Pr("F; X) a la clase de polinomios n-homogéneos regulares sobre E a valores en
X, considerado con la norma usual de polinomios, obtenemos como corolario del lema anterior

que la extensién Aron-Berner de un polinomio regular es también regular es decir:
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Proposicién 3.25 Si P € Pr("E; X) entonces P € Pr("E"; X").

Dem. El resultado es inmediato del Lema 3.24 ya que la trasposicion y composicién de opera-

dores débilmente compactos es débilmente compacta. =

Proposicién 3.26 Sis: E' — F' es un isomorfismo (resp. isometria), entonces
51 Pr("B; X) — Pr("F; X)

es un isomorfismo (resp. isometria,).

Dem. Veamos primero que 5(P) es un polinomio en Pr("F;X"), es decir que T5p) es un

polinomio w-compacto. Consideremos el diagrama

Ts
F 28 prlE X

s'oJr | T
E" E) P(n—lE//, Xl/)
Para yo,y € F' tenemos, por Lema 3.1, que (Typ)(y0))(y) = (Tp(s" o Jr)(y0))((s" o JF)(y))-
Por otra parte, el morfismo @ — Q o (s’ o Jp) es un operador lineal y continuo del espacio

P 'E"; X") en P("1F; X") que completa el diagrama anterior de manera que resulta con-

mutativo; de donde se obtiene la w-compacidad para Tg(p).

El resultado se sigue del Lema 3.9, gracias a la férmula de polarizacién, y el Corolario 3.3. =

3.4 Ejemplos.

En esta seccién damos tres ejemplos. El primero muestra que 5(P) puede diferir de P o s'. El
segundo que v o s puede ser distinto a 05, lo que muestra la no funtorialidad de s — 3, y el
tercero que, aun siendo s : X’ — Y’ un isomorfismo, 5 puede no preservar la clase de polinomios

débil-secuencialmente continuos.

Antes de proceder con los ejemplos mencionaremos algunos hechos y fijaremos notacién. Si X es

un espacio de Banach, consideramos el polinomio 2-homogéneo P definido en Observacion 1.17
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(item c), sobre X x X', P(z,2") = 2/(x). Puede verse facilmente que P es débil-secuencialmente
continuo si y solo si X tiene la propiedad de Dunford-Pettis. También, puede verificarse, ver

[Z2], que la extensién Aron-Berner de P a X" x X" es

P(J)”,x/”) — %[x///(x/l) + ml/(p(x//l))],

donde p : X" — X' es la restriccién (i.e., la traspuesta de la inclusién natural Jx : X — X”).

Para los dos primeros ejemplos usaremos la notacién
E=XxX F=X"xX G=X"xX"(=E").
Sobre E y I consideramos los polinomios
P(x,2") = 2/ () Q2" 2') = 2" (2)

y definimos los morfismos

s: F — F' t: F — G

s=Jx ®idxn , t =idxm & Jxr». También denotaremos r = fol.

Ejemplo 3.27 5(P) # Pos'.

Primero calculamos 3(P). Para (2”,2) € F, tenemos
5(P)(a",2') = (Pos)(Jxn(a"), Jx(2'))
(r(Jxn(2")), Jx:(2'))
//, JX/ (x/))
(

[
ol

&)

=~
3

&
~
H\
+
&\
—~
)

<
s

—~~
&\
=

Q NI~ — Ny
&\
G
~—
+
H\
G
=

Asi 3(P) = Q. Ahora calculamos 5(P) y Po s

1 w (M "n v
S @) + 2" (r(@™)]

(P)(xiv,mll/) — @(xiv7x///) —

ol

(P o S/)(xiv7$///) — F(T(ﬂ?iv)7x//1)

[ (r(2™)) + (@) (p(z"")]-

DO |
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Entonces 5(P) = Pos’ siy solo si 2°%(z") = r(2")(p(z™)), pero esto s6lo ocurre para X espacio

reflexivo.
Notar que hemos visto que s(P) = Q. Si X tiene la propiedad Dunford-Pettis pero no X,

entonces P es débil-secuencialmente continuo, pero no ). También tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.28 Si X es un espacio de Banach infinito-dimensional con propiedad de Dunford-

Pettis, entonces X x X' contiene a [*.

Dem. Si E = X x X’ no contuviera a [ entonces todo polinomio débil-secuencialmente continuo

serfa débil continuo sobre acotados [FGLI] . Por lo tanto el operador E — E’ asociado al

polinomio P de arriba serfa compacto, su correspondiente A serfa simétrica, y 5(P) = Po s

forzando a X a ser reflexivo, y en consecuencia finito-dimensional. m

Ejemplo 3.29 tos#tos.

Primero calculemos t' o Jg:

(t/ o JG) (.’E”, ZZL'/I/) — t/(JXN (.’13//), JX’” (.’13/”))
= (Ixn(@"), Txn(Txm (™))
— (JX“ (:L'”), $”/).

Ya hemos calculado $(P), y usando dicho célculo tenemos

Fos)(P)a",a") = ((P)ot o Ja)(a",a")
= SP) (T (a"), 2"
= )@ (o ()))]

— $/” (xl/)

Por otra parte tos = Jxs & Jx» = Jg con lo cual

(t ° S)(P)(CU”,:E”/) — (.'L'”,x/”)

(2" (@) + 2" (o)),

N N
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luego t o s = tos siy solo si 2”(p(x”")) = 2’ ("), pero otra vez, esto sélo sucede para X espacio

reflexivo.

Ejemplo 3.30 Un isomorfismo s : X' — Y’ tal que 5 no preserva la clase polinomios débil-

secuencialmente continuos.

Empezaremos con el conocido ejemplo de Stegall ([St]) de espacios de Banach X e Y con duales

isomorfos, tales que X tiene propiedad Dunford-Pettis pero no Y:

X=0_11 vy Y=Xolb

n>1

Llamemos s : X’ — Y’ al isomorfismo, y consideremos el polinomio 2-homogéneo ) sobre Y

definido por Q(x,a) = Y-, -, as. El operador Y — Y asociado a Q manda (z,a) a (0,a) y es

por tanto débil-compacto. Entonces (§osj)(Q) =s0s Q)= Q. Como X tiene la propiedad
Dunford-Pettis, todos los polinomios sobre X son débil-secuencialmente continuos [Ryi], en
particular (s=1)(Q) lo es. Luego 3 manda este polinomio débil-secuencialmente continuo a @,

que no es débil-secuencialmente continuo (Q(0,e,) = 1 for all n).

Proposicién 3.31 Sean E y F espacios de Banach, tales que E' es isomorfo a F'. Supongamos
que E 2 01 y que tiene base de Schauder achicante (‘shrinking’). Entonces los espacios Pysc("E)

y Pysc("F) son isomorfos.

Dem. Como E 2 {; se tiene que Pys.("FE) = P,("E) (ver [AHV] Prop. 2.12.) Supongamos
que F' D /1 entonces F’ es no separable y en consecuencia E’ es no separable por lo que E no

puede tener base achicante (ver [Di]). m

El mismo resultado de la proposicién anterior se tiene si F tiene base de Schauder incondicional

y achicante ya que en este caso no puede contener una copia de ¢; (ver [Di]).

Dedicaremos el resto de este capitulo a s y la extension de Nicodemi. Trabajaremos solamente
con aplicaciones a valores escalares. Para FE, I’ espacios de Banach con s : B/ — F’ un op-
erador continuo, se construye para aplicaciones a valores escalares (ver [CSCG]) el morfismo

$: L("E) — L("F) de la siguiente manera:
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Para 1 < j < n se define,

j—1 n—j+1 j n—j
st L("Fx..XxXFxEx...xE)—=L("Fx...xFxFEx...xFE)

como el morfismo que resulta de la composicién de los morfismos naturales y 6, : B — (05(B) :
(aty... an—1) — s(B(ay,...,apn—1)).

j—1 n—j 7—1 n—j

LOF x .. x FxEx...x E xE) LFx..xFxEx...x E,E)
j—1 n—j j—1 n—j

L"Fx Fx...xFxEx...xE).

e

b
=5

b LOFx.. xFxEx.. xEF)

e

Finalmente se define

VAR

= 5,08,-10...087.

Es claro de la construccién que si s es un isomorfismo entonces § también lo es. Esto no indica

que el isomorfismo inverso sea necesariamente el que resulta de la construccién hecha con s~ .

Probaremos que § y § coinciden sobre las formas n-lineales simétricas. Después de esto estaremos

en condiciones de dar un ejemplo que muestra la no funtorialidad de s — §.

Introducimos la siguiente notacién: Para B una forma n-lineal B% %" serd la forma (j—1)-lineal
que se obtiene de B fijando las dltimas n— j variables aj, ..., a, es decir, B4 % (xq,...,x;_1) =

B(xl, sy L1,y - ,an).

Sea A una forma n-lineal simétrica A, procederemos por induccién en j. Probaremos que
A / /

(sjosj_1o...o8)(A) (W1, Yjs Tjg1, - Tn) = A(Tjq1, ... 20, 8" (y1) ... 8" (y5)).

Para j = 1, siendo A simétrica, tenemos a1 (A)(xa, ..., zp)(z) = A(xa, ..., 2n, ) = A(x,T9,...,2p).
Por lo tanto para z € E” se tiene que z(a1(A)(z2,...,2,)) = A(z,x9,...,7,). Por otra parte,

ag(B)(y,x2,...,xn) = B(za,...,x4)(y).
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La tltima igualdad se debe a que las variables de E y las de E” conmutan en A.

Supongamos cierto el resultado para j—1, es decir, (sj_10...051)(A)(y2, .-, Yjs Tjs1,- -, Tn, T)
= A(Tj41,...,Tn, 2,8 (y2) ... s'(yj)) y probémoslo para j. Notar que la variable z puede inter-
cambiarse con T;i1,...,T, y ser considerada la primer variable de A. Para facilitar la escritura

pongamos B = (sj_j0...051)(A).

)

$j(B) (Y1, Y2 - Yj, Tjt1 - - Tn) 293(04 (B) (W2, Yjs Tjr1 - - - 2n) (1
Y2, Y55 T xn))(yl)
(g( )(yz,...,y],ﬂfjﬂ 29))
IO, 2441, s (12) - ' (37))
(yl) Lj+ly--rTn, S ( ) 8/( J))
Ljt+ly---rTn, S (yl) ( ) S (y ))

Finalmente la composicién de los n morfismos s; 's y el Lema 3.1 dan, para A simétrica, el

resultado deseado

3(A) 1,y yn) = (sno...0os)(A) (W1, yn) = A (1), -, 8 (yn)) = 5(A) (W1, - -, Yn)-
Ejemplo 3.32 fos #fo 3.

Usaremos 5 en lugar de § ya que trabajaremos con formas simétricas.

En las condiciones de los Ejemplos 3.27 y 3.29 tenemos las bilineales simétricas A y B asociadas

a los polinomios 2P y 2Q) respectivamente, definidas por

A((z,2"); () =2"(y) +y'(x) vy B",2);:(y",y) =2"(¢) +¢"(2)

Ambas formas estdn definidas en forma similar, por lo que alcanza con conocer la extensién Aron-
Berner de una de ellas para conocer la de ambas. Es claro que A no seré la forma simétrica que
se obtiene de P via la férmula de polarizacién puesto que de ser asi A serfa simétrica y por lo
tanto ﬁ = P o s pero el Ejemplo 3.27 muestra que esto no es cierto. Calculamos A via el

morfismo Jg donde E = X x X'.
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Notemos que A, ) = (', Jx(x)) como elemento de X' x X".
Asi,

"y (A)(z,2") = JpAu.)@"y")
= "y, Ix(x))
= ')+ " (Ix(x))

= (p(y"),y")(z,").

Entonces

A((:U”, x///); (y//’ y///)) _ (.1‘//, x///)(p(y”’)’ y”)
— JE’ (p(y )’ yl/) (IE”, xl//)
xl/(p(yl//)) +x/”(y”)-

"

Calculamos s(A)

5(A) (=", 2); (", y) = A", Tx(2"); (", Tx(¥)))
(p(Ix (') + Txr (=) (")

Ahora calculamos £(5(A)) que por ser 3(A) una forma simétrica resulta #(5(A)) = £(3(A)). Esto

junto con el célculo anterior nos da que #(3(A)) = t(B) = Bot' o Jg.

t(g(A))((SCH, l‘/,/); (y//’ yl//)) — E((JX// (ZE”), .’E///); (JX” (y//)’ y///))
— x///(r ° JX// (y//)) + JX// (x//) (y///)
— Ql'lll(y,/) + y”’(x”) )

— —_—

Por otra parte, por ser A simétrica, se tiene que fos(A) = tos(A) = A, donde la tltima
igualdad resulta de ser tos = Jg. Luego, t o s(A) = f08(A) siy solo si 2”(p(y") = y"'(2") para

todo z” en X" y todo v en X", lo que ocurre si y solo si X es reflexivo.
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Capitulo 4

Una topologia débil-polinomial sobre
espacios de Banach

En este capitulo consideraremos espacios de Banach reales F y polinomios continuos a valores
escalares con dominio en F. En las secciones 2 y 3 trabajaremos sobre reticulados de Banach

reales, para lo cual recordaremos las definiciones y propiedades elementales sobre el tema.

4.1 Seminormas dadas por polinomios.

Sobre F tenemos definidas, en términos de convergencia de redes, las topologias:

> Fuerte (||.||), dada por la convergencia en norma: z, — x siy solo si ||z, — z|| — 0.

> Débil (w), dada por la convergencia bajo las formas lineales: z, — x si y solo si

o(xq —x) — 0, para todo ¢ € E'.

> Débil polinomial (wp), dada por la convergencia bajo polinomios: z, 2y s y solo si

P(zy —x) — 0, para todo P € P("E), para todo n € IN; (ver [CCG]).

Se tienen las siguientes implicaciones

wp w
To — T = T — X = Tq — .
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Por otra parte, en todo espacio complejo de Hilbert infinito-dimensional H, la wp-topologia no
es lineal (ver [ACGq]). Otros ejemplos tanto en espacios de Banach reales como complejos donde

la wp-topologia es no lineal fueron dados en [BJL] y [CGG].

La falta de linealidad de la topologia wp muestra que, en general, las tres topologias mencionadas
son diferentes. Aun asi existen ejemplos, que mencionaremos luego, para los cuales se verifica

w = wp o wp = ||.||, con lo cual en estos casos wp si es lineal.

Con el objeto de obtener una topologia polinomial y lineal cercana a la wp en [GJL]] se introduce

la topologia 7. Para definirla necesitamos presentar la siguiente familia de seminormas.

Definicién 4.1 [GJLI] Para cada P € P("E) se define dp : E x E — IR>,

5 . 1 1 1
dp(z,y) = inf {|P(z —z)" +[P(z21 — 22)[" + -+ [Pz —y)[" }
k — cadenas
ke Z, k>0
donde por una k — cadena entendemos el conjunto ordenado {z1,...,z,} si k > 1 y el conjunto

vacio si k = 0.
Mencionamos a continuacién algunas propiedades elementales

Proposicion 4.2 Para P un polinomio n-homogéneo se tiene

(i) dp(x,y) < |P(z —y)|n.
(ii) dp(z,y) = dp(y,z), para todo x,y € E.
(iii) czp(x,y) < dp(m,z) + Jp(z,y), para todo x,y,z € F.
(iv) Jp(x +h,y+h)= dp(z, Y), para todo x,y,h € E. (invariancia por traslaciones)
(v) dp(Az, \y) = |A|dp(z,y), para todo x,y € E, y todo X € IR.
Dem. La primera propiedad se obtiene al considerar la cadena vacia. La simetria es clara. La

desigualdad triangular es consecuencia de tomar infimo sobre todas las k-cadenas variando k.

En efecto, dado € > 0, si {z1,...,2m}, {w1,...,w;} son cadenas verificando

3=

1 1= €
[P = 21)[7 + P21 = z2)|m + -+ [Pay — 2)|n <dp(z,2) + 5y
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[Pz = wn)| + |[Plwy = wy)| 7 + -+ [Plwr =yl < dp(zy) + 3,
entonces {z1,...,2Zm,2,w1,...,w;} es una (m + | + 1)-cadena que verifica que

dp(x,y) < dp(z,z) 4+ dp(z,y) + ¢, cualquiera sea ¢ > 0. En el mismo, sentido siendo & fijo,
{z1,...,2} es una k-cadena para x + h e y + h si y solo si {z1 — h, ...,z — h} es una k-cadena
para z e y; de donde se obtiene la invariancia por traslaciones. Finalmente, para todo A escalar
no nulo, {z1,..., 2} es una k-cadena para Az y Ay siy solosi {2L,..., 35} es una k-cadena para

z e y. Como P es un polinomio n-homogéneo y cada término de las sumas consideradas esta

afectado por la potencia % la dltima propiedad es inmediata. =

El siguiente paso, siguiendo [GJLI], es definir dp(z) = dp(z,0), para todo = € E. De la Proposi-

cién 4.2 se tiene el siguiente lema.
Lema 4.3 Dado P € P("E), la aplicacion dp : E — IR>( es una seminorma continua sobre E.
La continuidad se debe a la Proposicién 4.2, propiedad (i), dp(z) < |P(a:)]% < HP||% < |lz]].

Definicién 4.4 [GJLI] Sea T la topologia definida sobre E dada por la familia (dp)p cuando P
varia sobre todos los polinomios continuos n-homogéneo sobre E a valores escalares, y n varia

sobre IN.

Esta topologia T es convexa y lineal. Mas aun, para todo ¢ € E’ tenemos dy(x) = |p(x)|, asi

w<T <wp<|..

Para espacios como c¢y, el espacio de Tsirelson T* y C(K) (para compactos dispersos K), las
topologias w y wp coinciden sobre los conjuntos acotados. Entonces w = 7 = wp sobre conjuntos
acotados para estos espacios. Un polinomio se dice separante si existe una constante C' > 0 tal
que |P(z)| > C para todo = con ||z|| = 1. Si E tiene un polinomio separante, como f2, entonces
E tiene un polinomio n-homogéneo separante P, (ver [FPWZ]). Es decir, existe un polinomio
n-homogéneo P y una constante C' > 0 tal que |P(x)| > C||z||", para todo = € E, para ese

polinomio tenemos
1, 1
dp(z) = Cninf{||z — 21| + [|z1 — 22| + - - + [[2][} = Cn|lz].

Luego, Cn |z|]| < dp(zx) < K||z|| y dp resulta una norma equivalente a la norma dada sobre E.

En este caso 7 = wp = ||.||.
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4.2 Polinomios ortogonalmente aditivos

En la linea de [GJL]] estudiaremos la topologia dada por aquellas seminormas que corresponden
a una clase particular y no por ello pequena de polinomios. En las dos secciones siguientes,
centraremos nuestro estudio en los espacios de sucesiones y de funciones, vistos como reticulados

de Banach, ¢, y L,([0,1], ) con p la medida de Lebesgue, 1 < p < occ.

Para esto recordaremos la definicién de reticulados de Banach y la estructura natural de reticu-

lados de Banach que tienen los espacios £, y L.

Definicion 4.5 Un espacio de Banach real E, parcialmente ordenado se dice un reticulado

de Banach si se verifican:

(i) z <y implica x + z < y + z, para todo x,y,z € E.
(i) Ax >0, para todo x > 0 y todo X € IR>q.
(iii) Para todo x,y € E existe una cota superior minima x\Vy y una cota inferior mdzima x \y.

() ||z|| < |yl si|z| <|y|, donde el valor absoluto |x| de x € E se define por |z| =z V (—z).

Dos elementos x e y se dicen ortogonales o mutuamente disjuntos si verifican |z| A |y| = 0,

en cuyo caso notaremos, como es usual, z L y.

Todo espacio de Banach con base incondicional {e}ren de constante 1, es un reticulado de
Banach con el orden dado por Zkzl arer > 0 si y solo si ap > 0 para todo k € IN. Este orden
es llamado el orden dado por la base incondicional. Notar que dos elementos cualesquiera de
soportes disjuntos son ortogonales. Cuando la constante de la base no es 1, puede modificarse el
axioma (iv) de la definicién de modo que el espacio admite una norma equivalente que lo hace un
reticulado de Banach. Hay reticulados importantes, como los espacios C(K) para K conjunto
compacto y Ly(u) cuyo orden estd dado por el producto puntual, aunque L, tiene como base
incondicional la de Haar para 1 < p < oo. En estos casos también vale que dos funciones de

soporte disjunto son ortogonales. Para mas detalles ver ([LT] II.)
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Estudiaremos la topologia 7 definida, sobre reticulados de Banach E, por la familia de seminor-
mas (dp)p, cuando P varia sobre P,("E), el conjunto de polinomios ortogonalmente aditivos

definidos sobre E.

La topologia 7 estd cercanamente relacionada con la topologia débil-polinomial estudiada entre
otros articulos en [BJLI], [DG], [GGLI], [GL]]. En las secciones que siguen damos una caracter-

izacion esta topologia 7 para los espacios £, y L.

Definicion 4.6 Sea E un reticulado de Banach, se dice que una funcion f : E — IR es ortogo-

nalmente aditiva si f(x +y) = f(z) + f(y) siempre que x Ly, x,y € E.

Ejemplo 4.7 [Su] Sea E = {,, 1 < p < co. Para n > p, P,("E) es isométricamente isomorfo

a Lo via el morfismo P« & = (aj = P(€j))jen-

Notar que en este caso el conjunto Un>p P,("E) contiene un conjunto no separable y coincide

con el conjunto de polinomios diagonales sobre ¢, con n > p.

Ejemplo 4.8 [Su] Sea E = L,[0,1], 1 <p < oo y i la medida de Lebesgue.
Paral<n<p, Pe P,("E)&= 3 €€ L__ tal que P(z) = fol Ex"dp.
Paran =p, P € P,("E) & 3! £ € Ly tal que P(x) = fol Ex™dp.

Paran >p, Pe P,("E) < P=0.

La aplicacién P < & es un isomorfismo entre los espacios P,("FE) y L_» 0 Ly segun el caso.
p—n

En particular, Unzp P,("E) contiene un conjunto no separable si p es un nimero natural.

Ahora, definimos la topologia 7 y la topologia débil-polinomial asociada a este conjunto.

Definicién 4.9 Sea 7 la topologia definida sobre E por la familia de seminormas (dp)p cuando

P recorre P,("E) y n varia sobre IN.

Definicién 4.10 Decimos que una red (z4)o C E converge a x € E en la topologia wp, siy solo

si para todon € IN y para todo P polinomio n-homogéneo ortogonalmente aditivo P(xq—1x) — 0.
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Nuestro problema principal es el de caracterizar la convergencia de redes acotadas en la 7-

topologia y su relacién con la wp,-topologia, para los espacios £, y L.

4.3 71 sobre los espacios /,.

Daremos una caracterizacién de aquellas redes acotadas (z4)o C ) verificando que z, 5.
Con este propésito vamos a describir dp para P un polinomio ortogonalmente aditivo sobre
{p. Es claro que z, — x implica 7, — z debido a la igualdad |¢(a)| = d,(a). Teniendo en
cuenta que dp(z) < |P(ZL‘)’%, aquellos polinomios que son w-continuos sobre acotados no aportan
informacién adicional, a la que dan los elementos de E’, a la T-convergencia. Esto permite que
prestemos antencién sélo a polinomios ortogonalmente aditivos que no son w-continuos sobre

conjuntos acotados de F/, cuando esto sea oportuno.

Por otra parte se tiene que todo polinomio de grado menor que p sobre £, es w-continuo sobre
acotados (ver [BF] y [Ll], Th. 4.4.7 y Th. 4.5.9). Luego, cuando sea conveniente, restringiremos
nuestra descripcién de dp al conjunto de polinomios ortogonalmente aditivos n-homogéneos con

n > p; en otras palabras, al conjunto de polinomios n-homogéneos diagonales con n > p.

Sea P un polinomio ortogonalmente aditivo n-homogéneo con n > p. Digamos P(z) = Z;i1 a;xy,
con (aj)jen € oo, ver Ejemplo 4.7. Notar que si a; # 0, sélo para un nimero finito de j's,
entonces P es de tipo finito y en consecuencia w-continuo sobre acotados. Por lo tanto, consi-

deraremos aquellos P para los que aj # 0 para un ndmero infinito de j's.

Empezaremos con un ejemplo particular porque a través del estudio de este caso hemos dado
alcance a la caracterizacion general para polinomios ortogonalmente aditivos, no w-continuos,

de grado impar.

3 entonces dp(x) = 0 para todo

Lema 4.11 Sea 1 <p <oco, n=3, n>p. Si P(x) =372,z

x € L.

Dem. Mostraremos que dp(e;) = 0. La misma demostracién puede adaptarse para cada ele-

mento e; de la base canénica de £,,.

Como dp es una seminorma tenemos, para cualquier suma finita, que dp(ZN: 1zie) <
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Z;V:l |zj|dp(ej). Por lo que, probando que dp(e;) = 0, para todo j € IN, el resultado se
extiende a todo elemento de soporte finito. Luego, por continuidad y densidad se tiene que

dp(xz) = 0 para todo z en £,,.

Un Bosquejo: Por Proposicién 4.2 (i), se tiene que dp(ej) < |P(el)\§ = 1. Estimaremos dp(e1)

usando k — cadenas con “k — ceros”.

1 — cadena con “1 — cero” : Sea z1 = (3,—3,0,...). Entonces P(z1) = 0y dp(e1) <

|P(€1 — 21)’é = ? < 1.

2 — cadenas con “2 — ceros” : Sean z; = (%, —i, —%,—%,O,... , Y 29 = (%, —%,0,0,0, cel)e
1
3

)
3 3
Luego, P(21 — 22) = P(22) = 0y dp(er) < |Pler — 21)[s = Y < 2.
3 — cadenas con “3 — ceros” : Sean z = (%,—%,—é,—%,—%,—%,o,...),
z0=(2,-2%2,-2,0,0,...)y z3=(%,-2,0,0,...).
Asl, P(z1 — 22) = P(22 — 2z3) = P(23) = 0 y dp(e1) < % < %-

3
Podriamos continuar en este sentido y obtener dp(e;) < %, eligiendo elementos de soporte

finito. Si hacemos tender k a infinito se tiene el resultado deseado.

3
La Prueba: Obtendremos la misma estimacién dp(e;) < VQZ’“ con una sucesion doble de

2 — cadenas con “2 — ceros”.

Para cada k € IN se definen

kE_ (2k—1 1 _ 1 1 1 _ 1 _ 1
21 = (55 2% 2% 2% 2% 2% 55 0o
k_ (2k—3  2k=5 1 1 1 1 2k—3
Z2 _( 2k 2k 0 o 2k (*)ﬂa T2k T 2k oy T T2k 07 )

donde cada vector tiene sélo las primeras 2k-coordenadas diferentes de cero y (*) marca la k-

ésima. Para esta sucesién de 2 — cadenas tenemos que P(zf — z5) = P(z5) = 0y

3
dp(er) < |Per — 2F)[5 = Y2&,

Notar que esta sucesién doble puede ser corrida a la j-ésima coordenada para mostrar que

dp(ej) =0y esto vale cualquiera sea j € IN. =
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[o.¢] AT
j=1%%;

con (a;)jenN € loo. Si P no es w-continuo sobre acotados de £y, entonces dp(x) = 0 para todo

Proposicién 4.12 Sean € IN, 1 < p < oo, n un entero impar, n > p y P(z) = >
x € L.

Dem. Asumiremos que aj # 0 para todo j € IN. Definamos las sucesiones (z¥)ren v (25)ken
1

como en Lema 4.11 y pongamos para cada j € IN, b; = a;; y 28 = (bj(2h);), 25 = (b;(5);).
Para esta sucesién de 2 — cadenas tenemos que P(Zf — #5) = P(25) = 0 y dp(bier)

< |P(bie; — 2{“)\% = 712—‘/2? Como dp(bier) = |bi|dp(ey) resulta dp(ey) = 0.

Esta sucesion doble puede trasladarse a la j-ésima coordenada para mostrar que dp(ej) = 0

para todo j € IN.

Como dp es una seminorma se anula sobre todo elemento de soporte finito y nuevamente, por

continuidad y densidad dp(x) = 0 para todo x € £,,.

Por ser P no w-continuo sobre acotados entonces n > 1 y existen infinitos valores de j para los
que aj # 0. Si P(x) = Z;’il Ay Ty CON Qg # 0, una pequenia modificacién de la sucesién
doble ya definida da el resultado. En efecto, es suficiente trasladar las coordenadas no nulas de
zf y zé’ sobre las coordenadas de indices m; ’s para obtener que dp(em;) = 0 para todo mj.
Para los demas valores de j, P(e;) = 0y por lo tanto también lo es dp(e;). Entonces dp(e;) =0

para todo j € IN de donde se sigue el resultado. =

Observacién 4.13 Si P es un polinomio n-homogéneo ortogonalmente aditivo sobre ¢,
w-continuo sobre acotados, n un entero impar n > p, entonces dp(x) # 0 en muchos casos.

Por ejemplo, para toda ¢ € £, y para todo n € IN d(,n)(x) = [p(z)].

El siguiente lema muestra el rol importante que juegan, en esta topologia, los ceros de los
polinomios. Este resultado nos permitira describir, més adelante, dp para P € P("FE) polinomio

ortogonalmente aditivo cuando n es un entero par.

Lema 4.14 Sea E un espacio de Banach real y sea P un polinomio n-homogéneo sobre E,
entonces

dp(z) =dp(z+z) para todo z | P(z) =0, para todo x € E.
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Dem. Siempre que P(z) = 0, se tiene que dp(z) = 0. Por ser dp una seminorma, para cualquier
x € E tenemos que dp(z + 2) < dp(z) y dp(x) =dp((z + 2) + (—2)) < dp(z + z); de donde se

sigue la igualdad. =

Antes de proceder con el caso de grado par mostraremos otra prueba de la Proposicion 4.12

basada en el lema anterior.
Corolario 4.15 Proposicion 4.12, una sequnda prueba.

Dem. Como antes, es suficiente probar que dp(e;) = 0, para todo j € IN.

17 Caso: P(x) =372, 7.

Para todo z de la forma ZN_ xje; consideremos z = xyey_1 —xyen. Como P(z) = 0 tenemos
que dp(z) = dp(z) donde T =z + z = (x1,...,2Ny-1 + 2N,0,...) con sélo las (N — 1) primer

coordenadas no nulas. Procediendo inductivamente en (N — 1) pasos tenemos que dp(x) =

dp((C0  @j)er) = | 0 wjldp(en).

Apliquemos este resultado a = e; + --- + ey, entonces Ndp(e1) = dp(x) < |P(x)\% = Nn,
cualquiera sea N € IN. Como n > 1, dp(e;) = 0 y por ser P(e; —e1) = 0 el Lema 4.14 nos

permite asegurar que dp(e;) para todo j € IN.

240 Caso: P(x) = >.2 j=1 ajx}, con P no w-continuo sobre acotados. Como hicimos anteriormente
1

podemos suponer que a; # 0, para todo j € IN. Pongamos b; = aj 'y z = b ), — e luego,

P(z) = 0. Con célculos similares a los hechos en el primer caso se obtienen las siguientes dos

igualdades

(a) dp(e;) = \Zrdpwk) y

ba:]

) dp( Zazjej b1 ————|dp(e1).

De (a) queda claro que es suficiente probar que dp(e;) = 0. Si aplicamos (b) al vector

r=-e1+...+ ey, tenemos
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—
e

(4.1)

Y b \ N
‘T’dp(el):dp(el+...+eN)§’P(@1+..._|_€N - Z

‘Z] 1 ]‘n
|32 bl

Para toda sucesién a = (ay,) verificando a,, — [ # 0 se tiene que Ly(a) — 0si N — oo.

Ahora estudiamos el comportamiento del limite Ly (b) =

Afirmamos que dp(e;) = 0 o P es w-continuo sobre acotados.

En efecto, supongamos que dp(e;) # 0. Entonces, b; — 0. Una explicacién para este hecho es
la que sigue. Si no fuera asi, existe subsucesiéon acotada de (b;);jemv, digamos b= (bj, ke que
converge a algun valor [ # 0. Luego L N(INJ) — 0. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad,
que bj, = by. Asi, si aplicamos (b) a = ej, + ...+ ¢, se tiene de 4.1 que dp(e;) = 0; lo que
contradice nuestro supuesto.

1
Entonces b; = af -0y P resulta w-continuo sobre acotados en contradiccién con las hipétesis.

Finalmente concluimos que dp(e1) = 0 como queriamos probar. =

Ahora procedemos con el caso n par.

Proposicién 4.16 Sean € IN, 1 < p < oo, n un entero par, n > p y P(z) = Z;; a;x’} con

(aj)jen € loo

a) Sila funcion sign(a;), a; # 0, es constante, entonces d,(x) = |P(x o para todo x € £),.
i) @ p D

(b) Si existe un par i # j tal que a;, a; # 0 y sign (a;) # sign(a;), entonces d, =0 en £y,

Dem. Para el primer caso supongamos que, dado j € IN, sing(a;) = 1 o a; = 0. Definimos
2lla = 32721 aj] )l (2524 ( ,n/aj:tj)”)%. Por la desigualdad de Minkowski obtenemos, para

cualquiera de las sumas involucradas en la definicién de dp, que

1 1 1
[P(z —z1)|n 4+ [P(21 = 22)[n + -+ |P(zp) [
= [lz = z1lla + l21 = 22lla + - + 12k[la = [|2]]a;

Luego, ||z]|s < dp(z) < |P(9:)]% = ||z||a; de donde se obtiene la igualdad.
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Para el segundo caso, sean a; y aj dos elementos cualesquiera, no nulos, de la sucesion (a;);jen

con signos diferentes. Digamos que a; > 0y ai < 0.

1 1 1 1 1
i e; + ey w= e; —
Vaq Vai Y/ —ak Y Vai Y —ax

son ceros de P.

ex. Es claro que ambos, z y w,

1 1
Por L 4.14, ——d ) =d =d =3
or Lema 4.14, —— dp(e;) = dp(e) = dpla -+ +w) = 3

1 1
Por otra parte, {’? dp(e;) =dp(z) =dp(r —2) = dp(ex) entonces dp(e) = 0.

dp(e;) con lo cual dp(e;) = 0.

B n

a; —ag

Finalmente, para todos aquellos j’s tal que a; = 0 tenemos que P(ej) = 0 y en consecuencia

dp(ej) = 0. Asi dp(e;) =0, para todo j € IN, lo que concluye la prueba. =

Hemos descripto dp para todo P polinomio n-homogéneo ortogonalmente aditivo que no es w-
continuo sobre acotados de ¢,. Ahora estamos en condiciones de caracterizar la 7-convergencia

de redes acotadas en estos espacios.

Teorema 4.17 Sea E = {,, 1 < p < oo. Sea k el menor entero verificando p < 2k. Entonces,
para cualquier red acotada (rq)e yx € B

. w
To —x 80y solo si { (Z) fomd Y
(1) |lza —zllox — 0
Dem. Todo elemento ¢ de E’ es un polinomio ortogonalmente aditivo. Como [p(a)| = dy(a)
entonces se tiene (i). Para verificar la segunda condicién notar que p < 2k, entonces, P(x) =
E;’;l :1:]2'“ es un polinomio ortogonalmente aditivo 2k-homogéneo bien definido sobre £,,. Ademas
no es w-continuo sobre acotados. Por Proposicion 4.16, |24 —||2r = |P(zq —x)]i =dp(zq—2)

que converge a cero por hipdtesis.

Reciprocamente, sea P un polinomio ortogonalmente aditivo n-homogéneo sobre £,. Sin < p

entonces P es w-continuo sobre acotados y dp(xq — ) — 0.
Sean n > py P(z) =372, ajz}, con (aj)ieN € loo.

Si n es impar, por Proposicion 4.12, P es w-continuo sobre acotados o dp = 0. Luego,

dp(zq —x) — 0.
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Si n es par, por Proposicién 4.16, P es w-continuo sobre acotados, dp = 0 o dp(z) = |P(m)|%

1
para todo x € {,,. Para esta tltima situacién, sea A > 0 una constante tal que |a;|» < A para

todo j € IN. Asi, para todo y € £, (por ser p < 2k < n) tenemos que

3=

o " 1
dp(y) < [PW)l" =1 ajy;ln < Alylla < Allyllze. (4.2)

j=1

Esta desigualdad es todo lo que necesitamos para finalizar la demostraciéon. =

Corolario 4.18 Sea E ={,, p=1 o p € (2k — 1,2k] para algin k € IN. Entonces, para toda
red acotada (xo)q yr € E

T . . wWPo
To — X Sty solo st x4 — .

Dem. Como en Teorema 4.17, no analizaremos el caso n < p debido a la w-continuidad. Sea

n>py P(x) =37, a;a7, con (a;)jen € loo-

Elegimos, como antes, A > 0 tal que ]aj\% < A para todo j € IN. Si p # 1 entonces n > p,
n > 2k > p. Este k es el menor entero que verifica que p < 2k. La desigualdad |P(y)|% < Ally||2

y el Teorema 4.17 nos permiten asegurar que |P(x, — )| — 0.

Sip=1yn=1, P es una forma lineal, entonces z, — x. Si n > 2, el resultado se sigue de la

desigualdad \P(y)|% < Ally|l2 v el Teorema 4.17.

La reciproca es cierta gracias a la desigualdad dp(z) < ]P(x)ﬁ .

Observacién 4.19 Sea E = (), con p = 2k + 1 para algin k € IN. Entonces la wp,-topologia

es estrictamente mds fuerte que la T-topologia .

Dem. Consideremos P(x) = Z;; x? , que resulta un polinomio ortogonalmente aditivo

p-homogéneo bien definido sobre £,. Sea (2, )men la sucesién z,, = %el + %62 + ...+ %emp.
1

At |zmllp = |P(zm)| = 1y [|#m 2642 = ()72, donde 2k+2 es el menor entero par mayor que

p. La sucesién de soporte finito (z,,) es acotada en ¢, entonces, es w-convergente a cero. Luego,

por Teorema 4.17 es convergente a cero en la 7T-topologia pero no lo es en la wp,-topologia,

puesto que P(z,,) =1.=
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Terminaremos esta seccién con algunas observaciones finales que se deducen del Lema 4.14.

Corolario 4.20 Sean E un espacio de Banach real y P un polinomio n-homogéneo sobre E. Si
xr € gen[P~1(0)] entonces dp(x) = 0. En consecuencia si gen[P~1(0)] es un subespacio denso

en E, entonces dp =0 en E.

Dem. Fijemos z € gen[P~1(0)]. Dado € > 0 existe w = Zj‘il zj tal que P(zj) = 0, para todo

j=1,...,My ||lr —w| <e. Por Lema 4.14 es suficiente notar que

1 1
dp(z) = dp(z —w) < |[P[*[lz —w| <[[P[~e. n

Observacién 4.21 Si P es un polinomio P(x) = E;’il a;x7, con n entero impar, n > p; P no

w-continuo sobre acotados. Entonces gen[P~1(0)] es denso en £,

Dem. Mostraremos que la base canénica de £, estd contenida en gen[P~1(0)].

_1
Para aquellos j's con a; # 0 pongamos b; = a T Ahora consideremos, para los primeros indices

Ji,j2,j3 con a; # 0, los vectores vi = bjej, — bjej,, v2 = bjej — bjej, ¥
v3 = bjej, + bj,ej, — V/2bj,es . Los vectores e;,, ej,,ej, pertenecen al subespacio gen[P~1(0)]

puesto que se obtienen por combinaciones lineales de v, vs y vs.

Trasladando esta construccién a los siguientes tres lugares para los que a; # 0 y procediendo
en este sentido, tenemos que todo elemento de la base canénica de ¢, pertenece al conjunto

gen[P~1(0)] puesto que P(e;) = 0 para aquellos j's con a; = 0. =

Observacién 4.22 Para E = {, y P(z) =377, 1‘? la densidad del subespacio gen[P~(0)] es

suficiente pero no necesaria para determinar que dp =0 en fy,.

La sucesién doble definida en la demostracién del Lema 4.11 verifica P(2f — 25) = P(2§) = 0.

3
Luego, por Lema 4.14, dp(e1) = dp(e; — 2F) < % y |le1 — 2¥|l1 = 1, para todo k € IN;
obteniendo una aproximacién al valor de dp(e;) por elementos de la esfera con centro en e; y

radio 1.
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4.4 7 sobre los espacios L,.

En esta seccién investigaremos la topologia 7 sobre los espacios L,([0,1], 1) con p la medida de
Lebesgue. Usaremos la representacién dada en Ejemplo 4.8 para el espacio de polinomios orto-
gonalmente aditivos sobre espacios L, lo que nos llevard al resultado principal, Teorema 4.23.

Como corolario se obtiene una caracterizacién de la 7-convergencia sobre acotados en L.

Teorema 4.23 Sea E = L,[0,1], 1 < p < oo. Para todo P # 0 polinomio n-homogéneo
ortogonalmente aditivo sobre E (i.e. P(x) = fol Ex"dp on X, n < p,) se tiene:
(a) Sin es un entero impar y 1 < n entonces, dp =0, en Ly[0,1].

b) Sin es un entero par entonces, si &€ > 0 a.e. 0 & <0 a.e. dp(x) = |P(x %, ara todo
( p P
x € Lpy[0,1]. En otro caso dp =0 en L0, 1].

Dem. Por Ejemplo 4.8, todo polinomio ortogonalmente aditivo sobre L, puede escribirse, como
mencionamos en el enunciado, P(z) = fol ExdpconE € L p sin<p €€ Loosin=py
p—n

P =0 paran>p.

Para probar (a) partiremos la demostracién en tres pasos. Damos la construccién del Paso 1
por ser el ejemplo que nos llevé a la construccién general. De hecho, sélo utilizaremos las ideas
de éste en los pasos siguientes. Notar que para n = 1 el polinomio P es una forma lineal y

dp(x) = |P(z)].
Paso 1: £E=1,n=3,1<3 <p.
Probaremos que si P(z) = fol z3dp entonces dp(x) = 0 para todo x € L0, 1].

Cada elemento h; de la base de Haar de L, es un cero de P si j # 1. S6lo resta probar que

dp(h1) = 0. Pongamos 1 = hy = x[p1] y sea ¢ > 1. Para cada m € IN definimos

asi, P(hy,) = 0.
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Como P(I = hw) = (1+ 4907 = 1k + (1 - ) = (g + 31— v
dp(1) < [P(1 = hy)

estimacion, dp(1) <

ol

, para todo m € IN, haciendo tender m a infinito obtenemos la primer

S
()

Ahora fijemos m € IN y partamos el intervalo [0,1] en los siguientes cuatro subintervalos,
L = (q%, 1,1, = (qm%, q%],[g = (qm%, qm%],le =0, qm%] Definimos las funciones escalona-

das

% en Iy i en Iy
1 3/(g™=1)q 1 3/(g™=1)q
—= en Iy = en Iy
m 4 q—1 m 4 q—1
hl = m_1 2 ’ 2 = m_1 2
_i 3/(q q71)q en I _i 3/(q q71)q en Iy
1 1
-1V (@"=1)¢? en 14 -3V (@ =1)¢? en 14

Un céleulo directo muestra que P(hf* — h3') = P(h5') = 0y P(I — h") — 4(3)3. Como
dp(1) < |P(1- h{”)\% tenemos la segunda cota dp(1) < %.

Para el caso general fijamos k, m € IN. Hacemos una particién de [0, 1] segin los 2k subintervalos

I = <#71]7 I = (7qml+1;ﬁ}v-~-y Iy, = [0, Wﬁ] y definimos las funciones escalonadas
h{*, hy* como sigue;
% en I 722;3 en I
1 3/(qm—1)q 2k—5 3/(gm—1)q
— 1 en I k = en I
— g e 1 o[
w1 en I " s en Ty
m — L 3 M . m o __ L 3 M
r 2k q—1 en I ’ 2 = 5% =1 en I
VA= 1 3/l
C®V g1 en Iyt T 2% a—1 en Ixiq
3/ (qgm—1)gkt1 1 3/(gm=1gF T
T\ o e Y et en In
13 = 2k—3 3 —
T 2% (g™ —1)g*=2 en Iy — == (¢™ — 1?2 en Iy,

Cuando m tiende a infinito, puede verse que P(1— h{") converge a 2k(ﬁ)3, para cada k fijo. Por

— 3
otra parte, tenemos que P(h{* — h3y') = P(h5') = 0. Entonces, se obtiene la cota dp(1) < \égk,
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para todo k € IN. De aqui que dp(1) = 0.

Asi dp es cero sobre todos los elementos de una base y un razonamiento como en Lema 4.11

concluye la prueba en este caso.
Paso 2: £ > 0.

Probaremos que dp(1) = 0 y luego mostraremos como el mismo argumento puede aplicarse a
toda funcién caracteristica x[,p con 0 < a < b < 1. Como el conjunto generado por combina-
ciones lineales de funciones caracteristicas de este tipo es denso en Lp, podemos concluir por

continuidad y densidad como en Lema 4.11.

P
p—n

Primero notemos que £ € L;[0,1] y £ > 0 con r = o1 =00,sip=mn. Entonces £ € L]0, 1]

yfffd,u>()parat0d00§a<ﬁ§1.

Sea (tm)memn una sucesién estrictamente decreciente de nimeros en (0,1) tal que ¢, — 0.

Llamemos T}, (1) = f;n Edp, Tn(2) = [y &dp. Luego, T, (1) — P(1) y Tin(2) — 0.

Para cada m € IN se define

W=

de modo que P(h™) = 0.

Como P(T—h™) = (1)"T,0(1) + (/Tm(@) + 3 /(1) )" v dp(T) < |P(T — )|+ para todo

)
m € IN obtenemos, tomando limite sobre m, que dp(1) < % |P(1)

Ahora, para cada k € IN fijo, consideramos la particién del intervalo [0,1] dada por

oy, = {O, Um42k—25 -+ - s b1, b, 1}'

Procedemos como antes. Llamemos T,,(1) = ‘ftin Edp, Tn(2) = LTH &du, . . .,
Tm(2k) = fotm“’“*g &dp. Luego, T, (1) — P(1) y Tin(j) — 0, para todo 2 < j < 2k, para

cada k fijo, si m tiende a infinito.

Pongamos I; el intervalo que soporta T,(j) y w; = { ;ZEB para todo j > 2. Definimos

(A" )men v (h5")memn con la siguiente tabla
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I Iy R (Y I Lyt ... Iope
m. 2k=1 _ 1 _1 _1 _ 1 _1
h1 . 2% kag e 2kwk_1 kakz kak-i-l N 2kw2k
m. 2k—=3 2k— 1 1 _1 _2k=3
h2 . % L wg e %wk,l %wk %wkH e ok W2k

Otra vez hY" y hy' verifican las condiciones P(hT* — h5') = P(h%') = 0. También,

P =1 = ETn(1) + (V/Tn@) + & /T ()" + + (Y/T(2H) + 5 Y/ Tr(D)",

para todo m € IN y k fijo.

Como dp(1) < |P(1 — hm)|rll para todo m € IN tenemos que dp(1) < ]P(T)| para todo

') 3
N
™

k € IN luego, por ser n > 1, dp(1) = 0.

Para mostrar que dp(X[qp) = 0 es suficiente considerar una sucesién conveniente

(tm)men C (a,b) y repetir la construccién para la nueva particiéon. En esta situacion la

n

\/ 2k
estimacién obtenida es dp(x(qp)) < ‘P(X[a b )]n, para todo k € IN.

Paso 3: £ # 0 arbitraria.
Probaremos que dp(x|q)) = 0 para todo [a, b] subintervalo de [0, 1].

Notar que en el Paso 2 s6lo usamos la condicién £ > 0 para asegurarnos que 1, (j) # 0 para todo
2 < j < 2k, lo que hizo posible la construccién de las funciones A" y hi'. Para proceder en este
sentido basta probar la existencia de una sucesion (¢, )men que verifique una condicién similar.
Observar que también es necesario que la sucesién (t,)men converja al extremo izquierdo del

intervalo. Para la construccion de dicha sucesién usaremos el siguiente resultado

Lema 4.24 [R] (Lemma 8, p. 105.) Para toda & € Li[a,b] consideramos ~(t f &(s
t € [a,b]. Siy(t) =0 para todo t, entonces & =0 en casi todo punto del intervalo [a, b].

Sea h = X[ Yy @ =sup{d > a / |[q5) = 0 a.e}. Sia > a, X[q,q] € un cero de Py por Lema 4.14,
dp(Xja)) = dpP(X[ap) entonces deberfamos estimar dp(X[q4) donde existe un o > « tal que

€lja,ty) Z 0. Para simplificar notacién asumiremos que a = a = 0, entonces |(g 4, Z 0.
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Pongamos v(t) = fg &(s)du(s), para t € [0,to]. Ahora, podemos asegurar que existe t; < tp tal
que ¥(t1) # 0y &ljo, Z 0 para todo t € (0,t1).

Para elegir el siguiente elemento de la sucesiéon pongamos I; = [0, %] Existe w € I con y(w) # 0.
Notar que 7y es una funcién continua definida en I, intervalo conexo, v(0) = 0y v(w) # 0. Luego

~ no es una funcién escalonada y existe to € I7 tal que y(t2) # 0y v(t2) # fgl &(s)du(s). Entonces
Y(t2) 0y [it &(s)dp(s) =(t2) = J5" €(s)du(s) # 0.

Sea Iy = [0, %2] Notar que to y por tanto I» estdn ambos en las condiciones de t; e I1. Ahora,

podemos elegir t3 € Iy verificando y(t3) # 0y ftt; &(s)du(s) # 0.

Un procedimiento inductivo provee una sucesion (tp,)men tal que 0 < tp41 < tm  con

5
Y(tms1) # 0y fti’y’;lﬁ dup # 0. Claramente t,, — 0, y tiene las propiedades deseadas. Esto

concluye con la prueba de la afirmacion (a).

Para probar (b) consideramos la descomposicién natural de la funcién &€ £ 0, £ = €F — &y

llamamos A* = supp €7, A~ = supp £, Ag=1[0,1] — (AT UA™).
1¢" Caso: p(A*t) =00 u(A™)=0.

Mostraremos que dp(x) = \P(m)]% Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que p(A~) = 0.

Entonces u(A™1) # 0 puesto que & # 0.

Como P(z) = [+ £ a™dp, considerando la funcién {/&+ definimos, como en Proposicién 4.16,

lzlle = (fas (X §+$)”d,u)% = |P($)]% Gracias a la desigualdad de Minkowski tenemos que
Pz —z1)[i+ |P(z1 = 22)[ + -+ [P(ai)]
= llz = 21lle + [l21 = z2lle + - - + llzxlle = [l]le
Ast |P(@)]7 = el < dp() < |P()]5.
2% Caso: u(AT) >0y u(A~) > 0.
Probaremos que dp = 0. Para esto basta mostrar que dp(h) = 0 para toda funcién h = Xa,b]-

Pongamos py = u(A* N [a,8]) ¥ ps = u(A~ O [a,B]).
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Si p1 = p2 = 0 entonces supp h C Ag. Luego P(h) = 0y también lo es dp(h).
Si p;1 > 0y ps = 0 entonces fab §Fdp > 0. Como [, & du > 0 existe una constante § > 0 tal

que [Petdu =26, ¢ du>0.

Consideremos g1 = h + V/dx4—. P es ortogonalmente aditivo y g; es suma de funciones de

soporte disjunto, entonces

P(g1) =P(1h) +0P(xa-) )
=/ (Tl du+5/ (€7 =& )xa-dp
0 0

1 1
_ / € h dpu+ 6 / (€ )xadp
Ob 0
=/§+du—6 edu =

Anélogamente, go = h — ¥/6x 4~ es un cero de P. Por Lema 4.14, dp(h) = dp(h + g1 + g2) =
3dp(h) entonces dp(h) = 0.

Si pa > 0 y p1 = 0 procedemos como arriba. Resta probar el resultado para p; > 0y pa > 0.

Existe una constante § > 0 tal que f; Erdu = 5ff & du. Procediendo como antes pero con-

siderando las funciones g1 = hxa+ + Vohxa- v ga = hxa+ — V0 hya- tenemos que

1
P(g1) —/0 E(hxar + V6 hxa-)"dp
1
= [ (€ =€) nar + s )
01 1
= [ hvasdn—5 [ ¢ du
0 0

:/abgwu—é/abg—du: 0.

Anélogamente, P(g2) = 0y por tanto dp(h x4+) = dp(h x4-) = 0.

Escribimos h = h x 2+ + h xa- +h x4,- Como dp(h x4,) =0y dp es una seminorma tenemos
que dp(h) < dp(h xa+)+dp(h xa-)+dp(h x4,) = 0. Esto finaliza la demostracién del teorema.
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Corolario 4.25 Sea E = Ly[0,1], 1 <p < co. Entonces, para toda red (o) y v € E

(i) Za =z Yy
Ty =z siy solo si (i) fol &(xq —x)"dp — 0,  para todo n entero par, n < p,
para todo £ >0, €€ L » (£ € Ly sin=np.)
p—n

Observacién 4.26 Sea X = Ly[0,1], 1 <p < 2 la topologia T y la topologia w son la misma.

En efecto, si P es un polinomio n-homogéneo ortogonalmente aditivo no nulo, entonces n =1y

P es una forma lineal.

Teorema 4.27 Sea X = Lpy[0,1], 1 < p < oco. Sea k el mayor entero que verifica 2k < p.

Entonces, para cualquier red acotada (z4)o y x € X

(Z) xagl’ Yy

T . .
Ty — T Sty solo si ‘,
’ ! { (i1) |l — llax — 0

Dem. Toda ¢ € X’ es un polinomio ortogonalmente aditivo, de donde se obtiene (). Para
la segunda condicién notemos que 2k < p y por tanto P(z) = fol z?kdy es un polinomio 2k-
homogéneo ortogonalmente aditivo, bien definido, sobre L,. Por Teorema 4.23, ||zq — z||2x =

|P(xq — x)\ﬁ = dp(zq — x) que converge a cero por hipdtesis.

Para probar la implicacién reciproca usaremos el Corolario 4.25. Es suficiente verificar la condi-
cién (ii) para cualquier £ funcién continua, £ > 0 pues este conjunto es denso en el cono positivo
de L . Como n < p, n entero par, entonces n < 2k, ademas, por ser £ una funcién continua,
existe A > 0 tal que (]|« < A. Ahora estamos en condiciones de obtener una desigualdad

similar a (4.2) lo que concluye la prueba. =

Corolario 4.28 Sea L,[0,1], 1 <p <2 o p € [2k,2k + 1) para algin k € IN. Entonces, para

cualquier red acotada (xo)a yx € X
wpo

T . .
To — X Sty solo si xq — .

Dem. La convergencia en la topologia wp, implica la convergencia en la topologia 7. Reciproca-

mente, sea P un polinomio ortogonalmente aditivo sobre L,,, por Teorema 4.23. Si P no es una
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forma lineal y es de grado impar entonces dp = 0. Lo mismo sucede si P es de grado par cuando
estd dado por una funcién £ de signo no constante. El caso restante corresponde a polinomios
de la forma P(z) = fol &x"dp conn pary € > 0 ae. 0 & <0 a.e. Como queremos probar que
fo (o — x)"dp — 0 un argumento, como el que hicimos en el corolario anterior, de considerar

funciones continuas £ de signo constante finaliza la demostracién. =

Observacién 4.29 Sea X = Ly[0,1], con p = 2k + 1 para algin k € IN. Entonces la topologia

wp, es estrictamente mds fuerte que la topologia T.

Dem. Sea (Zm)men la sucesién dada por m = *R/m x| 1), que verifica |z [l2e41 = 1y
1 . m 7’
|Zmll2x = (%)ﬁ — 0, si m — oo, con 2k el mayor entero par menor que p. Ademds, para
. o . 1
cualquier funcién continua £ sobre [0, 1], fo £ xpmdp — 0, con m, y por tanto, z,, — 0. Entonces,

por Teorema 4.27, ., =o.
Ahora consideremos el polinomio ortogonalmente aditivo sobre L,,, P(x f ! 22k dp. Luego,
Tm 74> 0 pues |P(zy,)|=1.m=

Corolario 4.30 Sea X = Ly[0,1], 1 <p < co. Entonces, para cualquier red (o)q y x € X

(a) Sil<p<3, entonces xo—x siysolosi o Ly

(b) Sip>3y(ra)a, T son uniformemente acotadas, entonces
T . . Wpo
To — X Sty solo st xq — .

Dem. Sélo probaremos una implicacién ya que la desigualdad dp(x) < |P(33)|% nos da la otra.

La condicién (a) es obvia si 1 < p < 2 gracias a la Observacién 4.26 y para p = 2 gracias al

Corolario 4.25.

Ahora, si 2 < p < 3, un polinomio ortogonalmente aditivo P es una forma lineal o P(x) =
fo ¢x%dp, con € € L_»_. El resultado se sigue de la desigualdad |P(xq — )| < fol 1€/ (20 — x)2dp
y el Corolario 4.25 puesto que || > 0.

Ahora, sea P(z fo &x"dp, con € € L 2 (£ € Lo si p=mn). Consideremos 2 < n < p ya que

sin =1 P es una forma lineal.



94 CAPITULO 4. UNA TOPOLOGIA DEBIL-POLINOMIAL

Para n entero par, el resultado se sigue del Corolario 4.25 pues [£| > 0y |P(zq — 2)| <

fol |€](2q —x)"du. Para n entero impar (n—1) es par y n—1 > 2. Sea A > 0 una constante tal que
1 _ 1 _

1Talloos |7]]co < A. Entonces, |P(zq—x)| < fo 1€ (za—2)" Yo —a|du < 2Af0 1€l (za—2)" Ldpu.

El Corolario 4.25 implica |P(zq4 — )| — 0, lo que completa la demostracién. =

4.5 Polinomios Bloque Diagonales.

Todo espacio de Banach real con base incondicional, de constante 1, puede considerarse como
un reticulado de Banach, como ya mencionamos al inicio de la seccién 2 de este capitulo. Sobre
estos espacios los polinomios ortogonalmente aditivos coinciden con los polinomios diagonales.
Una generalizacién de esta subclase de polinomios es la clase de polinomios bloque diagonales

introducida y estudiada por V. Dimant y R. Gonzalo en [DiG].

Una base de Schauder descompone a un espacio de Banach en una suma de espacios

uno-dimensionales. Una sucesién de subespacios cerrados {Ejy}ren se dice una descomposi-
cién de Schauder del espacio E si cada elemento x € E admite una tnica representacién de la
forma x = Zk21 T, con x € E) para todo k > 1. Diremos que la descomposicién es finito-
dimensional (notaremos FDD) si todos los espacio Ej, son de dimensién finita. Para mas detalles

ver [LT] L.

En lo que sigue denotaremos {II; }rcv a la sucesién de proyecciones asociadas a la descomposi-
cién, esto es

k
Iy(z) = Zxk para todo 1z = ij, con x; € Ej.
=1 i>1

Sea J = {kj}jew € IN una subsucesiéon. Diremos que una sucesiéon {u;}jeyv € E es una

sucesién en bloques respecto de J si u; € Im(Ily, — Iy, _,), para todo j > 1.

Definicién 4.31 [DiG] Sea J = {kj}jenw C IN una subsucesion. Para cada j € IN, sea
oj = Uy, — Ug;_,. Se define la clase de polinomios n-homogéneos Bloque Diagonales con
respecto a J al conjunto

o0

D;={PeP("E)/ P(x) = ZP(Jj(x)), para todo x € E}.
j=1
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Notar que o; depende de la subsucesion J.

Consideremos D("E), el subespacio de P("E), formado por los polinomios n-homogéneos bloque
diagonales sobre E. El espacio D("E) depende de la descomposicién F'DD que se esté consideran-
do, por lo que partiremos con una descomposicion fija. Ahora si, definimos la topologia 7p y la

topologia débil-polinomial asociada a este conjunto.

Definicion 4.32 Sea mp la topologia definida sobre E asociada o la familia de seminormas

(dp)p cuando P wvaria sobre D("E), para todo n € IN.

Definicién 4.33 Decimos que una red (z4)o C E converge a x € E en la topologia wpp si y

solo si para todo n € IN y para todo P polinomio n-homogéneo bloque diagonal P(zo — ) — 0.

Al considerar polinomios méas generales (todo polinomio diagonal en un espacio de Banach con
base de Schauder es bloque diagonal en éste) obtenemos una caracterizacion mas débil, la de la

convergencia de sucesiones.

Lema 4.34 Sean E un espacio de Banach con FDD incondicional, n € IN entero impar y P
un polinomio n-homogéneo bloque diagonal. Entonces, para toda sucesion (xx)ken, y todo x en
FE se tiene

Ty — T = dp(xp, —x) — 0.
Dem. Sea J C IN un conjunto de indices tal que P es bloque diagonal respecto de J, es decir,
P pertenece a Dj("E).

Supongamos que dp(xy — x) / 0. Entonces, existe 6 > 0 y una subsucesién de (zj)rev, que

para simplificar notacién seguiremos llamando (xy)kepv, tales que

d <dp(zp—z) < HP”%HLL‘]C — x|, para todo m € IN. (4.3)

La sucesién (z — z)rev es débil-nula y ademds seminormalizada (por 4.3), entonces existe una
subsucesién (7, )jenv ¥ (u;)jen una sucesién en bloques, débil-nula, con respecto a J; C J tales

que [[(zg; — ) — uj| — 0 si j — oo; (ver Lema 1.1 [DiG]).
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Por ser P bloque diagonal respecto de J, lo es respecto de J; y sobre el subespacio ¥ =

[uj : j € Ji], P toma la forma de polinomio diagonal admitiendo la escritura
P(y) =) P(uj)yj, paray=> u;y;
Jj=1 Jj=1

Como P es continuo, es uniformemente continuo sobre acotados; ambas sucesiones (z, —)jen
y (uj)jen son débil-nulas (por tanto acotadas) cuya diferencia tiende en norma a cero. Luego,
para &~ > 0 existe jo € J; tal que para todo j > jo vale |P(u;) — P(zy, —2)| < 9" Entonces,
para todo j > jo

(P(uj)| > |P(an, — )| = |P(us) = Plaw, — )| > dp(a

i
Esto asegura que hay infinitos valores de j para los cuales P(u;) # 0.

Notemos que P esta bien definido en /,,. Entonces, por Proposicién 4.12 tenemos que dp(u;) = 0,

para todo j € J;. Luego,
1
6 <dp(zg;, —x) < dp((wg; — x) —uj) +dp(u;) < || P||=||(zg;, — x) — ;]| — 0,
contradiccién que nos permite asegurar que dp(xp — ) — 0. =

En su trabajo de tesis doctoral R. Gonzalo introdujo los conceptos de r-cota inferior, propiedad
T, e indices superior e inferior de un espacio de Banach E. Los dos primeros conceptos son
hechos en analogia los de r-cota superior y propiedad Sp, (ver [G;] o [GJ]). En estas notas
iremos introduciendo sélo las nociones que han sido necesarias para el desarrollo de nuestro

estudio.

Definicién 4.35 Sea 1 < r < oo. Decimos que una sucesion (xg)reny en E tiene una r-cota

inferior si existe una constante C' > 0 tal que para todo k € IN y cualesquiera escalares a1, . . ., ax
k ) k
OO lagN) <11 ajall
Jj=1 Jj=1
k

(C’jgaxk |(1j| < H Zajxjﬂ para r = OO)
9oy J:1
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Proposicién 4.36 Sean E un espacio de Banach con base incondicional (e )re N con una r-cota

inferior para algin 1 <r < oco. Si (zvx)rewy C E y x € E verifican
(@) 2y >z y
(b) ||zx — x|l — 0 si k — oc.

Entonces, para todo P polinomio n-homogéneo bloque diagonal, con n > r; P(xy —z) — 0.

Dem. Sea P polinomio bloque diagonal respecto de J C IN, de grado n > r.
Si |P(zr — x)| # 0, pasando a una subsucesién de ser necesario, se tiene |P(zy — x)| > 9,

para todo k > 1, para algun § > 0.

Asi, § < ||P||||lxx — x||" vy (xx — )k € NV es una sucesién débil-nula seminormalizada. Otra
vez, por Lema 1.1 [DiG], existe una subsucesién (zy,)jenv ¥ (uj)jen una sucesién en bloques,
débil-nula, con respecto a Ji C J tales que [|(zy;, — x) — ujl| — 0 si j — oo. Ademds, P
resulta diagonal respecto de J; admitiendo, sobre el subespacio Y = m, la escritura

de polinomio diagonal,

P(y) =Y P(u;)y}, paray=> u;y;,.

Jj=21 Jj=21

Siguiendo el razonamiento hecho en Lema 4.34 existen infinitos valores de j € J; tales que
|P(uj)| > %n > 0. Por otra parte, por ser (P(u;)) una sucesiéon acotada existe una constante

positiva C tal que

1Py < > [Pl lly; I < Cllyliz < Cllyll-
JE€N1

Si vemos que |lujl|, — 0 cuando j — oo llegaremos a una contradicciéon. Para esto digamos

que la base (eg)ren tiene constante M y recordemos que tiene una r-cota inferior y que r < n.

Ahora,

il < Ny = 2k, = 2)llr + [l2g, — [l

< Mluj = (zg; = o) + llzg; =2l — 0,

y concluimos que P(zy —x) — 0. =
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Definicion 4.37 Sea 1 < r < 0o0. Decimos que un espacio de Banach E tiene la propiedad T,
si toda sucesion débil-nula seminormalizada (zy)ren tiene una subsucesion (Ty;)jen con una
r-cota inferior, i.e, existe un C > 0 tal que tal que para todo m € IN y cualesquiera escalares

A1y...,0m
m . l m
CO a7 < 1D ajag|
=1 =1

m

(Cj:HllaXm ’CL]" < H Z T, || para r = OO)
yees et

Definicién 4.38 [GJ] Para E espacio de Banach se define el indice inferior de E que estd

relacionado con las propiedades T). por

u(E) =inf{r > 1, tal que E tiene propiedad T,} € [1,00).

Si E es un espacio de Banach con FDD incondicional los espacios P("E) y Pysc.("F) coinciden
siy solo si P(*E) y Pus(*E) coinciden para todo 1 < k < n, (ver por ejemplo [DiG], Corollary
1.7.) Ademsds, todo espacio de Banach E con base incondicional débil-nula admite un polinomio
n-homogéneo no wsc con tal que n > u(E), donde u(E) es el indice En este contexto tiene

sentido la siguiente definicion.

Definicion 4.39 Para E espacio de Banach definimos por indice de continuidad polinomial

débil secuencial de E al valor dado por

wse(E) =sup{ n € IN tal que P("E) = Pys.("E)}

Notar que wg.(E) esta bien definido y wg.(E£) > 1 puesto que las formas lineales son siempre
débil-secuencialmente continuas. Por otra parte si E tiene propiedad Dunford-Pettis ws.(E) =

Q.

Teorema 4.40 Sea E un espacio de Banach con base incondicional (ex)ren Yy wse(F) < 00. Si
(ex)ken tiene una mo-cota inferior, ng el primer entero par estrictamente mayor que ws.(E),
entonces para cualquier sucesion (xp)keny y ¢ € E

(i) =2z y
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Dem. Las formas lineales son polinomios diagonales, luego x;, — x implica (7).

Consideremos P(y) = Zygbo si y = > ;>1Yj€- P es un polinomio bien definido sobre E; en
Jj21
efecto, si M es la constante de la base se tiene

m m
1
(E y;°)ro < M| g yje;|| — 0, cuando n,m — oo.
j=n

j=n
1
Por Proposicién 4.16, ||z — z||n, = |P(zr — z)|"0 = dp(xp —x) — 0.

Reciprocamente, supongamos que valen (i) y (éi). Para P un polinomio n-homogéneo bloque

diagonal se tiene:
Si n es impar, por Lema 4.34, dp(z — z) — 0.

Sin es par y n < ng, entonces n < ws.(E) y todo polinomio n-homogéneo sobre E es débil-

secuencialmente continuo, con lo cual P(zy —x) — 0y dp(zx —z) — 0.

Sin > ng, como (ex)ren tiene una ng-cota inferior y ||z — z||,, — 0, por la Proposicién 4.36 y

la desigualdad dp(y) < \P(y)ﬁ también vale que dp(zy —z) — 0. =

Corolario 4.41 Sea E un espacio de Banach con base incondicional (eg)ren Y wse(E) = 2m—1,
para algin m € IN. Si (ex)ren tiene una 2m-cota inferior, entonces para cualquier sucesion

(zk)ken yz € E

™D . . wpp
T —x stysolosi xp — T
Dem. Otra vez la desigualdad dp(x) < \P(a:)|% nos da una implicacién. Veamos la otra. Sea
P un polinomio n-homogéneo bloque diagonal.
Sin < ws(F), entonces P es wscy P(xy —x) — 0.

Sin > ws(F) = 2m — 1, entonces n > 2m. Como x;, 3 x, por Teorema 4.40 ||z — z|j2m — 0y

el resultado se sigue de la Proposicién 4.36 puesto que (eg)ren tiene una 2m-cota inferior. =

Comparemos la convergencia de sucesiones para las topologias 7 y 7p sobre espacios £,
1 < p < o0, (¢1 es Schur). Es claro que 7 < 7p puesto que todo polinomio ortogonalmente aditivo

es w-continuo sobre acotados o diagonal. Ahora, si p € (2m — 1,2m] entonces wy.(¢p) = 2m —1,
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y si p € (2m — 2,2m — 1] entonces ws.(¢,) = 2m — 2, en ambos casos el primer entero par
estrictamente mayor que ws.(fp) es 2m. Ademas, al ser p < 2m la base canénica de £, que
es incondicional, tiene una 2m-cota inferior. Por otra parte, m es el menor entero que verifica
p < 2m. Entonces el Teorema 4.17 y el Teorema 4.40 nos permiten asegurar que para toda
sucesion (zg)ren y « € 4

™D . , . T
T —x siysélosi xp — .

Asi también, por Corolarios 4.18 y 4.41 tenemos que si p € (2m — 1,2m] entonces para toda
sucesion (zg)ren vy « € 4,

WPo . , . wpp
T — x siysllosi zp —

esto es, ua sucesion converge bajo polinomios bloque diagonales si y sélo si converge bajo poli-

nomios diagonales.

Para mostrar que la wpp-topologia es, en general, estrictamente méas fuerte que la 7p-topologia
basta considerar el ejemplo dado en la Observacion 4.19. En efecto, wsc(fom+1) = 2m luego, el
menor entero par estrictamente mayor que wg.(f2m+1) €s 2m + 2 y el polinomio que ofrece el

contraejemplo es diagonal.

Finalizamos estas notas con un ejemplo. Mostraremos una familia de espacios de sucesiones de
Orlicz para los que hemos caracterizado la convergencia de sucesiones en las topologias mp y

wpp. Estos espacios, en general, son distintos de espacios £y,.
Ejemplo 4.42 Espacios de Orlicz en las hipdtesis del Teorema 4.40

Una funciéon de Orlicz M es una funcién continua, convexa y no decreciente definida sobre la
semirecta IR>q, tal que M(0) =0y 1tlim M (t) = co. Cada funcién de Orlicz M tiene asociada
= —00

el espacio £y, formado por la sucesiones a = (ap)reny tales que para algin A > 0

ZM(‘G/\’“‘) < 00
k=1

[e.e]
Este espacio es de Banach dotado con la norma ||| = inf{\ > 0; Z M(|a;|) <1}.

k=1
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Los indices de Boyd asociados a los espacios £ estan definidos por

M (uv) . . M (uv)
= >1: — < ; =inf{qg>1: f —%>0
B {P ; 0<S££)§1 uP M (v) OO} 7 P =i {q = o<ust utM(v)

estos indices aportaran la informacién que necesitamos sobre el espacio £);.

En efecto, si E = £); es un espacio de Orlicz asociado a una funcién de Orlicz M, con aps y OB

los indices de Boyd, se tiene (ver [Gg], Th. 1.2 y Cor. 4.2)

(i) Si apr > n entonces, todo polinomio n-homogéneo (y por lo tanto, todo polinomio k-

homogéneo con k < n) sobre £3; es débil-secuencialmente continuo.

(ii) Si By < n entonces la base candnica de £)7, que es incondicional, tiene una n-cota inferior.

Puede verse que cada funcién de la forma M(t) = |log(t)|*t?, con a > 0y B > 1 es una
funcién de Orlicz en algin intervalo [0,%9] con t9 > 0. Asi, M puede ser extendida a [0,00).
Para el cédlculo de ajps y By los valores que toma M fuera de un entorno de ¢ = 0 carecen de

importancia (ver [LT], I). Independientemente del valor de « los indices de Boyd coinciden, més

aun ap; = By = 0.

Afirmamos que la familia de funciones M(t) = |log(t)|*t?, con a > 0y 3 = 2m — 1, para algiin
m € IN; produce una familia de espacios de Orlicz ¢js, con £j; no isomorfos a ¢, (para todo

1 < p < ) donde la wpp-convergencia de sucesiones es equivalente a la 7p-convergencia.

En efecto, el espacio fo,,—1 estd complementado en ¢j; (ver Ex. 4.c.1, [LT], I) con lo cual el

polinomio P(z) = Ej; x?m_l definido sobre #o,,_1 puede extenderse a £;; via la proyeccion.
Como P no es wsc entonces su extensiéon tampoco puede serlo. Luego, por (i), tenemos que
wse(lpr) = 2m — 1. Asi, ng = 2m es el primer entero par estrictamente mayor que wg.(¢pr),

ademads la base (er)rev tiene una 2m-cota inferior gracias a (7).

Por otra parte tenemos que ¢j; ~ £, para algin 1 < p < oo si y solo si M = tP, i.e.: existen

constantes A, B > 0 tales que AtP < M(t) < BtP para t € [0, 1] (ver [Gg], Cor. 1.5).

Entonces, para las funciones consideradas, £3r no puede ser isomorfo a [, para ningin 1 < p < o0;
pues de serlo existirfan constantes A, B > 0 tales que A < [log(t)|*t?" < B, con o > 0y t € [0, 2]

y esto es imposible, cualquiera sea 3’ € IR.
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