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FUNCIONES ANALITICAS EN ESPACIOS DE BANACH

Funciones analiticas: teoria general

Notacién: E,F y X serdn espacios de Banach. Para F, Bg denota su bola unidad abierta y E’ su
espacio dual. Si U C E es abierto, H(U; F) denota el espacio de funciones analiticas de U en F.
Cuando F' = C escribimos H(U).

1. Sean P, € P(*E,F), k € Ng,seaa € By f: E — F la funcién

f(x) =Y Pilz—a) (1)

k>0

Sea 7. el radio de convergencia de f ena (r. =rc.(a) =r.(f,a)):

re = sup{r >0: Z Py(z — a) converge uniformemente a f(z) en B(a,p), Vp<r}.
k>0

Mostrar que vale la féormula de Cauchy-Hadamard:

1

Te = —m—— .
° 7 Timsup | Pl F

2.8eaa€Ey ft E—F, f(x) =350 P(r —a) con P, € P*E,F)y Ay, € L(*E, F) tales que
Ay, = P

(a) Mostrar que la serie tiene radio de convergencia positivo si y sélo si limsup || Ax||* < oo.
(b) Mostrar que la serie tiene radio de convergencia infinito si y sélo si limsup || A||* = 0.

(c)Si E =ty f(r) = > p>q®1.--- ., entonces limsup |AxllF = elimsup||Py]|#.
Concluir que no puede usarse indistintamente ambos limites superiores para calcular r..

3. Sea (¢r) C E' tal que vy %, 0. Mostrar que f(z) =Y 4o, pr(z) estd en H(E) es decir, es
entera: admite un desarrollo como en (1) para todo a € E con r.(a) > 0.

4. Sea (yx)r>0 C F y sea f: C — F la funcién dada por f(\) ="+, ey, Mostrar que si f =0
en un entorno de A\ = 0 entonces y; = 0 para todo k. -

5. Sea (Pi)yso € P(*E, F), una sucesién tal que la serie >, -, Px(z—a) = 0 para todo z € B(a,r.)
donde r, > 0 es el radio de convergencia. Probar que P;, = 0, para todo k.
Concluir que si U C E es un abierto conexo, f: U — F es analitica en U y a € U, el desarrollo

en serie de potencias de f alrededor de a es tnico.

6. Sea U C E abierto conexo, f € H(U; F). Sea S ={x € U: %ka(;v) =0, Yk > 0}. Probar que
S=0o0S=U.

7. Sea U C E abierto conexo y f € H(U; F)

(a) Probar que son equivalentes:
i f=0.
ii. fly =0 para algiin V C U, abierto.
iii. Existe a € U tal que %cfkf(a) = 0 para todo k > 0.

(b) Mostrar que si dim(E) > 2, no vale el resultado que se tiene para funciones de 1-variable
compleja: f(z,) = 0 para (z,) una sucesién con puntos de acumulacién, entonces f = 0.
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Sean XY dos espacios de Banach y sea V' C F un abierto. Sean S € L(E;F), T € L(X;Y) y
f € H(V;X). Probar que To f € H(V;Y)y foS € H(U;X), paraU = S~1(V).

Sea U C F abierto y sean f,g € H(U). Mostrar que f-g € H(U) y que ademds si Pg(-) es el
polinomio k-homogéneo correspondiente, se tiene

k
Pi(f-g)(x) = ZPk,j(f)(a?) - Pj(g)(z), paratodoz €Uy todok > 0.
=0

Probar que vale el Teorema de Liouville para f € H(E;F). Es decir si f es entera y aco-
tada entonces f es constante. (Sugerencia: para cada ¢ € F’ considerar g(\) = o(f(A\z)),
g: C—C)

Sea U C E abierto conexo, f: U — C, analitica no constante.

(a) Probar que f(V) es abierto para todo abierto V C U.
(Sugerencia: considerar x,y € V tales que f(x) # f(y) (;por qué se puede?) y el conjunto
Qoy={AeC:iz+ANy—2)eV})

(b) Mostrar que el resultado no es vdlido si f toma valores en F, con dim(F') > 2.

Sea U C E abierto conexo, f € H(U) tal que existe a € U con |f(z)| < |f(a)| para todo x € U.

(a) Probar que vale el Principio del médulo méximo, es decir f es constante.

(b) Sea f: A — (C2?,||.]|s), dada por f(z) = (1,z). Mostrar que f es una funcfon analitica
que alcanza su maximo en todo punto de A sin ser constante. Concluir que el Principio
‘norma’ méxima no es valido si f toma valores en F'y dim(F') > 2.

Sea U C E abierto conexo y sea f € H(U). Probar que df: U — E', la diferencial de f,
pertenece a H(U, E').

Integral de Bochner

Sea (2,%, 1) un espacio de medida finita, u > 0. Probar que si f: Q — F, es p-medible y
(fn) v (gn) son dos sucesiones de funciones de 2 en F' simples p-medibles, que convergen a f

en casi todo punto de Q y verifican lim / | frn — flldp = 0 = lim / llgn. — flldp entonces
lim [, fndp = lim [, gndp y la integral de Bochner de f estd bien definida.

Nota: si u es una medida signada, se considera la descomposicién de u = u+ — ™ v se obtiene la
definicién de funcién Bochner integrable si (£2, X, 1) un espacio de medida finita. Andlogamente
se procede si p es una medida compleja.

Sea (2,3, 1) un espacio de medida finita, con  un compacto Hausdorff y p una medida de
Borel. Sea f: Q2 — F una funcién continua.

(a) Probar que f puede aproximarse uniformemente en €2 por una sucesién de funciones simples
p-medibles.

(b) Probar que f es Bochner integrable.

(Teorema de Convergencia Mayorada). Sea (€, %, 1) un espacio de medida finita, sea (f,) una
sucecién de funciones Bochner integrables de {2 en F' que converge en casi todo punto a una
funcién f. Sea g: Q — R integrable tal que || f,(w)| < g(w) para todo n € N y para casi todos
w € Q. Probar que f es Bochner integrabe, lim [, || fn — f|ldp = 0 y que lim [, fodp = [, fdp,
para todo C' € X.

Caracterizar los siguientes espacios, donde X es un Banach.

(a) £1®,X. ;Qué se obtiene para £1&@,¢;?

(b) #1(I)®,X, donde ¢1(I) es el espacio de familias absolutamente sumables indexadas en I.
(¢) Li(p)®xLi(v), para p y v dos medidas finitas sobre un intervalo real.

Sea E un espacio de Banach y X C E un subespacio cerrado. Probar que ¢;(I)&,X es un
subespacio de /1 (I)®, E.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Mostrar que ¢1®,X coincide con Ly(co; X), el espacio de los operadores nucleares, Mostrar
demds que para cada operador nuclear T', |||y = >~ | Tex||, con (e,) los vectores candnicos
de cp.

Polinomios de una variable

Sean Ag, A1,..., A, en K, n + 1 puntos distintos.

(a) Sean yo,y1,--.,yn en F, arbitrarios. Probar que existe un tnico polinomio L € P(K; F)
de grado a lo sumo n tal que

L(\j)=y;, para j=0,1,...,n.

(b) Sea Lj € P(K) el tnico polinomio (de K en K), de grado a lo sumo n que verifica Ly()\;) =
d;k, para j = 0,...,n. Probar que cada polinomio P € P(K;F) de grado a lo sumo n se
puede representar por

P(\) =Y P(\)Li(d),  paratodo A €K
k=0

n

Sea P: K — F una funcién.

(a) Sea P,,: K — F una sucesién de polinomios de grado a lo sumo n que converge puntual-
mente a P, mostrar que P es un polinomio de grado a lo sumo n.

(b) Probar que P es un polinomio de grado a lo sumo n si y sélo si ¥ o P: K — K es un
polinomio de grado a lo sumo n, para toda ¢ € F".

(¢) Probar que P es un polinomio si y sélo si 9o P: K — K es un polinomio, para toda i) € F’.

Sea P: K™ — F una aplicacién que resulta un polinomio en cada variable por separado. Mostrar
que P es un polinomio.

Sea f: E — F una aplicacién tal que f(a 4+ A\b) es un polinomio en A cada cada a,b € E.

(a) Mostrar que f|pr: M — F es un polinomio para cada subespacio M C E de dimensién
finita.

(b) Mostrar que existe una sucesién P, : E — F, de polinomios n-homogéneos, tales que

flx) = Z P, (x), para cada x € F,
donde para cada z € F se tiene que P,(z) = 0 para todos, salvo finitos, n’s. (Sug: Para
cada x € E trabajar con Az, A € K.)

Una aplicacién P: E — F' es un polinomio de grado a lo sumo n si y s6lo si P(a + Ab) es un
polinomio en A de grado a lo sumo n, cada cada a,b € E.

Funciones analiticas

Sea U C E un conjunto abierto y sea a € E. Para cada f € H(U; F) se define f,: U —a — F
la aplicacién dada por f,(z) = f(a + x) para cada x € U — a.
(a) Mostrar que f, € H(U — a; F) y que P, f,(b) = ppf(a+b), para cada b € U — a, Vn € Ny.

(b) Mostrar que la aplicacién f — f, es un isomorfismo de espacios vectoriales entre H(U; F)
y H(U — a; F).
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Sea Y, o Pn(z — a) una serie de potencias de E en F' con radio de convergencia R > 0 y sea
f: B(a,R) — F dada por f(z) = > n>0 Pnlz — a) para cada € B(a, R). Mostrar que f es
analitica en U = B(a, %) i Puede probarse que f es analitica en V = B(a, R)?

Sea U C E abierto y sea f € H(U; F). Probar que
(a) f es coninua.

(b) f es localmente acotada (i.e. dado a € U existe V entorno de a tal que f|y es acotada.

(c) Paracadaa € U,z € Ey 9 € F' la funcién g: C — C, dada por g(\) = f(a + A\x) es
holomorfa en el abierto {A € C: a + Az € U} C C.

Sea U C E abierto y sea f € H(U; F). Supongamos que existe Y C F' un subespacio cerrado
tal que f(z) € Y, para todo « € U. Mostrar que f € H(U;Y).

Sea U C F abierto y conexo, y sea f € H(U; F). Probar que son iguales los subespacios cerrados
de F generados por f(U) y M, = {A,f(a)(z1,22,...,2,);con z; € E;n > 0}, donde A, f(a)
es la n-lineal simétrica asociada al polinomio del desarrollo de Taylor de f en a, P, f(a).

Sean P, € P("E;F) tales que > - | P,(z) converge puntualmente, para todo = € E, a f(z).
Probar que f € H(E; F).

Sea P € P(E; F) un polinomio continuo de grado a lo sumo m. Mostrar que

P(a+ wz)
/|w|_r 7&_}’““'1 dw = 0)

para todo a,z € E, r >0y k > m.

Sea f € H(E; F) una funcién tal que existen m € Ny y ¢ > 0 de modo que || f(z)| < ¢llz|™,
para todo = € E. Mostrar que f es un polinomio de grado a lo sumo m.

Sea U C FE abierto y sea (f,) C H(U; F) una sucesién de funciones tal que f, converge a una
aplicacién f: U — F, uniformemente en cada compacto de U. Mostrar que f € H(U; F) .

Sea U C E abierto y sea dy(z) = d(x,U°).

(a) Mostrar que si U # E entonces, |dy(z) — du(y)| < ||z — y||, parar todo z,y € U.
(b) Para f € H(U; F'), mostrar que o bien r,(f,z) = oo para todo x € U; o bien r(f, z) < oo,
para todo x € U.
Sea U C E abiertoy f € H(U; F).

(a) Mostrar que 7.(f,x) > r.(f,a) — ||x — al|, para cada a € U y cada x € B(a,dy(a)).
(b) Mostrar que r¢(f,z) < re(f,a) + ||z — al|, para cada a € U y cada = € B(a, 3du(a)).

(¢) Si U es conexo, mostrar que ien 7.(f, ) = oo para todo x € U; o bien r.(f,x) < oo, para
todo z € U. En este tltimo caso se tiene, para cada a € U y cada cada z € B(a, 3du(a)):

|rC(f7 .’E) - TC(f? a’)' < ||.’E - a’”

Sea U C E abierto. Probar que f: — F’ es holomorfa si y sélo si g,: U — C definida por
gy(z) = f()(y), es holomorfa para todo y € F.

Sea U C FE abierto y conexo y sea V C U abierto. Sea g € H(V;F) y supongamos que para
cada ¢ € F' existe una funcién fy € H(U) tal que fy|y = g. Mostrar que:

(a) existe una f € H(U; F") tal que fly =g.
(b) la funcién hallada verifica f € H(U; F).

Sea U C E abierto y sea (f,) C H(U) una sucesién de funciones. Consideremos f la aplicacién
dada por f(x) = (fn(2))nen-



(a) Si f,, converge uniformemente a cero, en cada compacto de U, mostrar que f: U — ¢g es
holomorfa.
b) Si sup 1 fn(x)P} < 0o para cada compacto K de U, mostrar que f: U — £, es
reEK n=1 P
holomorfa.

(c) Si f, estd uniformemente acotada en cada compacto de U, mostrar que f: U — fo es
holomorfa.



