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Introducciéon

En esta tesis se estudian diferentes aspectos de operadores elipticos en espacios con pesos. En
una primera parte presentamos estimaciones a priori para las soluciones de problemas elipticos,
y en una segunda parte, dado un operador eliptico tipo divergencia, analizamos la existencia de

una Unica extension autoadjunta con dominio en el espacio de energia asociado.

e Parte 1: Estimaciones a priori.

Las estimaciones clasicas para las soluciones de ecuaciones elipticas se obtienen en normas
sin pesos para un dominio suave o bien con pesos en la clase de Muckenhoupt A,(R™) tomando
como dominio todo R™ (ver [ADNB59]). Por otra parte, pesos del tipo potencias |z|* o potencias
de la distancia al borde de un dominio {2 surgen naturalmente en problemas con singularidades o
capas limites (ver por ejemplo [Gri85], [DL06]). Asimismo este tipo de pesos fueron utilizados
recientemente para el andlisis de algunos problemas en bordes no Lipschitz [ADLO6].

Motivados por lo anterior, en el Capitulo 2 damos estimaciones a priori de la solucién del
problema de Dirichlet en dominios suaves en espacios de Sobolev con pesos.

Para encontrar estas estimaciones, estudiamos el comportamiento de la funciéon de Green y
sus derivadas cerca de la diagonal.

En el Capitulo 3 analizamos las soluciones del operador potencias naturales del Laplaciano
y obtenemos estimaciones andlogas a las obtenidas para el Laplaciano en el capitulo anterior.

El hecho de que la funciéon de Green no sea necesariamente positiva en estos casos nos lleva
a restringirnos a dominios mas regulares que en el caso del Laplaciano como asi también a que
las técnicas utilizadas para obtener las estimaciones principales sobre la solucién y sus derivadas
sean diferentes.

Para poder aplicar las estimaciones a priori tomando como peso una potencia de la funcién
distancia al borde, es necesario determinar dicha potencia de manera que el peso pertenezca a
una clase de Muckenhoupt A,(R™). En el Capitulo 4 probamos bajo qué condiciones sobre la

potencia podemos asegurarlo y demostramos teoremas de inmersion en espacios de Lebesgue
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con pesos. Esto nos permite utilizar los resultados previos para estimaciones a priori en estos
espacios con peso potencias de la distancia al borde.

En el Capitulo 5 seguimos el estudio de estimaciones con pesos, aplicadas para generalizar
al caso potencias del Laplaciano resultados de regularidad y estimaciones a priori dadas por
Souplet en [Sou04] para soluciones de problemas no lineales.

Por otra parte, en el Capitulo 6, consideramos dominios no suaves, como los poligonos,
donde obtenemos estimaciones a priori con pesos para la soluciéon del problema de Dirichlet
en un dominio poligonal Q@ C R?. En este caso, las singularidades quedan caracterizadas por
potencias de la distancia a un vértice, generalizando en cierto sentido, los resultados clasicos

sin pesos (ver [Gri85]).

e Parte 2: Operadores elipticos en el espacio de energia.

Dadas funciones adecuadas f y g sobre €2, consideramos el siguiente problema de Cauchy

Opu+ Au=0 en Q x (0,00)

u(-,0) = f en
8{&(',0) =9 en Qa
donde
1.
(%) A=——divMV,
m

con m una funcién positiva y M una matriz simétrica definida positiva.

Sabemos que para que el problema de Cauchy esté bien planteado necesitamos analizar si
el operador A es esencialmente autoadjunto, y si no lo es, cudles son las condiciones de borde
apropiadas para poder elegir una Unica extension autoadjunta.

En [GSST10] los autores analizan ejemplos del problema de Cauchy para la propagacién de
ondas en algunos espacios tiempos estaticos con singularidades, los cuales llevan a operadores
como los definidos en (%) que no son esencialmente autoadjuntos y carece de sentido tanto fisico
como matemadtico dar condiciones de borde (las singularidades del espacio estan en el borde del
dominio y esto se traduce en una singularidad en el operador A).

Mas precisamente, en dichos ejemplos observan que, a pesar de no ser el operador A esencial-
mente autoadjunto y ain en ausencia de condiciones de borde, el problema esta bien planteado

siempre que la solucién tenga energia finita.
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Motivados por esos ejemplos caracterizan cuando existe una unica extensiéon autoadjunta
del operador A con dominio incluido en el espacio de energia.

En el Capitulo 8 generalizamos los resultados dados en [GSST10] en el siguiente sentido:
estudiamos operadores elipticos tipo divergencia en regiones acotadas y regulares, dando con-
diciones sobre los coeficientes involucrados en el operador para que tenga una tnica extensién
en el espacio de energia asociado. Esto se relaciona directamente con la densidad de funciones
suaves en espacios de Sobolev con pesos. Para dar una aplicacién, desarrollamos previamente

en el Capitulo 7 un breve resumen de resultados en el marco de esta teoria.






Capitulo 1

Preliminares

Dado © C R™ abierto, sea C§°(Q2) el espacio de funciones infinitamente derivables con

soporte compacto en {2,

1/p
L7(Q) = {f medible : | f]l1s(0) = ( / !f(w)!”dw> < oo},

y
L7 (Q) := {f medible : fo € LP(Q),Vp € C3°()}.
Para u,v € L} (), decimos que v es la a—derivada débil de u si para toda ¢ € C§°(€2) se
tiene
/ uD%pdx = (—1)l / vpdr,
Q Q
donde a = (a1, a2, ..., ) € Z} y hemos notado |a| = 377, a; y la derivada de orden a como

o . Qo fe%
Dg = 0;!...0x".

Cuando no sea necesario especificar la dependencia de x, denotaremos D* := DS,

Definimos el espacio de Sobolev usual
WhP(Q) = {f € LP(Q) : D“f € LP(Q) Yo con |a| < kY,

donde las derivadas se entienden en sentido débil.
Para f € WFP(Q), definimos la norma

1/p

I llwes = | 32 1D FI20q

o<k

Decimos que w es un peso si w € M(Q), donde
M(9) := {w medible : w > 0 c.t.p. en Ly w € L},.(Q)}.

El espacio L () es el espacio de funciones medibles definidas en ) tales que

£l L7, (0) = (/Q |f ()P w(z) dm) 1/p < oo



6 Preliminares

y el espacio de Sobolev con pesos
WEP(Q) .= {f € L .(Q) : D“f € LP(Q) Yo con |a| < k}

con
1/p

Hf”Wf’p(Q) = Z HDaing(Q)

laf<k

Una familia particular de pesos que usamos en este trabajo es la clase de Muckenhoupt A, (R™)

definida de la siguiente manera:

Definicién 1.1. Sea w medible w > 0 c.t.p. en Q y w € Li (R"). Decimos que w € A,(R"),

loc

1 < p < 00, si existe una constante positiva C' tal que

(i o) G e

para todo cubo Q C R™.

En adelante, C' denotard una constante genérica, no necesariamente la misma en cada caso.
De ser necesario, escribiremos explicitamente su dependencia.
Para f € L} (), definimos el operador Maximal de Hardy-Littlewood como

loc

1
(1.1) Mf(x) = sup Bz, 7)| o) |f ()] dy,

donde B(z,r) es la bola de centro z y radio 7.

Definimos el operador de convolucién

Tf(y) = lim k(x —y) f(y) dy,

e20Jjz—y|>e
donde el niicleo k(z) cumple las siguientes propiedades
= ke CYR"\0)
» k(x) es una funcién homogénea de grado —n
. / k(x)dz = 0.
|z|=1
Los operadores de convoluciéon son un caso particular de los operadores de Calderén -
Zygmund y resultan acotados en LP para 1 < p < oo.
Ademds, los operadores de convolucién, al igual que el operador Maximal de Hardy-Littlewood,
son operadores acotados en el espacio L% (Q) para w € A,(R"), es decir, existe una constante

positiva C talque

[ Mr@re@ s <c [ P ) d,
Q Q
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[ri@r e <c [ 15@Pu) .
Q Q
y esta propiedad sobre los operadores caracteriza a la clase de pesos A,(R"™).

A lo largo de este trabajo consideramos 1 < p < oo, de ser necesario tomar p =1 0 p = oo,

lo diremos en forma explicita en cada caso.
1.1. Estimaciones a priori para el problema de Dirichlet
Dado Q C R"y f: Q — R, la ecuacién de Poisson esta dada por
~Au=f,

donde Au= Y1, 92 u.

Sea I' la solucion fundamental clésica para el problema de Poisson,

(1.2) I'(z) = 2 log lel ™ "o
’ 1 | |2—n > 3
n(n—2) wy x n=9

con w, el area de la esfera unitaria en R".

Dada f € C§°(R"), es un resultado cldsico que

u(w) = [ Tla=)f)dy

es una solucién de —Awu = f en R" y satisface la estimacién

(1.3) lullwzp@®ny < CllfllLr@n),

para 1 < p < oco. Esta estimacién es una consecuencia de la teoria de integrales singulares de
Calder6n-Zygmund (ver por ejemplo [Ste70]).

A partir del trabajo de Muckenhoupt [Muc72], se obtuvieron varios resultados en estimacio-
nes con pesos para las funciones maximales y operadores de integrales singulares. En particular,
se conocen generalizaciones de (1.3) para normas con pesos en la clase A,(R™) (ver por ejemplo
[Ste]).

Por otro lado, también son conocidas estimaciones a priori para soluciones del problema de
Dirichlet

—Au=f en 2
u=0 sobre 0f).

(1.4)

Un trabajo clasico es el de de Agmon, Douglis y Nirenberg [ADN59] donde se prueba que la

estimacién a priori (1.3) es vélida también en dominios suficientemente suaves.
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Los autores trabajan con operadores elpticos de mayor orden que incluyen como ejemplo

(—A)"u = f en (2

(%)juzo sobre 90 0<j<m—1,

(1.5)

donde se entiende por (—A)™ el operador componer m veces el operador Laplaciano, es decir,
(—A)™y = (=A)" H(-Au) y % es la derivada en la direccién de la normal.
Tenemos entonces estimaciones a priori como (1.3) para el caso general, esto es, para u

solucién del problema (1.5) en €2 se tiene que existe una constante positiva C' tal que

[ullwzms @)y < Cllfllze),

para 1 < p < oo.

Observacién 1.2. Los resultados dados en [ADN59] son mds generales en el sentido que
contemplan operadores elipticos de orden 2m. También lo son los resultados obtenidos en los
Capitulos 2, 3 y 4 de esta tesis. Esto se debe a que las estimaciones para la funcién de Green que
daremos a cotinuacién son validas para esta clase de operadores. Sin embargo, consideramos el

caso de potencias del Laplaciano por simplicidad de escritura en las demostraciones.

1.2. Funciéon de Green

Por la férmula de representaciéon de Green, la solucién u del problema general (1.5) puede

escribirse como
ue) = [ Gulew) 1),
donde G,,(z,y) es la funcién de Green del operador (—A)™ en , es decir,
(=AL)"Gp(x,y) = dy(x) €9
(Z) Gou(z,y) =0  2€0Q 0<j<m—1.

La funcién de Green puede descomponerse de la siguiente manera
Gm(z,y) =Tm(z = y) + him(z,y)

donde T, (x) es una solucién fundamental de (—A)™ y h,,(x,y) satisface para cada y € Q fijo

(=Az)"hm(z,y) =0 re
(%)]hm(:ﬂ,y) = —(a%)]F(:U—y) red) 0<j<m-—1.

Luego

—

m

hm(x’y) - - Z

J=0

[ ) (2) 1 -wasee)
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donde Kj(y, P) son los nicleos de Poisson y dS denota la medida de superficie en €.

Al igual que toda solucién fundamental de (—A)™, la funcién de Green es suave fuera del
origen y homogénea de grado 2m — n si n es impar o 2m < n y aparece en su expresion la
funcién logaritmo si n es par y 2m > n.

Ademaés, tanto para la funcién de Green como para los nticleos de Poisson conocemos las
siguientes estimaciones:

e Si m = 1, la solucién fundamental clasica es (1.2) y el nicleo de Poisson asociado es
positivo, asi como también la funciéon de Green. Para el caso n > 3 y € un dominio regular

Gruter y Widman en [Wid67] y [GW82] obtienen las siguientes estimaciones:

Gz, y)| < Cla—y*"

(1.6) |G(z,y)| < Cd(z)|e —y['™

G(z,y)| < Cd(x)d(y)|lz —y|™"
|D2G(x,y)| < Clz —y[*™™ paraacon |a =1,

donde d(x) es la funcién distancia al borde: d(x) := dist(x, Q) = infgean |r — Q|

Recordemos que por Q € C* entendemos que su borde 92 es una variedad C* de dimensién
n — 1. Es decir, el borde es localmente el gréfico de una funcién v € C* de n — 1 variables.

e Sim > 2 no podemos asegurar la positividad de la funcién de Green G,,(z,y) ni de los
ntcleos de Poisson K salvo en dominios particulares, por ejemplo en la bola unitaria en R" o
pequefias deformaciones de ella para el caso R? (ver [DS04b]).

Paran =2y Q € C"** o n > 3y Q € C>*2 Krasovskii en [Kra67] y Dall’Acqua y

Sweers en [DS04a] obtuvieron las siguientes estimaciones:

|DSG(z,y)| < C para |a] <2m —n

2 diam(Q2)

DS G, )| < C log (7
|z — 9|

) para |a| =2m —n

d m
(1.7) |DEG (,y)| < C'la — gy "1l min {1, z (_y)y| } para |a| > 2m —n
DRG] < € w1, T para o) = om
[z =y |z =yl
d m
|Kj(z,y)| < C (z) para 0 < j<m— 1.

‘.%' _ y‘n—j-f—m—l
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1.3. Ecuacion de la onda

Dadas funciones f y g definidas en un dominio 2, consideramos el problema de Cauchy para

la propagacién de ondas

Opu+ Au=0 en Q x (0,00)
(1.8) u(0,) = f en
Owu(0,) =g en €,
donde A es un operador eliptico simétrico en un espacio de Hilbert H.
Se sabe que (1.8) tiene solucién tnica, es decir, el problema esta bien planteado si el operador
A es esencialmente autoadjunto.

Recordemos que el adjunto de un operador A se define para
peDAY)={peH:Ine H: (AY,p) = (v,n) para toda i) € H}

como A*(p) =.
Entonces, si A = A*, esto es, A simétrico y D(A) = D(A*), decimos que A es autoadjunto y
si la clausura del operador A resulta autoadjunta, decimos que A es esencialmente autoadjunto.
La importancia de que el operador A sea esencialmente autoadjunto, es que bajo esta hipdte-
sis podemos aplicar el Teorema de representacion espectral y obtenemos que la onda que sa-

tisface el problema de Cauchy es
B(t,-) = cos(tAY?) f + A7 2 sen(tAV?) g.

Si A no es esencialmente autoadjunto, necesitamos dar més informacién para decidir cudl exten-
sién autoadjunta vamos a usar. En general, estas condiciones vienen dadas por las condiciones

de borde del problema.



Parte 1

Estimaciones a priori






Capitulo 2

El Problema de Dirichlet en espacios con pesos

Consideramos el problema de Dirichlet

—Au=f en {2
u=20 sobre 0f2

(2.1)

en un dominio acotado Q C R®, n >3y Q € C%

Si f € LP(2), estimaciones a piori para la solucién del problema (2.1) son conocidas y estén
dadas por (1.3). En este capitulo consideramos f € L () con w € A,(R™) y probamos que
tenemos estimaciones a priori del mismo tipo que (1.3) en espacios de Sobolev con peso w. Es

decir, existe una constante positiva C' = C(2, n,w) tal que

(2.2) [ullyzr ) < Cllfllzz @)

para w € A,(R").

Por la férmula de representacién de Green la solucién del problema (2.1) estd dada por
(23 @) = [ Glaw) 1) dy
donde G(z,y) es la funcién de Green del operador —A en €2, y se puede escribir como
(2.4) Gz, y) =Tz —y) + hiz,y),

donde I'(x) es la solucién fundamental cldsica para el problema de Poisson dada en (1.2) y
h(z,y) satisface para cada y €  fijo
Azh(z,y) =0 x e
hz,y)=-T(zx—y) x €.

Luego,

(2.5) W, y) = — ——— / L py.0)ds(Q).

n(n—2)wy, Joq lr — Q"2
La estimacién (2.2) que buscamos probar involucra a las derivadas DSu para « con |a < 2.
El objetivo es entonces acotar dichas derivadas por operadores aplicados a f que sean acotados

en el espacio de Lebesgue con pesos L% () para w € A,(R").
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2.1. Estimaciones para la solucién y las derivadas de primer orden

Si bien la funcion f esta definida sobre €2, cuando sea necesario pensaremos f definida sobre
todo R™ extendiéndola por cero fuera de ).
Si § denota el didmetro de 2, por la férmula de representacién (2.3) y usando que |G(z,y)| <

Clz — y|*™™, tenemos que

uwi<o [ LWL,

|lz—y|<d |$ - y|n72

S /W)l
=C ———d
kzo/{ y|n72 Y

2-(b+1)g<|o—y|<2-k} [T —

oy Wl

TS e sgia—yi<akey (27U

- 1
<C —_— d

1
<C2" 2 —(2k5)"/ |f(y)| dy
kZ:O art {o—yl<2-k5}

(2.6) <cy # Mf(z) < C Mf(),
k=0

donde M es el operador Maximal de Hardy-Littlewood definido por (1.1).

Por otra parte, para « con |a| =1
|DIG(z,y)| < Clz —y|'™",
y como |z — y|'~" es integrable en (2
D2u(a) = [ DLG(.y) 1) dy.
Asi, con el mismo argumento que en (2.6)
[D3u(x)| < C M f(x)
y hemos probado el siguiente lema.

Lema 2.1. Sea u solucion del problema de Dirichlet (2.1) con n > 3. Entonces existe una

constante positiva C = C(Q,n) tal que, para cada x € Q2 y para todo o con |a| <1

|Dyu(x)| < CMf(x).
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2.2. Estimaciones para las derivadas de segundo orden de la solucién

Para obtener estimaciones para las derivadas de segundo orden D$wu para « con |a| =2 a
través de su representacién (2.3), necesitamos estudiar cada término de (2.4) asi como también

la funcién de Green.

Propiedades de h(x,y)

Lema 2.2. Dado o € Z'} y n > 3 existe una constante positiva C' = C(2,n,«) tal que
|Dgh(z,y)| < Cd(w)> "l
donde d(z) = dist(x, 0Q).

DEMOSTRACION. Sea @ € 99. Como el niicleo de Poisson P(y, Q) es positivo y su integral

en 0f) es uno se tiene por (2.5)

1
DEhay)] = |mm— [ D2l = Q7 P(1.Q) d5(Q)
<c /8 e = Qe P(y. Q) dS(Q)
< Cdap el [ P(y,Q)dS(@) = Ca(w
o0
ya que si Q € 99, d(z) < |z — Q. O

Observacién 2.3. El resultado sigue siendo vélido para n = 2, si |a| > 0.

Corolario 2.4. Para cada x € Q y |a| =2

Do /Q hz,y) fy) dy = /Q Deh(z,y) () dy.

DEMOSTRACION. Para 1 <i,j < n definimos g(z,y) = 9., h(z,y) y

ge(w,y) = é [9(z +eeiy) — g(z,y)],

donde ¢; el elemento i-ésimo de la base candnica de R™.
Es claro e im g. (2,) (1) = Or,0(z. )/ (4) y por el Lema 2.2 ,,g(x.)/ (v)| < d(x) " F(3).
Por otro lado, existe £ en la recta que une x+ce; con z tal que |g-(x, y) f(y)| < |0z,9(& ) f(y)]
y usando nuevamente el Lema 2.2 se tiene |g:(x,y)f(y)| < d(&)""f(y).
Entonces, si tomamos £ de manera que € < @ se tiene d(x) < 2d(€) con lo cual g-(z,y)f(y)

estd uniformamente acotada y el resultado se sigue aplicando el Teorema de Convergencia

Dominada de Lebesgue. O
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Propiedades de I'(z)

Para o con |a| = 1, |D2T'(z)| < Clz|*™" y por lo tanto

Do /Q P(x —y) f(y) dy = /Q DTz — ) f(y) dy.

Cuando |a| = 2, D{T'(z — y) se comporta como | —y|~™ y no es integrable. Por lo tanto
no podemos intercambiar el orden entre derivacién e integracién. Sin embargo, mediante un
argumento cldsico, encontramos en forma explicita su formulacién débil como se muestra en el

siguiente teorema.

Teorema 2.5. Sea I' la solucion fundamental cldasica para el problema de Poisson. Entonces
para 1 <i,5<n

0. | 01w~ ) £0) dy = K f (@) + (o),
Q

donde la igualdad se entiende en sentido débil, ¢ es una constante y K es el operador integral
singular de Calderon-Zygmund dado por
K f(z) = lim 02,02, T(x — y) f(y) dy.
e—0 lz—y|>e

DEMOSTRACION. Para ¢ € C5°(Q),

<ami/ﬂamjr<x—y> (v) dy, ) /(/ 0, T(x — ) ()dy> Or $() d
-/ ( / 0., (c ~ ) 0.8(a) dz ) )y

(2.7) / Ho(y) f(y) dy,

|z —y|' "

1
donde Ho(y / Oz, T'(w Oz, ¢ () dx resulta finito pues |0, T'(z — y)| <
nw

n

Ahora bien, si Q. :=QnN {|:c —y| > e} podemos escribir

§i —yi
8)  He(y) = lim 02,05, T (z — d By, T (€ — d
(2.8) Holy éo( / 2,1z —y) ¢() w+/{|§_yla} LE=w) O e §>

Analizamos la integral en {|{ — y| = ¢} sumando y restando ¢(y),

& —Yi & — Yi
a:vr - d - 8;,31“ — d
/{MZE} T p)oe) =t ae /{MZE} T =) 80) T g

b BT ) (9O — ) S de =5 60 ) + Hacoly).
{|6—y|=e} 1€ =y
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Pero lim H; . es finito. En efecto,
e—0 ’

Hy(y)] < / €yl de
NWn J{|g—y|=¢}
L / d¢ < 1
n {|e—y|=¢} n

Por lo tanto, h’n% d(y)Hi£(y) = c(y) ¢(y) donde
e—

(y) = lim 9y T(€ — y) S8 g

lg—yl== € =yl
y llamando z = £ — y se ve que ¢ no depende de la variable y.

Por otro lado,

Hy(y)] < / 102, T(€ — )] 16(6) — ()] de
{l€—y|=¢}
1 1-n
< — Vollso |€ —yld
< [ e Vel e~

1 —n
= Voo —— &2 / ¢
nwn, {l&—y|=¢}
1
Vol S,
n

y entonces lim Hy . = 0.
e—=0 77
Finalmente, nos queda analizar en (2.8) la integral sobre .. Pero, como d,,I" € C*°(R"\{0})
y es una funciéon homogénea de grado 1 — n se sigue que 8%.836].1“@ —y) es homogénea de grado
—n y tiene promedio nulo sobre la esfera unitaria ( ver [Agm65, Lema 11.1, pag 152]). Entonces
se sigue que

K¢(y) = lim 02,0:,T'(x — y) ¢(x) dx

e—0 lz—y|>e

es un operador de Calderén-Zygmund ([CZ52]).
Entonces por (2.7), (2.8) y lo anterior

(axi JRBEER dy,<z>> —(Kf +cf.d).

Estimaciones para la Funcién de Green

Estimaciones para las derivadas de segundo orden de la funciéon de Green del operador —A
en € fueron probadas por A. Dall’Acqua and G. Sweers en [DS04a] para dominios C”, como

enunciamos en (1.7).
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En esta seccién damos estimaciones vélidas para dominios C? siguiendo el argumento dado
por Widman en Teorema 2.3 i) en [Wid67] para el analisis de la funcién de Green, donde

demuestra que G(z,y) < Cd(z) |z — y|t™™.

Teorema 2.6. Sea 2 un dominio acotado con Q € C? y G(x,y) la funcion de Green asociada

al problema (2.1). Entonces existe una constante positiva C = C(Q,n) tal que

d(x)

. o <(———
(2.9) IDEG( ) < O

para todo o con |a| =2 y (z,y) € Q x Q.

DEMOSTRACION. Recordemos que G(z,y) = I'(z — y) + h(x,y) definida en (2.4).

Si |z — y| < 2d(x) la estimacion (2.9) se sigue facilmente, pues

o —n d(x)
|DZT(z — y)| < Clz -y SCW
y por el Lema 2.2,
|DSh(x,y)| < Cd(x) ™™ < C&
eyl = =g

Luego, la dificultad se encuentra en probar la estimacién para (z,y) € Q x Q9 con
Qp:={y e Q: |z —y[>2d(x)}
Primero escribimos Q x Q9 = Uy UlUs, donde
Uy = {(z,y) € A x Qy:d(y) <2d(x)} y Uy :={(z,y) € Q x Qo : d(y) > 2d(z)}.

Para (z,y) € U; probaremos en el Lema 2.7 que existe una constante positiva C' = C(£2,n)

tal que

(2.10) D G(2,y)| < Clz —y[™"

y

(2.11) |DSG(x,y)| — 0 cuando d(y) — 0.

Una vez que hayamos probado (2.10) y (2.11), la demostracién de (2.9) para (z,y) € U; se
sigue de la misma forma que en la demostraciéon del Teorema 2.3 i) in [Wid67], donde prueba
que G(z,y) < Cd(x)|z — y|'™™, tomando en este caso la funcion DYG(z,y) en lugar de la

funcién G(z,y).
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Por otra parte, para (z,y) € Uy se tiene que d(y) > 2d(z). Pero ademas, es facil ver que

d(y) < 2|z — y|. En efecto, si @ € I es tal que d(x) = | — @], entonces
1
dy) < ly — 2| +1Q —a| < |y — 2| + 5 d(y)-
Usamos entonces el mismo argumento que en Uy y probamos que

d
(2.12) |DgG(z,y)| < C %

Observemos que, si denotamos D' = D'y D§ = Dy, (2.12) nos dice que

a d(y)
|D3G(x,y)| < CW,

pero, como G es simétrica
|DYG(z,y)| = [Dy Gy, z)| .-

Entonces, por (2.12)
d(z)

|D?G(~Ta y)| <C W

y el teorema queda demostrado. O

Lema 2.7. Sea Q un dominio acotado con 2 € C* y G(x,y) la funcién de Green asociada al
problema (2.1). Entonces eziste una constante positiva C' = C(,n) tal que

L DGz, y)| < Clz —y[™"

2. |DSG(z,y)] — 0 cuando d(y) — 0.

DEMOSTRACION. 1. Para (z¢,y) € U; sea v solucién del problema

(2.13) —Av=0 en B(zo, 3 d(w))
v=_G(,y) sobre dB(zo,3d(z0)).

Por la féormula de representacién y como sabemos en forma explicita la funciéon de Green en una

bola,

_ Polawf v
v(z) = /Zmo:r dS(z)

TN Wy, |z — z|"

para r = 3 d(z). Entonces para a con |a| = 2

@ (n+2) —n—1
D%v(x - r v(2)|dS(z
L e AR IO
(n+2) —n—1

= r /_ _ |G(z,y)|dS(z).

Wn
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d(y)d
Del Teorema 3.3 iii) en [GW82] se tiene |G(z,y)| < % y entonces
z2—Y
o n+2) _,_ d(z
DSl < PED g [ ) aste)
n |z—xo|=r |Z - y|

Por otra parte, para (z9,y) € Uy y z € OB(wg, 5 d(z¢)) podemos ver fécilmente que d(y) <

dr, d(z) < 3ry |z —y| > 3 |z9 — y|. Entonces

2 d
|DSv(x)| < (n+2) 47°_"/ (2) —dS(2)
Wn, |z—xo|=r ’Z - y‘

4n+1 n -+ 2 B B

<D oty [ as(e)
Wn |z—x0|=r

4n+1 n -+ 2 B

< T g,

y se obtiene (2.10) observando que por (2.13) v(z) = G(z,y) para todo z € B(z¢, 3 d(z)).

Veamos ahora la demostracion de 2.
Para x € Q fijo, sea y tal que |z — y| = p y tenemos G(z,y) > Clz — y|>" para p
suficientemente pequeno (ver [GW82]).

Sea ahora h € IR con |h| < 3 p tal que, para todo & en el segmento [z, x + he;]

d(§) < crl€ —yl v d(y) < c2d(§)

donde e; es elemento j-ésimo de la base candnica de R", ¢; y ¢ son constantes positivas.

Luego, de la misma manera que probamos (2.10), obtenemos
DGy < ClE—y[™™
Entonces, para 1 <i4,5 <n
QU)o [0n,Gla t hewy) - 0,,Gle.y)| < DRG] < Cle=ul
<Cle—y|™" < Cp? G(x,y).

Pero, si y € 01, también vale la estimacién (2.14) ya que G(z,y) = 0 on 02 y por el
principio del maximo obtenemos (2.14) para todo y tal que p < |z —y|.

Finalmente, tomando h — 0
DG (z,y)| < Cp~2G(x,y) — 0 cuando d(y) — 0

y el lema queda probado. O
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2.3. Resultado principal

Como vimos en el Lema 2.1, la solucién u del problema (2.1) y sus derivadas de primer orden
estan acotadas puntualmente por M f donde M es el operador Maximal de Hardy-Littlewood.
Puesto que M es acotado en el espacio de Lebesgue con pesos L, (2) para w € A,(R™), se sigue

que

(2.15) [ Dzull ) < Clfllze @)

para « con |a| < 1.

En el resultado principal de esta seccién (ver Teorema 2.9), demostramos que [[ul[y, 2. @ <
CllfllLp,(q)- Este resultado es una consecuencia inmediata de (2.15) y del siguiente lema que
establece una acotacion para las derivadas de segundo orden de u por operadores aplicados a f

continuos en el espacio L% ().

Lema 2.8. Sea Q C R™ un dominio acotado con Q € C? y sea u solucion del problema (2.1).
Entonces existe una constante positiva C = C(Q,n) tal que, para casi todo x € Q y para todo «
con |a| =2

Dgu(@)| < C{Kf(@)+ Mf(@)+ |/ (@)},

donde K f(z) = sup
e>0

/| DG ) Sy
r—yY|>€e

DEMOSTRACION. Por la férmula de representacién (2.3) junto con (2.4) y el Teorema 2.5 se

sigue que
D2u(z) = lim DET(e— ) ) dy+ | DET(a — ) £(y) dy
20 Joc|z—y|<d(z) |z—y|>d(z)
vef@+ [ D2he.y) fw)dy + [ D2h(z,y) () dy,
|z—y|<d(x) |lz—y|>d()
y entonces
Diu(x) = lim DeT(z —y) f(y)dy + c f(=)
=0 Joc|z—y|<d(z)
s Do) Syt [ DRGG) Sy
|lz—y|<d(=) |z—y|>d()
(2.16) — [+ I+ IIT+1V.
Ahora bien,
I = 1im DET(e ) f)dy - | DET(z — y) £(y) dy,
€20 Joc|z—y| lz—y|>d(x)
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pero

< sup
e>0

[ pere—wiwd| <sw| [ DI -9 Sy - K1)
lz—y|>d(z) |lx—y|>e

y entonces
1| <|Kf(2)| + K f(x) < 2K f ().
Por otra parte,

11| < Cf(x)

y sblo queda entonces estimar los dos tltimos términos en (2.16).

Por Lema 2.2
C

= go [l < oMge)

y por el Teorema 2.6 obtenemos

lo—y|>d(z) Wf (y) dy

—cz/ T Wl dy

(2Fd(2)<|z—y| <21 d(z)} 1T —

v <c

oo

d(x)

@Fd(w)) |f(y)ldy

<C /
{2Fd(z)<|z—y|<2k+1d(z)} (

k=1

<C T / 1f (y)| dy
; 2’“61 1 Je—yl<2rt1a)y

1
23 g @) [ )l dy
{lz—yl<2k+1d(z)}

1
<Cy Lt —cusw)
k=1
y el lema queda probado. O

Esto nos lleva al resultado principal de este capitulo:

Teorema 2.9. Sea Q0 C R™ un dominio acotado con 2 € C? y sea u solucion del problema (2.1)

para f € LE(Q) con w € A,(R™). Entonces existe una constante positiva C = C(Q,n,w) tal que
el < C 1l

DEMOSTRACION. La demostracién de este resultado es una consecuencia inmediata del Le-

ma 2.1 y el Lema 2.8 ya que tanto el operador maximal M como K son acotados en el espacio

LE(Q) (ver por ejemplo [Ste, Cap. V]). O



Capitulo 3

El Problema de Dirichlet de mayor orden en espacios con pesos

Consideramos el probema de Dirichlet de orden m

(3.1) (—A)@u =f en )
0

sobre 90 0<j<m—1,

en un dominio acotado © C R™ con Q € Ct* paran =2y Q € Co"*2 paran > 3.

Para el caso particular m =1 y n > 3 obtuvimos en el Capitulo 2 estimaciones a priori con
pesos para la solucién del problema (3.1) en dominios C2.

En este capitulo damos la extensién natural de dicho resultado, esto es, probamos que existe

una constante positiva C' = C (2, m,n,w) tal que

(3.2) [ullyzme ) < C Iz @),

n
para w € A,(R™).
La restriccién a dominios més regulares se debe a que no podemos obtener estimaciones
para la funcion de Green de estos operadores con menos hipétesis sobre los dominios y por lo

tanto usaremos las estimaciones (1.7) [DS04al].

Observacion 3.1. Recordemos que en el Capitulo 2 no fue probada la estimacién (3.2) para
n=2m=1yQ € C?ya que tenfamos como hipétesis n > 3. En el presente capitulo, si
bien creemos que no debe ser necesaria tanta regularidad, vemos que el resultado es vélido para

0 eclo.

Recordemos que la solucién del problema (3.1) puede escribirse como

(3.3) u(z) = /Q Gon () £ () dy

donde G, (z,y) es la funcién de Green del operador (—A)™ en Q y

Gm(7,y) = Tm(z —y) + hm(z,y)
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con I';,(x) una solucién fundamental de (3.1) y h,,(z,y) satisface para cada y € 2 fijo

(=A2)"hpy(z,y) =0 r €N
(8%)] hm(x,y) = — (8%)] Fp(z—y) 2€0Q 0<j<m-—1.

Luego
m—1 ) j
hw%w=—23aﬂ&@iﬁ(gJIw@—xwﬂP%

donde Kj(y, P) son los nicleos de Poisson y dS(P) denota la medida de superficie en 0f2.
Las ideas y herramientas principales utilizadas para demostrar (3.2) son las mismas que
para el operador Laplaciano, es decir, m = 1, usando en este caso los siguientes resultados

de acotacién tanto para la funcién de Green como para los nticleos de Poisson dados en los

preliminares
(3.4) |DSG(z,y)| < C  para o) <2m—n
2 di Q
(3.5) |DSG o (x,y)| < C log <‘1$(’)> para |a| =2m —n
=y
(3.6) |DEG (2, y)] < Clz —y|*™ 121 para |a| > 2m —n
1 d(y) }m
3.7 DGz, y)| < C———— min< 1, para |a| = 2m
(37) DEGon(a)| < € = min {1, |
d m
(3.8) |Kj(z,y)| < C (z) para 0 <j<m—1.

|$ _ y|nfj+m71

Observacion 3.2. Se sigue de (3.7) que para « con |a| = 2m,

d(y)™
DSG(z,y)| <
2G| < € 2T
y es equivalente a
d(z)™
3.9 DG (z,y)| < C —————.
(39 DEGu(ey)| < O 2

En efecto, si d(y) < d(z) es directo de (3.7). Para el caso d(z) < d(y), notamos D = DY y

Ds§ = Dy. Asi, por ser Gy, simétrica y por (3.7) se sigue que

Dec Dec d(y) d(x)
| 2 m(:c,y)| | 1 m(y,$)| _C|$—y|n+1 _C|£C—y|n+1

Entonces
d(z)

|DYG(z,y)| < CW-
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3.1. Estimaciones para la soluciéon y las derivadas de orden menor a 2m

De las estimaciones (3.4), (3.5) y (3.6) se sigue que
DG (z,y)] < Cla —y|'™"

para « con |a| < 2m — 1.

Entonces, de la misma manera que para el Lema 2.1 se tiene

DSu(z)| < /Q DG, 9)| |/ (9) dy < C /Q %dmcw(m

y probamos asi el siguiente resultado.

Lema 3.3. Sea u solucién del problema (3.1). Entonces existe una constante positiva C =

C(Q,m,n) tal que para cada x € Q y para todo o con |a] < 2m — 1
[Dyu(z)| < CMf(x).

3.2. Estimaciones para las derivadas de orden 2m de la solucion

En la expresién de hy,(x,y) aparecen m nicleos de Poisson no necesariamente positivos, por
lo que la estimacion de sus derivadas requiere un poco mas de cuidado que en el caso m =1y
debemos considerar ademds (z,y) € Q x € tales que |r — y| < d(x), como muestra el siguiente

lema.

Lema 3.4. Sea o € Z% con |a| > 2m —n + 1. Entonces existe una constante positiva C =

C(Q,m,n,«a) tal que
| D hop (2, y)| < C d(a)>™ "1,
para |z —y| < d(z).

DEMOSTRACION. Recordemos que h,,(z,y) puede escribirse como

m—1 o j
hm(xay) - ]Z:% /89Kj(y7p) (5) Pm(P_x)dS(P)a

con lo cual, es suficiente hallar una estimacién para Dg‘(a%)j I'(P—2)y Ki(y, P).

Por ser I';,(x — y) una solucién fundamental para el operador (—A)™ se sigue que

DS Tn(P )

oy < C‘P—.%"Qm_n_la‘_j,
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para |a| +j > 2m —n+ 1y por (3.8)

d(y)™

para0<j<m-—1,yeQy P e

Como ademés |z — y| < d(z) implica d(y) < 2d(z), obtenemos

| DS h (2, y)| < C Z/ = P|" Tw— |P — |2m—n—\a|—j dS(P)

2m n—la
<cd 2 Z/Q - P’n s dS(P),

para |a| +j > 2m —n+ 1.
Entonces basta probar que cada integral de la suma es finita. Para ello escribimos 02 =

Fi U F5, donde
Fy:={PecoQ:|Py—P|>2d(y)} y Fo:={PcdQ:|P—P|<2d(y)},

con Py € 99 tal que d(y) = |y — Pl

e Para P € F} se sigue que 3 |Py — P| < |y — P|. En efecto,
1
[Po =Pl <d(y) +ly— Pl <3|~ Pl+]y— Pl

Con lo cual

(3.10) /F | A" 5Py < d(y)™ / ! _4s(P)

Ty =PI 7 TR0 — P17

que resulta ser una integral en R"~! y utilizando coordenadas polares

(3.10) < Cd(y)™7 / g < O
2d(y)
e Para P € I, obtenemos
d(y)" 7
- d )" J ———dS(P
< / as(p) <0
|Po—P|<2d(y
pues d(y) < |y — P|. O

Se sigue del lema anterior que para cada x € Q y para « con |a| > 2m —n+ 1, DShy,(z,y)

esta uniformemente acotada en un entorno de x y entonces

(3.11) De /Q i (,9) £ () dy = /Q Dt ) £ () dy.
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Para analizar la parte correspondiente a DT, para « con || = 2m, observemos que para

B € Z con || = 2m — 1 se sigue en forma analoga al Teorema 2.5 que, para 1 <i <n

(3.12) D, /Q DTz — ) f(y) dy = K f () + ¢ f(x)

donde la igualdad se entiende en sentido débil, ¢ es una constante y K es un operador de

Calderén - Zygmund dado por

(3.13) K f(z) = lim DST(z —y) f(y) dy.

e—0 lz—y|>e

3.3. Resultado principal

Estamos entonces en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal de este

capitulo.

Teorema 3.5. Sea Q C R™ un dominio acotado con Q € CF* para n =2 y Q € C°™*2 para
n > 3. Sea u solucion del problema (3.1) para f € LE(Q2) con w € Ay(R™). Entonces existe una

constante positiva C' = C (2, m,n,w) tal que
lullyzms i < €10
DEMOSTRACION. Para o con a < 2m — 1 se sigue del Lema 3.3 que

> IDSullie ) < CIMFllz @) < ClFlzo)-
|a|<2m—1
Para a con |a] = 2m, se sigue de la férmula de representacién (3.3), de (3.9), Lema 3.4 y

(3.12), en forma anéloga que en el caso m = 1 ( ver Lema 2.8), que existe una constante positiva

C = C(Q,m,n) tal que para a con |a| = 2m y casi todo = € 2
Dgu(@)] < C{Kf@)+Mf(@)+[f(@)]},

donde K f(z) = sup / DST(x —y) f(y) dy' .
e>0 |J|jz—y|>e

Entonces la demostracién del teorema es inmediata pues tanto el operador maximal M como

K son acotados en el espacio L5 (€2). O






Capitulo 4

Aplicacién a pesos de la forma d(z)”

En este capitulo usamos las estimaciones a priori dadas en los Teoremas 2.9 y 3.5 para

probar estimaciones de la forma

lull o) < CIfllz o)

bajo ciertas condiciones para p y ¢ cuando w = d(x)5 . Por esta razén necesitamos primero
analizar para qué valores de 3 la funcién d(x)” pertenece a la clase A,(R™).

Para el caso particular en que el dominio €2 es la bola unitaria en R™, Manfredi y Villamor
en [MVO01] muestran que d(z)? € A,(R") para —1 < 8 <p— 1.

Basandonos en la descomposicién de Whitney, probamos que en un dominio acotado €2 C R"
con Q € C? se obtiene la misma condicién que en el caso de la bola unitaria como se muestra

en el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Sea  C R™ un dominio acotado con 2 € C? y sea d(x) la funcién distancia al

borde de Q. Entonces, d(x)? € A,(R") para —1 < < p—1.

DEMOSTRACION. Por definicién de la clase A,(R™), tenemos que probar que existe una

constante positiva C' que no depende de @ tal que

(4.1) <ﬁ /Q d(z)? d:c> <|%| /Q d(z) /) dm)p_l <cC

para todo cubo @ C R"™.

Consideramos los siguientes casos:

1.QNoY =10
2. QN O # 0.

1. Sea @ C R™ un cubo de lado ¢ tal que dist(Q,09) > 0.
e Si diam(Q) < dist(Q, 0N2) se sigue para = € @,

dist(Q,99) < d(z) < diam(Q) + dist(Q, 9Q) < 2 dist(Q, 9Q)
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y entonces existe una constante positiva C' que no depende de ) tal que

(i o) G for )=

para cualquier valor de 8 € R.

Suponemos primero que 5 > 0.
e Si dist(Q,090) < diam(Q) < diam((2), consideramos la descomposiciéon de Whitney para
Q, es decir, una familia {Q;ﬁ } de cubos diddicos, cerrados, cuyo interior son dos a dos disjuntos
y que satisfacen
= Q= Uiy, Uk, @
. diam(Q?) < dlst(Qf,aQ) <4 diam(Q?)
] diam(Q?) =/(27% para j =1,..., Nj.

Entonces para cada x € Q;‘? se tiene
d(z) > dist(QF,0Q) > diam(Q}).

En consecuencia, si 8 > 0

oo Ng

/Qd()ﬁ/(pndx_zz/k )=B/=1) gy

k=ko j=1

o0 Nk

< Z Z diam Qk —B/=1) gy

k
k=ko j=1"@j

o0 Nk

<22/ )=B/-D) gy

ko j—17 Q%
o0
< ¢ pB/mp=1) Z 9 k+kB/(p—1)
k=ko
donde denotamos por Ny la cantidad de cubos en la etapa k y usamos que N < C 2=k hara
k > ko pues € es suficientemente suave (ver [Har06]).

Usando ahora que para x € @,
d(z) < diam(Q) + dist(Q,09Q) < 2 diam(Q)

obtenemos

ﬁ/@d( )5dx<—/dlam (Q)P dx < C 08/,
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Entonces

1 1 p-l >
AL ae) (2 [ a8/ g > 8/ (1)
<\Q1/Q @ ir) (!Q\/Q @ A P

k=ko

p—1

que resulta finito siempre que —k + kf3/(p — 1) < 0, es decir, 0 < f < p — 1.

e Si diam(Q) > diam(Q2), como Q NI = B, es claro que @ C Q°. Luego, sea B una bola
con radio diam(f2) que contenga a Q y tal que dist(B, ) > 0.

Definimos Dy := Q N By Dy := @ N By consideramos para D; su descomposicion de
Whitney dada por {Q?} tal que diam(Q;?) = |Dy|Y/™27%. Observemos que por su definicién,
Dul < Q] y IDi] < Bl

Para x € Q?, se tiene que d(x) > dist(z,0D;) > dist(Q?,(?Dl) > diam(Qf). Luego, para
B=>0

oo N
d(z)~B/P=D gy = / J B0 g
| >y
oo N
<D (D2 Ryl |k
k=ko j=1
oo N
< C|Dy|” B/n(p—1) Z Z ﬁ/(p 1) (IDy |1/n )n
k=ko j=1
C|D1|1—6/N(p—1) i N okB/(p—1) 9—kn
k=ko
(4.2) < Oy Pe) 3 I/
k=ko

Pero también sucede que si x € Dy, d(x,0B) <|D1|. Entonces,
Dy| | Dy |8/ < / d(z,0B) /oD gy
D1

y se sigue por (4.2) que

/D d(:ﬂ)*ﬁ/(pfl) de < C (/D d(x,aB)*ﬁ/(pfl) d:v> Z ok(—14+8/(p—1))
1 1

k=ko

Pero, si 8 < p — 1 la suma es finita y

(4.3) / d(z) P~ D dp < C | d(x,0B) P dg,
Dl D1
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Por otra parte, si © € Dy, d(x) > d(x,0B) y junto con (4.3) se tiene que

5 / d(x)_ﬁ/(p_l) dr = 1 </ d(x)—ﬁ/(p—l) dx—i—/ d(x,@B)_B/(p_l) dx)
‘Q’ Q ’Q‘ D1 Do

1

< — [ d(z,8B)"P/P=1 qg.
QI Jag

Para analizar la integral restante en (4.1) observemos que

d(z) < d(z,0B) + dist(B, Q) < d(z,0B) + diam({2),

entonces

/ d(z)P dz < C / diam(Q)” da +/ d(z,0B)" dx
Q {z€Q:d(x,0B)<diam ()} {z€Q:d(x,0B)>diam(Q)}

<C ( /Q diam(Q)” dz + /Q d(z,dB)" dx) .

Finalmente, si 0 < < p—1,

(ﬁ /Q d(z)? da:) <ﬁ /Q d(z)~8/ =1 da:)pl <C <ﬁ /Q d(z,0B)~#/ =1 da:>

(4.4)

p—1

1 1 -1
- (— / d(z,0B)? d:n) <— / d(z,0B)~A/P=1) d:n) =1+1I.
QI Jq QI Jg
Como diam(Q) > diam(Q2) y 0 < 5 < p— 1, existe una constante positiva C' que no depende
de @ tal que I < C'y como d(xz,0B) € Ay(R") para § < p—1 [MVO01], entonces I/ también

estd acotada independientemente de @ y vale (4.1).

2. En el caso Q@ NN # (), definimos D1 :=QNQ, Dy :=QN(B\Q)y D3 :=QNB".

e Si diam(Q) < diam(2), consideramos la descomposicién de Whitney para Dy y Dy U Ds
obteniendo en ambos casos estimaciones similares al caso diam(Q) < diam(2) en 1.

e Si diam(Q) > diam(f2), consideramos la descomposicion de Whitney para Dy y Ds.
Entonces de forma anéloga a (4.2) y (4.3) se sigue quesi f <p—1

/D d(z) PV dy < C|Dy| Y 2F A0 < ¢ i d(z,0B) P PD gy
! k=ko 1

/ d(z) PPV dy < C|Dy| Y A=) < ¢ [ d(w,0B) /P da,
Do k=0 Do
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En D3, d(z) > d(x,0B), entonces

1

— [ d(z)P/PD dor<C L d(z,d0B) PP~V 4y,
‘Q’ D3

‘Q’ D3

Por lo tanto

)~/ gy < ¢ L | @ o) B g,
it J Q1 Jo ")

Para analizar la integral restante en (4.1), observemos que
e para x € Dy, d(z) < diam(D;) < diam(2) ,

e para = € Do, d(z) < diam(B) < 2 diam(f2),

e para x € D3, d(z) < d(z,0B) + diam(2).

Entonces

1
— | d(z)Pdx < C + — OB)P dx.
‘ ’/Q ()P dx < +\Q’ d(z,0B)" dz

Finalmente

(o o) (i o) (i amam-roo ™
+ (ﬁ /Q d(x,0B)° d:n) <ﬁ /Q d(z,0B)~8/ =D dx) -

y al igual que analizamos (4.4) vemos que se cumple (4.1)si 0 < g <p— 1.

El resultado para el caso —1 < 8 < 0 se obtiene de manera andloga al caso g > 0. U

4.1. Teoremas de inmersion en espacios con pesos

En esta seccién probamos teoremas de inmersién para espacios con pesos potencias de la
distancia al borde.

La técnica que usamos consiste en extender los Teoremas de inmersién clasicos que enunciare-
mos a continuacién (ver por ejemplo [Nec67]) con un argumento simple e ingenioso introducido

por Buckley y Koskela en [BK98|.

Teorema 4.2. Sea Q C R™™* un dominio acotado Lipschitz y u € W?™P(Q). Entonces

n+k 1 1 2m

y——-<
2m p q n+k

1. Para 1 <p< existe una constante positiva C' que no depende

de u tal que

[ullza) < C llullwemsq)-
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k k
2. Pamp-QL yl < qg< o0 0pamp>2L y 1l < g < oo existe una constante
m

positiva C' que no depende de u tal que
lull o) < C llullwzmsq)-

Enunciemos y demostremos entonces el correspondiente Teorema de inmersién en espacios

de Sobolev con pesos.

Teorema 4.3. Sea Q0 C R"™ un dominio acotado Lipschitz. Supongamos u € W;Wm’p(Q) con

v=kfB, donde k € N y 0 < 5 < 1. Entonces

k1 1
1. Pam1<p<iy———§
2m p q  n+

existe una constante positiva C' que no depende

de u tal que

lullzg, @) < € lullyms gy
n+k n+k
2. Pamp:L yl < qg < oo o para p> ntk y 1l < q < oo, existe una constante
2m 2m

positiva C' que no depende de u tal que

lullzg, @) < C lully s gy,
DEMOSTRACION. 1. Introducimos el siguiente dominio

Qs = {(z,y) € Q x R tal que |y| < d(z)"}.

Se tiene que como {2 es un dominio Lipschitz, entonces €1 g también es un dominio Lipschitz
(ver [ADLO6]).
Luego, para v € L}, (Q) definimos V' : €, 3 — R dada por V(z,y) := v(x) e integrando en

la variable y se tiene

(4.5) / |V (x,y) ]pdxdy—// )]pdydx—wk/ |v(x)|P d(x )kﬁdx
Q5 {lyl<d(x

donde wy, denota la medida de la bola unitaria en Rk.
Sea ahora u € W2m’p(Q), entonces si U(x,y) := u(x) se tiene de (4.5) que U(z,y) €

Wzmvp(Qk,B), y como €, g es Lipschitz, por el Teorema 4.2 tenemos que

Ul Laqy, ) < C U llwzme gy, 4

n+k 1 2m
sil<p<i y__5§n+k

Entonces, nuevamente por (4.5) concluimos que
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2. La demostracion es analoga al caso 1. O

Observacion 4.4. Se sigue de la demostraciéon que el Teorema 4.3 es valido para un peso w

siempre que el conjunto dado por
._ k 1/k
Qe w = {(z,y) € Q@ x R" tal que |y| < w(z)”"}
sea un dominio Lipschitz.

4.2. Resultado principal

El resultado principal de este capitulo es una consecuencia de los distintos resultados vistos
hasta ahora.
Si consideramos como peso w = d” con —1 < v < p — 1, probamos en el Teorema 4.1 que

d’ € A,(R™) y se desprende del Teorema 2.9 y Teorema 3.5, que

lully2zer gy < C1F N2z oy

Luego, por el Teorema 4.3 tenemos la siguiente estimacién a priori para wu.

Teorema 4.5. Sea Q C R™ un dominio acotado con Q2 € C? para m =1 yn > 3, Q € ¢+
paran=2,m>1yQecC"2 paran>3,m>2.

Sea u solucion del problema (3.1) para f € LY, (Q) con vy =k, donde k e Ny 0 < g <1,
0< < 1 1 1 - 2m
S7 <P Y P q-n+k
constante positiva C' = C (2, m,n,v,p,q) tal que

( con g < oo cuando 2mp = n + k), entonces eziste una

(4.6) lullzs, @) < C Iz, @)
. 1 1
Corolario 4.6. Seap>m+1y—- ——< ( con ¢ < 0o cuando 2mp = n+m), entonces
P q n-—+m

existe una constante positiva C' = C (2, m,n,p,q) tal que
(4.7) lullzs, @ < ClIfle, @)

La estimacién (4.7) fue probada en [DS04a] usando diferentes argumentos, donde las con-

diciones sobre p y ¢ son 57 < nrm

En el caso particular m = 1, el mismo resultado fue probado en [Sou04], donde el autor

muestra ademés que la estimacién no es vélida si £ — 1 > 2 (veremos con mayor detalle estos

p g~ n+l

resultados en el Capitulo 5).
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2m
n+m

En el caso limite % — % = no se sabe que sucede en general. Sin embargo, para el caso
particular p > m+1, el Corolario 4.6 nos da la validez de la estimacién ||uHLgm(Q) <C HfHLsm(Q)’

por lo que decimos que este resultado extiende en ese sentido a los anteriores.



Capitulo 5

Problemas Elipticos no lineales

Consideramos el problema no lineal

(—=A)"u = a(z) vP en )
(5.1) (=A)™ = b(x) ul en ()
(%)ju: (%)jv =0 sobred? 0<j<m-—1,
donde, paran > 2y m >1,Q = B = {x € R" : |z| < 1} o pequenas deformaciones de B
para m = n = 2 (ver [DS04b] para detalles de estas perturbaciones), a% es la derivada en la
direccién normal , p, ¢ > 0, pg > 1, y a, b son funciones no negativas y acotadas.

En este capitulo queremos ver para qué valores de p y ¢ las soluciones no negativas de (5.1)

estdn en L>°(Q2), donde
L2(Q) = {u: [[ufloo = esssup,eq |u(x)] < oo},

con la norma acotada por una constante independiente de la solucion.
En un dominio C2, si m = 1, Souplet en [Sou04] prob6 que existe una constante positiva
C = (,p,q,a,b) tal que

[ulloo, [[V]loo < C

si max{a, f} > n — 1, donde

a:2(p+1) v ﬂ:2(q+1)

pg—1 pg—1"
Mas ain, obtiene que el resultado es éptimo en el sentido que, si méx{a, 8} < n—1, entonces
existen funciones a y b tales que (5.1) tiene una solucién positiva (u,v) que no es acotada.
Luego, en este capitulo obtenemos resultados andlogos para soluciones no negativas de (5.1)

para el caso general m > 2.

Una herramienta importante en [Sou04] son ciertas estimaciones a piori con pesos para el
problema lineal asociado dado por
—Au=f en ()
u =0 sobre 0f).
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Para generalizar tales estimaciones a priori para el caso m > 2 fueron necesarias modifi-
caciones no triviales. En primer lugar, ya que usaremos la positividad de la funcién de Green,
debemos restringirnos a un dominio 2 como mencionamos al comienzo. Esto se debe a que, para

m > 2, la funcién de Green no es necesariamente positiva en regiones mas generales.

5.1. Estimaciones a priori con pesos para el problema lineal

En nuestro argumento, usamos resultados dados en [DS04a] para el problema lineal

(=A)"u = f en )

(5.2) :
(Q)Ju:0 sobre 92 0<j<m-—1

que enunciamos en el siguiente lema.

Observemos que estos resultados, y , por consecuencia, los que enunciaremos a continuacion,
son validos en dominios mas generales que los considerados en este capitulo. En efecto, las
hipétesis usadas en [DS04a] son 2 un dominio acotado con 2 € C*4 paran =2y Q € ¢om+2

paran > 3.

Lema 5.1. Sea u € C*™(Q) solucion del problema (5.2) para f € C(Q) y sea d(x) = d(x,09).
Entonces
e Si 2m > n, existe una constante positiva C' tal que para todo 6 € [0,1]

lud™"™*" oo < CIf d™ 0| 1)

1

e Paral <p<qg< oo con 5= % < ml’n{QTm,l}, se tiene que si a € (% — %,min{%”,l}],

p

existe una constante positiva C' tal que para todo 0 € [0, 1]
lud ™™ Laqy < CIF A 070" 1 ).
DEMOSTRACION. Ver Proposicién 4.2 en [DS04a]. O

Luego, podemos probar las siguientes estimaciones.

Proposicién 5.2. Sea 1 < p < ¢ < oo y sea u solucién del problema (5.2) para f € LF,. ().

Entonces

1. Para n < m, se tiene u € L>(Q) y

[ulloo < ClI £y, )-
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2. Para % — % < nimm, se tiene uw € L, (Q) y

HUHLgm(Q) <C HfHLgm(Q)-
DEMOSTRACION. Se sigue del Lema 5.1 que para 2m >ny 6 € [0,1],
lud™ ™ o < C 1 f &0 L1
Luego, tomando 6 = 1 y usando que —m +n < 0y d(z) < diam(2) se obtiene
[ulloc < Cllud™™ ™o < C[If d™ |10
y el punto 1. queda probado.

Por otro lado, sea 1 < p < g < oco. Usando nuevamente el Lema 5.1 se tiene que si existen

a'y 0 tales que «a € (% - %, min{1, 22}], 6 € [0,1] y son solucién del sistema

—m+Ono="2

_m
m—(1-0)na="=
se tiene

HUHLgm(Q) <C HfHLgm(Q),

para % — % < min{1, QTm} y quedaria probado el punto 2.

Como los valores de « y € que resuelven el sistema son

11 1 11\ !
o= <2+———>T y 0= (——i—l) (2——+—> )
qQ p/n q p q
basta ver que satisfacen el resto de las condiciones.

Se sigue que 0 € [0,1] por ser 1 < p.

1 1

Por otro lado, por la definicién de « es facil ver que la condicion i

< « es equivalente

a

- % < 2 que es cierto por hipétesis.

1
P n-+m

Luego, veamos que o < min{1, 27’"“}

Como a < 2Tm por ser p < ¢, sOlo queda considerar el caso 277” > 1, es decir, cuando el

min{l, 22} = 1.

Pero a < 1 es equivalente a QmT*” <

1
-

Q=

y tenemos entonces el punto 2. siempre que

2m—n 1 _ 1 2m
m S D q < n+m’

1 < —2mm_". En este caso usamos nuevamente la primer parte del

Supongamos ahora que % -3 <

Lema 5.1 y vemos que, como 2m > n, se tiene para 6 e [0, 1],

lud ™™+l < CIf a0 10



40 Problemas Elipticos no lineales

3

Por otra parte, si 6 < 7= 4 72,

—m+6
lull s, @) < llud™™ "o

1f a0y < Clfllin, o

Entonces, si podemos encontrar 6 tal que 1 — o=+ :Z) <h< :an + 7% se tiene

lullLs, @) < Cllflle, )

m
np — ng

Pero 6 existe siempre que 1 — @ ol e + 7 que resulta equivalente a < 2

1_1
P q

proposiciéon queda probada. O

Observacion 5.3. Notar que la condicion 2. de la Proposicion 5.2 es 6ptima en el sentido que

sil—1> 2m

5~ ¢ > nim entonces no vale la estimacién en general. La demostracién la veremos al final

del capitulo ya que usaremos las mismas técnicas usadas en la demostracién del Teorema 5.6.

En la demostracion del siguiente resultado denotaremos por ¢ ,, > 0 la primer autofuncién
del operador (—A)™ en H{*(2) normalizada por [, ¢1,m(x) dz =1y A1y, el primer autovalor y
usaremos que existen dos constantes positivas ¢, y ¢z tales que ¢1 d(z)™ < @1 m(2) < cad(x)™

en ) ( ver [CSO01]).

Proposiciéon 5.4. Sea 1 < k < ZJ_F—% y sea u solucion del problema (5.2) para f € LL,.(Q) y

f > 0. Entonces existe una constante positiva C' tal que
lullzs,, @ < Cllullzy, @.
DEMOSTRACION. Tomando p = 1 en la Proposicién 5.2 se tiene para 1 < k < Zi‘—m
lullzs,, ) < C I, @-
Luego, integrando por partes y por ser f > 0 se tiene
1514, :/<—A> la) @)™ do < C [ (=8)"ulw) 61,0(a) d
< C/ A)" o1 m(2) de = C)\Lm/ w(x) 1m () dz

Q

< c/ " dz < Cllull,
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5.2. Resultado principal

Consideremos el problema (5.1) y definamos los exponentes

2m(p + 1 2m(g + 1
a:LyIB:L_
pq—1 pq—1

Teorema 5.5. Sea (u,v) solucion del problema (5.1), y supongamos
(5.3) méax(a, f) >n —m.
Entonces eziste una constante positiva C = C(Q,p, q,a,b) tal que

[ulloos N0l < €

Por otro lado, también obtenemos que la condicién (5.3) es 6ptima en el sentido que nos da

el siguiente teorema.

Teorema 5.6. Supongamos
méax(a, f) < n—m.
Entonces existen funciones acotadas y positivas a y b, tales que (5.1) tiene una solucion positiva

(u,v) conu ¢ L®(Q) yv ¢ L>(Q).

Usando los resultados de la secciéon anterior, la demostracion de ambos teoremas sigue los
pasos del caso m = 1 dado en [Sou04]. El Teorema 5.6 serd demostrado en la siguiente seccién.

En la demostracién del Teorema 5.5, es crucial la siguiente estimacién

(5.4) /Qu(x) d1,m () dx, /Qv(:v) O1m(x)dx < C.

Una extensién directa de los argumentos dados en [Sou05], para demostrar estas estima-
ciones no es posible. De hecho, la prueba se basa en un lema de Brezis y Cabré en[BC98]| (ver
Lema 3.2) que utiliza el principio del méximo en un subconjunto de €2 y un principio anélogo
no es valido en el caso de m > 2. Daremos una prueba diferente utilizando las siguientes esti-
maciones puntuales para la funcién de Green en un dominio © definido como en (5.1). Estas
pueden encontrarse en [DS04b] para el caso particular m = n = 2 y en [GS97] para los casos

restantes.

Para 2m <n

(5.5) Gm(z,y) > C |z —y[*™ " min {1, w} .

|z — y[>m
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Para 2m =n

(5.6) Gy(z,y) > C log (1 + w) > C log (2 ) ) min {1, w} .

|z — y|>m lz —y |z — y|>m

Para 2m > n

(5.7) Gm(w,y) > Cd(z)™ "2 d(y)™"* min {17 %} .

Lema 5.7. Sea u solucion para el problema lineal (5.2) con f > 0. Entonces existe una constante

positiva C tal que para todo x € €2

u(z) .
s = C [ 1) dw) ay

DEMOSTRACION. Usando la férmula de representacion para u se tiene

u(z) = /Q Gon(,) £ (4) dy.

Luego, basta probar que

Gm(z,y) = Cd(z)™ d(y)™.

Para ello, usamos las estimaciones puntuales para la funciéon de Green dadas anteriormente

para (z,y) € 2 x Q.

d(@)™ d(y)™

Consideremos, por ejemplo, el caso 2m < n y supongamos que P

> 1. Entonces, se

sigue de (5.5), que
Gm(w,y) > Clo —y[*" ™" > d(z)™ " 2d(y)™ " > Cd(z)™d(y)™,

donde usamos que {2 es acotado y que para z,y € Q se tiene d(z),d(y), |z — y| < diam(2).

d(z)™ d(y)™

Por otro lado, si el minimo en (5.5) se alcanza en oy S¢ tiene

Gm(z,y) > Clo —y["d(x)™d(y)™ > Cd(z)™d(y)"™.

La demostracién para los casos 2m = n y 2m > n son anélogas, usando (5.6) y (5.7)

respectivamente. U

Una vez probado este lema, la demostraciéon de (5.4) es la misma que dada por Souplet en

[Sou05], pero la escribiremos para una mejor comprension.

DEMOSTRACION DE (5.4) . Sea (u,v) solucién no negativa del problema (5.1). Como d™ ~

®1,m, se sigue del Lema 5.7 con f = a(y)v(y)P que

u(z) > C ( [ atwwrermto) dy) b1 (),
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y si f = b(z)u(z)7,

o) > C ( JREIELE dz) b1 (@),

Entonces

[ atwewror s> c [ aw) ( JREIERIE dz)p¢1,m<y>p¢1,m<y> dy

o ([ atorntors an) [ seruronras)
o ([ atiorntrsan) ([ o) ([ atwrtoronmas) ouner iz)’

= ([ atiorntr+an) ([ oo as) ([ atwronnma)”

De forma analoga vemos que

Y

/Q b(y)u(y) 61 m(y) dy > C < /Q ()1 () dy)

( /Q a(2)p1m ()" dz)q ( /Q b(y) () 61.m (y) dy> v

Luego, como pg > 1, si probamos que existe una constante positiva C' tal que

/ )by dy > C y / b(y)drm ()" dy > C
Q Q

se tiene

(5.8) /Q ()P brm(y)dy < C y /Q b(y)u(y) b1m(y) dy < C.

Entonces, si tomamos a ¢1 ,, como funcién de prueba en el problema (5.1) vemos que

[ awrtpornas= [

(=AY u(y) b1 m () dy = At / D1.m(¥)uy) dy
Q Q

/ b(y)u(y) b1 (y) dy = / (=AY 0(4)b1m(y) dy = Avm / b1m()0(y) dy.
Q Q Q

Por lo tanto, de (5.8) se sigue (5.4).

Veamos ahora que [, a(y)p1m(y)PTdy > Cy Jo b(y)p1.m(y)TTdy > C:
Sea g > 0,

[ awrntrtan= |

a(y) b1y dy > P / aly) dy
{¢1,m25}

{p1,m>e}

_ oo ( /Q aly) dy — /{ ) dy>
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> ([ oty = lallel{rm <)1)

Luego [, a(y)d1,m(y)P™tdy > C > 0y de la misma manera [, b(y)d1,m(y)?™ dy > C >
0. U

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.5 . Recordemos que ¢1,, > 0 es la primer autofuncién
de (—A)™ en H{*(Q) normalizada por [, ¢1,, = 1y existen constantes positivas ¢i, ¢z > 0 tales
que ¢1 d™ < @1 < c2d™.

Por (5.4) se tiene

s, + lollza,, < C:

Entonces si n < m, por 1. de la Proposicién 5.2,
[tlloo, [[v]loo < €

y el teorema queda demostrado.
Andlogamente que en el caso m = 1 en [Sou04|, mediante un proceso iterativo iremos
incrementando el valor de k hasta obtener k£ = oco.

Por la Proposicién 5.4 se tiene para 1 < k < ZJ_F—%

(5.9) lullgs,, + llollzs,. < C).

Paso 1: Podemos asumir sin pérdida de generalidad que ¢ > p y 8 > n — m. Luego se tiene

p < ™ EBn efecto B = Qm(q_‘H) >n —m. Entonces (p —1)(¢g+1) <pg—1< w lo que
n—m pg—1 n-m
implica que (p — 1) < n2_mm, es decir, p < 22,

Luego, para algiin valor de k tal que

(5.10) k>p y k2n+m

_6,
n—m

con ¢ suficientemente pequeno a determinar mas adelante, también vale (5.9).

Paso 2: Sea k; € (k, oo] tal que

1 P 2m
5.11 — > = - ,
( ) kl k n—+m
entonces por la Proposicién 5.2 se tiene
(512) Jull < CN=A)"ull gy < C Pl g = C 0l

que resulta finito pues 1 < k < ?:—2
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(n+m)pg
2m(q+1)°

Observaciéon 5.8. Notar que si k > tomando £ > 0 en (5.10), podemos encontrar

k1 > (n+m)q tal que vale (5.12).

En efecto, si k > m entonces ’—];— 2m_ -

) o . Luego, puedo elegir k1 > k cumpliendo

2m
(n+m)q
(5.11), es decir,

2 —1
(ntmpg (P 2m
2m(q+1) k' n+m

y ademés ki > (QZZL(;”JZII")J, siempre que (27:&22’1")1 < ("+m) que es cierto pues p < q.
Paso 3: Asumamos
(5.13) k1 >q

y sea ko € (k1, o] tal que

(5.14) — > = —
Entonces por la Proposiciéon 5.2

ol 25, < C A0l g0 < C gy = €l

que resulta finito por el paso 2.
Paso 4: Podemos ver que las condiciones (5.11), (5.13), (5.14) y ademés que min{ky, ko } > %

para p € (0,1) a determinar son equivalentes a

P 2m 1 , p 1
5.15 A== — — =, =
(5.15) Fonam g Syt
y

q 2m 1 p
1 £ — < £
(5.16) ke ntm ok ok

De aqui en adelante buscaremos condiciones que impliquen o sean equivalentes a (5.15) y
(5.16) y asi poder determinar p y ¢.

Si suponemos

+

n +m)pq

5.17 k ,
( ) m(q+1)

IN
&

2m(‘]+1) 2m

se tiene A > 0. En efecto % g > e
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Luego (5.15) puede resolverse en k; € [1,+00) y k% puede tomarse arbitrariamente cercano

a A siempre que

p—p 2m
5.18 g_F -
( ) k n+m
y
2 1
(5.19) p__m =
kK n4+m ¢
Pero (5.18) vale siempre que
5.20 ——p<p<l1
(5.20) TP <P
y (5.20) es cierto porque p < f:—%
Por otro lado, como [ = % > n —m, tenemos que L % — n+m Luego, como

k< Z:Lz puedo tomar ¢ suficientemente pequeno y obtener (5.19).
Veamos ahora la condicién (5.16). Esta condicién puede ser resuelta con ko € [1,00) siempre

que

q 2m P
21 = — .
(5.21) k1 n—l—m<kz

Tomando k% en (5.15) lo suficientmente cercano a su cota inferior A, se tiene que (5.21) es

equivalente a

(5.22) p>1—n

donde 7 := n+m(q—|—1)/<:—(pq—1).

2m q _ 2m __ 2mq _ 2m
En efecto, si k esta cerca de A = £ — o entonces £- — 255 esta cerca de % P e
luego basta pedir que % — T%Jrlfﬂ - n%rmm < £, es decir, 1 —n < p.

Por otro lado, p < 1 es equivalente a

n-+m
5 )

pero como [ > n — m es posible tomar £ pequeno en (5.10) talque vale (5.23).

(5.23) k>

Finalmente elegimos p € (0, 1) suficientemente cercano a 1 tal que cumpla las condiciones
(5.20) y (5.22).

Paso 5: Se sigue del paso 4 que si (5.9) vale para algin valor de k cumpliendo (5.10) y (5.17),
entonces (5.9) sigue valiendo para k/p ( esto es por (5.15) y (5.16)).
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Luego, comenzando por (5.9) e iterando el proceso, vemos que podemos alcanzar un valor

de k > (221_(2:)_11")1 después de un nimero finito de pasos.

Entonces se sigue por la Observacién 5.8 que podemos encontrar ki > (n;r:: Ja > (n;r:; P tal
que [lull & <C.
am

Tomando ahora ki := ki, podemos tomar ko := co en el paso 3 para concluir que ||v| < C.

Anslogamente, por el paso 2, con k := k1 y ki := oo se sigue que ||ul|oo < C. O

5.3. Existencia de soluciones singulares

Para probar el Teorema 5.6, que afirma la optimalidad de la condicién sobre a y S, la idea
consiste en construir una funciéon f € L}im () tal que la correspondiente solucién del problema
lineal (5.2) sea no acotada.

Recordemos que consideramos 2 la bola unitaria para n > 3, y pequenas deformaciones de
la bola para n = 2. En ambos casos, dado x¢ € 012, existe » > 0 y un cono de revolucion >
con vértice en xg tal que X := X1 N B(xg,7) C .

Luego, para 0 < o < n — m definimos
(5.24) (@) = |z — x0T xs(x)

donde Yy denota la funcién caracteristica en 3.

Luego, es facil ver que f € L}, (Q). En efecto, como zg € 99, d(z) < |z — z¢| y se tiene

/ |f(z)]d(x)™ dx = / | — :c0|—(a+2m) d(z)™ dz < / |z — x0|—(a+m) da
Q by

b
que resulta finita por ser 0 < o < n — m.

Por otro lado se tiene el siguiente resultado.
Lema 5.9. Sea u solucion del problema lineal (5.2) para f definida en (5.24), entonces
u(z) > C |z — zo| " *xx ().
DEMOSTRACION. Por la férmula de representacién

U(w)=/QGm(w,y)f(y) dy:/ﬂGm(%y) ly — 2o~ s (y) dy.

Por otro lado, recordemos que en la demostracién del Lema 5.7 en la Secciéon 5.1 vimos que

G(z,y) = Cd(z)™ d(y)™,
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es decir,
u(z) > / d(z)™ d(y)™ ly — |2 dy.
)

Ahora bien, para x € X existe una constante positiva o tal que
d(z) > ol — 2o,

para todo = € X.
Luego, si t es tal que o|lz — x| < t < 20|z — zg| y tomamos y € ¥ N B(x,t), se tiene:
d(y) > oly—xo| y |y —zo| < Clx — 0.

Entonces se sigue para x € ¥ que
u@)= [ )"y~ ol dy
YNB(z,t)

>C o — 2o|™ |y — @™ |y — 0|~ dy
ENB(x,t)

(5.25) ZC\x—xola/ & — o™ [y — 20| ™ dy > C |z — z0| .
ENB(x,t)
J

Estamos entonces en condiciones de demostrar el segundo resultado principal de este capitu-

lo.

2m(p+1) y 5 _ 2m(g+1)

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.6. Recordemos que o = )

0 < a, 8 <n—m. Definimos
¢ = |z — x|~ xsy(z) W= o — o TP xx ().

Sea (u,v) solucién positiva del problema

(—A)"u = en ()
( A)Mvu =1 en
( ) (ai) =0 sobred2 0<j<m-—1.

Entonces, se sigue por (5.25) que u ¢ L, v ¢ L,

p
WP > <C oz — wo!_BXz> — Cla— 2| v = C o

ul > (Cla —wo| *xx)? = C'lo — wo| P+ x5 = C'y.

Luego, si definimos a := ¢/vP > 0y b:=1/u? > 0, se tiene que a y b son funciones no negativas

y acotadas y (u,v) cumple (—A)"u = a(x)vP y (—A)"v = b(x) ul. O
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Para terminar este capitulo, probaremos la Observacién 5.3 que describe la optimalidad de

la condicién 2. dada en la Proposicién 5.2 para el problema lineal.

Proposicion 5.10. Sea 1 <p<g<ooy % — % > 2m - Entonces, existe f € LY, (Q) tal que

n+m’

uég L2, (Q), donde u es solucion del problema (5.2).

DEMOSTRACION. Sea 0 < a < n —m y definimos como antes f(z) = |z — xo|~(@T2™) 5 (z).

Entonces se tiene

HfHI[)/pm(Q) = / ‘x — mo‘—(a—f—Qm)p d(x)m dr < / ’x _ xo‘—(a—l—Qm)p—i—m dx
d » .

n+m
a+2m*

y entonces f € L%, (Q) para p <

Pero, como vimos antes, para x € ¥ existe una constante positiva o tal que d(z) > o|z— x|,

y entonces se sigue por el Lemma 5.9 que para ¢ > ’H'Tm, ug L, ().

Finalmente, observemos que como + — 1 > 2m_
D q n+m

podemos elegir v € (0,n — m) tal que

n+m n+m
- <a< T O

Observacion 5.11. Recordemos que para p > m -+ 1, sabemos por el Corolario 4.6 del Capitulo

4 que la solucién del problema lineal satisface
lulls,, @ < ClIflle, @)

Observacion 5.12. Estos resultados pueden extenderse a dominios {2 mas generales donde

sean vélidas las estimaciones (5.5), (5.6) y (5.7).






Capitulo 6

El problema de Dirichlet en un poligono

Consideramos el problema de Dirichlet

-AU =f en ()
U=0 sobre 0€,

(6.1)

en un dominio Q C R? poligonal.

Estimaciones para la solucién del problema (6.1) en espacios de Sobolev sin peso fueron
estudiadas por Grisvard en [Gri85]. El autor encuentra que el comportamiento de la solucién
es singular cerca de los vértices del poligono.

Obtenedremos en este capitulo estimaciones a priori con pesos w en la clase AP(R2) del

siguiente tipo

Ul + D @) DU ey + D Nlo(@) DUz ) < C I fllize
181=1 |al=2

donde p(z) y o(z) son funciones que dependen de la distancia de z al vértice més cercano del
poligono y del dngulo correspondiente a dicho vértice y C' = C(Q2).
Como vimos en los preliminares, podemos escribir la solucién U mediante su féormula de

representacion

(6.2) / Ga(z,y) f(y) dy,

donde Gq(z,y) es la funcién de Green asociada a €2, que puede escribirse a su vez como
(6.3) Ga(z,y) =Ta(z —y) + Ha(z,y),

1
con'g(z) = Py log |x| ! la solucién fundamental cldsica para el problema de Poisson y Hq(z, )
7r

cumple para cada y € Q fijo

AyHq(z,y) =0 x €
Hqo(z,y) = —Talx —y) x € 0.
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Para estudiar las derivadas de la funcién de Green Gq(x,y), usamos la Transformada de
Schwartz Christoffel, una aplicaciéon conforme que lleva el disco unidad B al poligono 2. Esto
nos permite usar resultados conocidos de la funcién de Green en B.

Notacién: Decimos que f < g en Q2 x Q2 siempre que exista una constante positiva C' = C(Q2)

tal que f(z,y) < Cg(x,y) para todo (z,y) € Q x Q.

Recordemos que si h : B — ) es una transformacién conforme se tiene
A(Uoh)=|h|?(AU) o h.

Luego, U o h satisface
—AU = |W>(f o h) en B
U=0 sobre 0B.

Entonces para u € B se tiene

U o h(u) = /B G (u,v) (f o W)(w) 12 do,

donde G es la funciéon de Green en B. Si hacemos ahora un cambio de variables y llamamos
g : Q — B a la transformacién inversa de h, u = g(x) y v = g(y) se tiene que el Jacobiano de

la transformacién estd dado por Jy,(u,v) = |h'|? y por lo tanto

Ux) = /Q G(9(x), 9(v)) f () dy,

y obtenemos finalmente una expresion para la funcién de Green G dada por

(6.4) Ga(z,y) = Gp(9(x),9(y)) = Gp(u,v).

Con este mismo argumento, encontramos una expresion para la funcién Hq como sigue

(6.5) Ho(z,y) = Hp(g(x), 9(y)) = Hp(u,v),
donde Hp(u,v) satisface para cada v € B fijo

AyHp(u,v) =0 u€ B
Hp(u,v) = -T'p(u—v) u € IB.

con I'g =T'q.
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La funcion de Green en el disco unidad

La funcién de Green Gp(u,v) asociada al problema de Dirichlet (6.1) en el disco unidad

X

asi como también son conocidas las siguientes estimaciones para sus derivadas:

B C R? se conoce en forma explicita

1 _ 1
Gp(u,v) = %log lv —ul™! — %log <]u\

U
U R —
Juf?

d
| DG (u,v)| < C |u—v|7lel ml’n{l, ﬁ} para |a| = 1,2.

Entonces, usando que la funcién de Green es simétrica, podemos probar de forma aniloga a la

Observacion 3.2 que

d
(6.6) |DYGp(u,v)| < Clu—wv|~'* min {1, \u(—U)v]} para |a| = 1,2.

6.1. La Transformada de Schwarz-Christoffel

En esta seccion definimos la transformacion conforme h que aplica el disco unidad B del
plano complejo en un poligono cerrado simple de manera que podamos utilizar las estimaciones
conocidas para la funcién de Green en el disco.

Dado €2 un poligono cerrado simple de N lados con sus vértices en los puntos del plano z;

con j € {1,..., N}, denotamos para cada j:

» 0; al dngulo interior en z;

= k; una constante real tal que k;7 es el angulo exterior en z;.

Entonces se satisface la relacién k;m + 6; = m para cada j € {1,..., N}. Asi, para 0 < §; < 7 se
tiene 0 < k; < 1y para m < 6; < 27 se tiene —1 < k; < 0.

Como los angulos exteriores varfan entre —m y , se sigue que k; € (—1,1), y como la suma
de los angulos exteriores de un poligono cerrado es 27, entonces z;vzl k; = 2.

Sea

/

ho(u) = (u—w) " (u—wy) 72 (u — wy) 7R,
donde u € By wy,...,wx son tales que |w;| = 1. Entonces ' (u) es analitica en todo el disco B
excepto en los puntos wj.

Si ug es un punto en la region donde es analitica, se sigue que

(6.7) h(u) = / W (s)ds

0
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es analitica en esa region, donde la integral es sobre cualquier camino de uy hasta u contenido
ahi. Como podemos elegir el camino por ser analitica, tomaremos en general la recta que une
Up y u.

Para definir A en el elemento w; de manera que sea continua, tomamos por ejemplo w; y
notamos que el tinico factor que no es analitico en w; es (u — wy) ™%,
Escribimos h' (u) = (u—w1) ¥ ¢(u) donde ¢p(u) = (u—ws)~*2...(u —wyn ) *N es analitica en

wy y puede escribirse en un entorno B(wy, R) de w; como su serie de Taylor, entonces se tiene

/

h(u) = (u—w1) Me(wr) + (u—w)' ™ P(u)

donde 1 es analitica en B(wi, R).
Como 1 — k; > 0, podemos asignar el valor cero en u = w; a la funcién (u — w1y )' =% ¢ (u).

Asi, la integral

/u(s — wl)lfk1 P(s)ds

1

a lo largo de un camino contenido en B N B(wy, R) resulta continua en w;.

Por otro lado,

w 1
/u1 (s — wl)_kl ds = - [(u — wl)l_kl — (ug — wl)l_kl]

también representa una funcién continua en wy. Finalmente, si tomamos un camino de ug hasta
u1 y lo unimos con un camino de u; hasta u se tiene que h(u) definida en (6.7) es continua en

wy, y con el mismo argumento, vemos que es continua en todo el disco B.

Definicion 6.1. La transformaciéon de Schwarsz-Christoffel viene dada por

h(u) = A/u(s —wy) M (s —wp) R (s —wn) TV ds + C

0

donde A y C son constantes complejas.

Esta transformacién aplica el interior del disco unidad B en el interior del poligono cerrado
simple cuyos vértices son las imdgenes de los puntos w; como se muestra en la Figura 1. En
este caso, los vértices del poligono son los puntos z; = h(w;) y llamaremos a los puntos w;
pre-vértices. La transformacién inversa de h la denotamos por g, asi u = g(x) y v = g(y).

Sin perdida de generalidad, en adelante trabajaremos con esta transformacién sin tener
en cuenta las constantes A y C (para mds detalles sobre esta transformacién ver por ejemplo

(CB84)).
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z3 h
Wy
— W3
ws
wa
—
g e wy
FI1GURA 1.

6.2. Desigualdades auxiliares

Para d,,, = min;; |lw; —w;| definimos los conjuntos B; = B(wj, dTm) NB,conj€{l,.. N},
y Byy1:= B\ UYB;.

Luego, si €2, es la imagen del conjunto B; por la transformacién h, se tiene que €2; es un
entorno de z; y la familia de conjuntos {£2; };V: ﬁl es un cubrimiento para €2, mas aun, {2 = U;V: ﬁl Q;

(ver figura 2).

z3 h
<_
24
22
wa
z
6 '
g
Z1
Z5

FiGura 2.

Esto nos permite estudiar el comportamiento de la funcién de Green Gq(x,y) asociada al
problema (6.1) y sus derivadas en un entorno de cada dngulo 6; determinado por el vértice z;.

e Para z € (); se tiene:
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1. Siy € Qj, entonces u,v € Bj y se encuentran lejos de los otros pre-vértices. Asi,
dTm < |s —w;| <1 para s en la recta que une u con v.

2. SiyeQiconi;éj,z'7éN+1,entoncesu€Bj,veBiy\u—v\>dT’”.

3. Siy € Qny1, se tiene que v € By41. Entonces o bien |u — v| > ‘%m o bien u y v se

encuentran a distancia mayor a %” de todos los pre-vértices del poligono.
e Para x € Qp4; se tiene que |u — w;| > dTm para todo ¢ € {1,...,N}.
Notacién: A partir de aqui, sin perder generalidad y para simplificar la notacién en las

demostraciones, tomamos j = 1 en representacién de cualquier j € {1,..., N}.

Lema 6.2. Sea h la transformada de Schwarz-Christoffel dada en la Definicion 6.1. Entonces

para u,v € By se tiene

(6.8) |h(u) — h(v)| < Ju—wi| ™ u—v| para k; >0,

(6.9) |h(u) — h(v)] = |lu—v| para kp <O0.
DEMOSTRACION. Por su definicién

h(u) — h(v) = /u(s — wl)fquﬁ(s) ds,

con ¢(s) = (s — wg)*2...(s — wn)"FN analitica en wy y |p(s)| < 1.
Para k; > 0 consideramos separadamente los siguientes casos:
Caso 1: |u — wi| < Jv —wy].

Se tiene que |u — w;| < |s — w;| para todo s en la recta que une u con v, entonces

hw) — b)) < [ s = wal F(s)lds < [ fu—wnPjo(s)] ds
= \u—wllkl/ Lds < |u—wi| ™™ u—v|.

Caso 2: |u — wq| > |[v — wq].
Para todo s en la recta que une u con v se tiene |[v — w;| < |s — wy|, entonces, en forma

analoga al Caso 1 obtenemos
[A(w) = (V)] = o —wi| ™ fu— .

Cuando |u— v| < 2u—wy] se sigue que [u—wi| < |u—v|+ v —wi| < Flu—wi|+ v —w;
y entonces

1
§\u —wi| < |v—w|
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y la estimacion es vélida en este caso.

Para |u — wi| > |[v —wi| y |u—v| > 1|u — wi| tenemos

1—F1

[h(w) — h(v)] < <o —wi [ Ju— wy

[ = w sy ds

=< Ju—wi PR < u = vl|u — wy | TR
Para ky < 0, |s — wy| ™" < 1y asf para u,v € By se sigue que

) b1 < [l = w106 ds < o,

6.3. Estimacién para la funcién de Green en el poligono

Cualquiera sea el dominio 2 de R? acotado, sabemos que para todo z,y € 2 ( ver [MIMO09])

min{d(z),d(y)} e
|z —y] >j’m i

(6.10) Ga(z,y) < log <1 +

Estimaciéon para las derivadas de primer orden de la funcién de Green
Con el fin de estimar las derivadas de primer orden para Gq(x,y) aplicamos la regla de la

cadena en la ecuacién (6.4) y obtenemos
(6.11) |IDgGal,y)| < 2|D3GE(u,0)llg (2)]  para |a =1,

donde, por ser g analitica y h su inversa

/ 1

(6.12) lg (x)] = ) =< |u— wllkl\u — wﬂ’”...]u —wyl|.

e Caso 0 < 6y <m:
Lema 6.3. Sea x € Q4, donde 0 < 01 < . Entonces para y € Q y |a| =1 se tiene
DS Ga(a,y)| = |z —y[ ™"
DEMOSTRACION. Para y € €1 basta ver
(6.13) 16 ()] () — ()] < u— 0.
En efecto, como h(u) = x y h(y) = v, se tiene por (6.6) que

|DgGolw,y)| < |DGGp(u,v)||g (@) = Ju— o Mg (@)] = |o—y| 7,
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y de (6.12) vemos que |g ()| < |u — w1 [*" y tenemos (6.13) por el Lema 6.2.
Para y ¢ Q1, y ¢ Qn41, se tiene ju —v| > Lo y
DG (u,0)| g (@)] = Ju— o Hu—wn " < 1.

Finalmente, para y € Qx1, s6lo nos queda analizar cuando u y v se encuentran a distancia
mayor a %” de todos los pre-vértices del poligono. Pero esto nos dice que |¢' (z)] < 1y |h'(z)| < 1

es decir,
DG R(u,0)|lg ()] < Ju—o|™ <o -yl

O

e Caso 7 < 61 < 2m: Para el caso que el angulo interior 6; es mayor que 7, en la acotacién

aparece una dependencia de la distancia al vértice z;, como vemos en el siguiente lema.

Lema 6.4. Sea x € 4, donde m < 01 < 27. Entonces para y € Q y |a| =1 se tiene
v = 21" R ID Gala )] S o -yl
DEMOSTRACION. Tomemos y € Q1. Como 6; > m, se tiene k; < 0 y por el Lema 6.2
[h(u) = h(v)] 2 |u— .
Reemplazando en (6.11)

1DGa(z,y)| < g (@)[lu—v| ™" = Ju—wi[*u— o]

=< fu —wi [ h(u) = h(v)| 7" = |u—wy [Pz —y[

Asf, si existe v > 0 tal que |z — 217 < |u — w;| ™% tenemos

(6.14) |z — 21[V[DF Gz, y)| < o —y[ .
Pero
u
(6.15) @ — 21| = [h(u) — h(w)| < / (s — w1) F1o(s) ds| < [u— wi |,
w1
entonces, tomando v := (1__]21) =1- % > 0 se tiene (6.14) y el lema queda probado para
y € .

Paray ¢ O y ¢ Qn1, se tiene [u —v| > 4oy

DG (u, )| 19 (2)] =X fu— o] Hu = wi [ = fu— [
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y se sigue como en (6.14).
Finalmente, para y € Q1 sélo nos queda analizar cuando u y v se encuentran a distancia

mayor a 22 de todos los pre-vértices del poligono v la demostracion es andloga al caso 6, < 7. O
y 3 gono y g

Six € Qny1 la funcién de Green Gq(z,y) no tiene mayores singularidades que las propias

de la funcién de Green en el disco, como vemos en el siguiente lema.
Lema 6.5. Sea x € Qn41. Entonces para y € Q y |af =1 se tiene
|D2Ga(,y)| = oy~

DEMOSTRACION. Como z € Qy41, se tiene & < |u —w;| < 1 para todo i € {1,...,N}.

Entonces |h(u) — h(v)| 2 |lu—2v|y

D5 Gr(u,v)llg ()] < |u— o™ = o —y|7h

Estimaciéon para las derivadas de segundo orden de la funcién de Green
Para obtener una estimacién para las derivadas de segundo orden de Gq(x,y) aplicamos

nuevamente la regla de la cadena a la ecuacién (6.4) y asi

(6.16)  [DiGa(z,y)| < |DgGp(u,v)||g () + |DIGE(u,0)llg" ()] para || =1,|a] =2,
donde

(6.17) 9" ()] = Ju— w171,

Entonces, nos queda estimar separadamente cada término en (6.16).

e Caso 0 < 6y <m:

Lema 6.6. Sea x € 0y donde, 0 < 01 < 7. Entonces si |5| =1 se tiene:

Para y € Qy existe 0 < a < 1 tal que
|z — 21| DG (u,v)| g ()] < o — gy

Paray ¢ 1, y ¢ Qg
IDEGE(u,v)||g" ()] < 1.

Para y € Qi1
IDEGB(u, )| lg ()] = |z —y| ™"
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DEMOSTRACION. Sea y € ;. Consideramos los siguientes casos:
1. Si |z —y| < |z — 21|, por (6.6), (6.17), y el Lema 6.2 se tiene para a > 0
DGR (u, )l [g" ()] < Ju— o Hu —w [P
<l =yl | — P
<oyl e =y

<z =yl e — 21— [P
Entonces como a > 0 por (6.15) se tiene
@ — 21" DG s (u,v)] g (2)] < o =yl

2. Si |z —y| > |z — 21|, por (6.6), (6.17), el Lema 6.2 y usando que d(u) < |u — wy| se tiene

para a >0

d(u)

ju—of?

IDEGg(u,v)||g" (2)] = lu — wy [P

< d(u)|z —y| 2 fu = wi [ — PR
< -y
=lo—y| 7 —y7"
Entonces como a > 0, por (6.15) se tiene
@ — 21" DIG B (u, )] g (2)] < o =yl

Para y ¢ 1, y & Qna1, se sigue que |u — v| > % y entonces

" d(u _
IDEG (.09 (0)] = gl — P < P <1

Finalmente, para y € Qn41, el caso que no estd contenido en los anteriores es cuando u

y v se encuentran a distancia mayor que dTm de todos los pre-vértices del poligono, entonces
lg (x)| =1y

IDIGB(u,)llg" ()] = Ju—v| ™ 2 [z —y| "

O

Concluimos el andlisis cerca de los vértices z; con 0 < ; < 7 con la estimacién para el

primer término en (6.16).
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Lema 6.7. Sea x € Qp, donde 0 < 01 < w. Entonces si |a| = 2 se tiene:

Para y € Q1 U QN1

DECs ()| g (@) < d("’ﬂ),g.

lz—y
Paray ¢ 0, y ¢ Qg

DG a(u,0)l|g () < 1.

DEMOSTRACION. Para y € Qy, por (6.6), (6.8) y (6.12)

g @) < 4

, d(u)
D~ 2=
|Dy Gp(u,v)||g ()] AP

_ —k1
S P |lu — wy| 7"

Sea Xy € 09 tal que d(z) = |z — Xo| y Qo € 9B tal que g(Xp) = Qp. Entonces por el

teorema del valor intermedio existe &y en la recta que une x con Xy tal que
(6.18) d(u) < u = Qo| = lg(x) — 9(Xo)| < |g (€o)lle = Xo| = |g'(¢0)|d(x)
y aplicamos (6.12) a g(&§y) = n para obtener

d(u) < [ —wi M d(x).

Entonces

D2 ()| g (@) < 2@

|7k
Tz -y

7 —wi|*|u — wy

Si aplicamos sucesivamente el teorema del valor intermedio, existen &; en la recta que une &_1

con 2z tales que

In —wi| < | — w1 [* € — 21
2
< |ne — wi|FT|& — 21|y — 21

3 2
< |3 — w1 "] — z1|* 1161 — 21" € — 21|

M 2
< — w1 FU L |6 — 21 [FLE — 2R & — 21|

M
M

<|lr—2 ...]w—zl\k%\x—zl\klm—zl]

donde g(&) = m; y usamos en la ultima desigualdad | — z1| < |z — 21| y |mi — w1] = |z — 2z1]

para todo 1.
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Pero la constante que representa < no depende de cuantas veces aplique este razonamiento,

es decir, no depende de M. En efecto, al acotar |g ()|, se tiene por (6.12) que
/ dm p
o €1 < -t ()

donde p = > <0 k;. Entonces obtenemos despies de M veces la constante que representa < es

dm\ P Sl by
(%)

oo kn
y por ser p < 0y dy, < 4, podemos acotarla por (4m)? >=n=o

que es finito y no depende de
M.

Luego, se tiene

‘2 = d(x)

Ky
T ey ’

DG (u,0)| |9 (2) & — 21 Ju — wy

M1 1_pM+2
para ﬂ - anl kln - kl ( lflkl

Por otro lado, para v = 1291 se sigue de (6.15)

d(x)
|z -y

o = 21| DG (u, )| g (2)* <

Para € > 0 podemos encontrar M suficientemente grande de manera que —f + v =

k{\4+2 15}91 < €. Entonces

’ d X
2 — 21 FIDSG ()l Ig (@) = 2L
[z -yl
para todo € y podemos tomar limite con ¢ tendiendo a cero. Asi
/ d(x)
|DyGB(u,v)| g (33)|2 = m

Paray ¢ O, y ¢ Qna1, se tiene |u — v > % y por (6.6)
ID5GE(u,0)l|g (@) =< u—v|2lg () =X fu—w [ < 1.

Finalmente, para y € Qx41, con u y v a distancia mayor a d?m de todos los pre-vértices del
poligono, [(u) — h(v)| = [u— | y

N d(x) d(x)
() = .

, d(u)
«a 2 <
DG g(u,0)||g ()] ~z—yf?

T lu—of?

Iy —wi M <

e Caso 7 < ¢ < 2m: Veamos ahora que sucede cerca de los vértices z; con m < 0; < 2.
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Lema 6.8. Sea x € 4, donde m < 01 < 27. Entonces para y € Q y || =1 se tiene:

Para y € O
o — 21 5 DGR (u,0)llg" ()] < |z —y| 7.
Paray ¢ Q1, y & Qni1
@ — 21 % |DEGE(u0) g ()] < 1.
Para y € Qn41

IDYGa(u,0)llg" (@) < o —y| 7.
DEMOSTRACION. Tomemos y € Q. Por (6.6), (6.17) y Lema 6.2 se tiene
IDEG ()6 (@) = it — o M — w1270 < o — g — P,
Luego, si existe v > 0 tal que |z — 2|7 < |u — wy| 721! tenemos
@ — 211D Gp(u,v)l g ()] < |z —y| "

Pero por (6.15) basta tomar
o 1-— 2](51 s

= —=2—-—.
T 0 0,
Paray ¢ O, y & Qn41 se tiene [u —v| > Loy

1DEG B (u,v)| g (2)] = Ju— v M — w72 fu— [

y se sigue como antes.
Finalmente, para y € Qn41, con u y v a distancia mayor a d?m de todos los pre-vértices del

poligono, [h(u) — h(v)| = [u—v|y

1DEG B (u, )| |g" ()] < u—wi|** "y — o F < |z —y| 7L

Lema 6.9. Sea x € 1, donde m < 01 < 27 y sea |a| = 2. Entonces

1. Paray €  con d(z) < 3|z — 21| se tiene

d(x)

v =20 [DiCE )y () X s

2. Para y € Qy con iz — 21| < d(x) < |x — yl, eziste a > 0 tal que

2—2 1T _
|z — 2|70 | DEG B (u,v)| |9 ()] =[x -y 72
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3. Paray ¢ Q, y ¢ Qn1 se tiene
2 =219 | DECB(u,0)lg () < 1.
4. Para y € QN1 se tienen las estimaciones 1. y 2.
DEMOSTRACION. Consideremos y € € y d(z) < |z — z|. Por (6.6), (6.9) y (6.12)

, d(u) d(u)
IDGa ()19 @) < gl @) < T

9 (x) Ju — w7,

Pero, por (6.18), existe £ = h(n) en la recta que une = con X, para Xy € 0f2 con d(x) =
|z — Xo| tal que
d(u) < g (€)ld(x).
Entonces por (6.12)

d(x)
|z -yl

2k1

(6.19) DG (u,v)| g (2)]” = [ = wi | u — wy

Asi, si tomamos v = 1:2],2 y 3= 1:]21 se obtiene por (6.15)

(6.20) [z —21[€ = 217 = Ju— w7 — wy TR

y reemplazando en (6.19)

’ d(x
(6.21) € = 21)°|e — 21|*| D Gp(u, 0)] |g (2)* = ﬁ
Pero como d(z) < 2|z — 21|, | — z1] 2 |[£ — 21| En efecto [z — 21| < |z — ¢+ [ — 21 ¥
tenemos los siguientes casos:
o si |z — & < La — 2| es directo.

o si |z —¢ > Yo — 2, como d(z) < |z — 21| se tiene [z — €| > Lz — 2|y [z — 21| <

|z — Xo| 4+ |Xo — 21| < 3|z — 21| + | Xo — 21|. Entonces
1
glz =zl < X0 — a1 < [Xo = £+ € — 21| = d(§) + € — 21 < 2[€ — 2.

Luego, por (6.21)

’ d(.%')
|z — 21" DGp(u,v)] g ()] = Iy
donde v+ 8 <2 — 4, para ) < 27. Esto nos dice que
P / d
|z — 217701 | DGR (u,v)| g () = ﬁ

y queda probado el punto 1.
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Para probar el punto 2. vemos que, por (6.6) y el hecho que |z — 2| < d(z) < |z — y| se
tiene para a > 0

1

IDSGp(u,v)||g (2)2 < ——3¢ (@)
[u—v]
<o — g™ u = wy [P |z — g2
(6.22) = o = 21|l = wiFr e -y 7

Entonces, si v = 1:2],2, por (6.15)

@ — 21| DE G (u,0)l g (2)]” = |o —y| 7

como queriamos probar.

Paray ¢ O, y & Qn41 se tiene [u — v| > %=, Entonces
D5 (u )| 1g (@)1 X fu— o] u = wi P = fu = wy [P

y se sigue como en (6.20).
Finalmente, para y € Qn41, con u y v a distancia mayor a ‘%m de todos los pre-vértices del
poligono, |h(u) —h(v)| < |u—wv| y también consideramos los casos 1. y 2. que se ven simplificados

porque podemos acotar los factores |u — w;|?* en las ecuaciones (6.19) y (6.22). O

e Caso x € Qpny1: Se tiene ‘%m < |u—w;| <1 para todo iy |h(u) — h(v)| < |u— v|. Esto hace
suponer que no hay dependencia de la distancia a los vértices. Esto acurre para el término con

|6] = 1. En efecto,

IDLGE(u, )l 19" ()] = fu—wi M u— o7 Loyl

PN

Sin embargo, requiere més cuidado para el término con |a| = 2. Esto se debe a que com-
paramos d(x) con d(u) como en (6.18) y tenemos la existencia de un punto & = h(n) que no

sabemos si se encuentra lejos o no de los vértices. En efecto, si |a| = 2,

¢ @) < 42

, d(u)
D~ 2=
|DyGp(u,v)|lg ()] ~lz—y?

_ k1
- |u_v|3 ‘77 wl’ )

suponiendo que w; es el pre-vértice mas cercano a 7.

Entonces, si k1 > 0 tenemos

. d(z)
< .
DG )| 3
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Pero si k1 < 0 tenemos una singularidad. Lo que hacemos es separar en los mismos casos
que en la demostracion del Lema 6.9, esto es
1. d(z) < %]w — z1]: se sigue anédlogamente al punto 1. tomando sélo la condicién para 3.

2. 2z — 2| <d(z) <|z—y|:
DG (u,)|[g ()] =2 fu— o2 2 o —y| 72

y se sigue analogamente al punto 2. En ambos casos, los factores que aparecen son potencias
positivas de |z — 21|, y por ser x € Qpn41, se tiene |z — 21| > dT'”, con lo cual efectivamente no

hay dependencia de la distancia a dicho vértice.

6.4. Resultado principal

Para hallar estimaciones de las derivadas de segundo orden de Hg(z,y) la idea es la misma
que para el caso Gq(z,y) y consiste en aplicar la regla de la cadena a la ecuacién (6.5) para

obtener
(6.23) |DSHo(z,y)| = |DSHp(u,v)||g ()] + |DEHp(u,v)|g" (x)]  para o =2, |8] = 1.

Lema 6.10. Sea x € Q) y |a| = 2. Entonces para y € §) se tiene

1. Si0< b, <
DS Ho(x, y)| < d(x) 2.

2. St <6 <2mw

| = 21 P79 | DS Ha (2, y)| < d(z)~2.

Sea © € Qny1 y |a| = 2. Entonces para y € Q se tiene
| D3 Ho(, y)| < d(z) 7%

DEMOSTRACION. Como buscamos una acotacién para cada término en (6.23), usamos los
resultados probados en el Capitulo 2 para un dominio C2.

Por el Lema 2.2, y por ser B un dominio suave, para || =1y |a| =2
|D5H3(u,v)| <Cdu)™' y |DYHp(u,v)| < Cd(u)~2

Para z € €, sea Xy € 99 tal que g(Xo) = Uy con d(u) = |u — Up|. Entonces para todo valor
de (91

(6.24) d(x) < |z — Xo| = [h(u) = h(Uo)| < |1 ()lu = Uo| = |n — wi| ™ d(u),
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para n en la recta que une u y Up.

Supongamos ahora que 0 < 61 < m, entonces k£ > 0. Luego

Dy Hp(u,0)| g (@) = d(w)~*u—wi | < |y —wn]~*Md(2) 2 |u — w [P

D} Hp(u,v)| g (2)] < )~ = wi 27 < Iy — [ () - g

Consideramos los siguientes casos:

Caso 1: [ — wi| > L|u —wy|. Se tiene

DS Hp(u,v)||g @) + DS Hp(u,0)||g" (@)] = d(e) + d(2) e - 217" < d(z)

Caso 2: [n — wi| < 1[u — wq|. Bajo estas condiciones d(u) > £|u — wy|. En efecto,
1
u —wi] < [ —u| + | —wi] < d(u) + Slu —wi].

Entonces d(u) ! < $|u —wi|~! y no es necesaria la estimacién (6.24). En este caso, se tiene

directamente por (6.15)
Dy Hp(u,0)| g (2)° + 1Dy Hp (u,0) g (2)] < d(w) *Ju — i+ d(u) ™ fu —w; 171
=< |u— w1]*2+2k1 =< |z — 21]*2 < d(w)*Q.

Por otro lado, sim < 01 < 27, entonces k1 < 0,y de la ecuacién (6.24) vemos que d(x) < d(u).
Entonces
1D Hp(u,0)l g () < d(a)?|u — w1,
y usando nuevamente (6.15)

=2ky ’ _
|z — 21| 7F | Dy Hp(u,v)| |g (2)* < d(z)~?,

donde 1__221 <2-—

T
01"

De la misma manera
\DZHp(u,v)||g" ()] < d(w) ™ u — w27 < d(z) ™ u — wy [P

y se tiene

12k , ~
| — 21| 7 D Hp (u,0)l |9 (2)] = d(2) ™Y,

1-2k1 _ o9 =
donde e =2-7,
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Si tomamos © € Qny1, |g/(:v)| <1ly |g//(:v)| <1,y
D2 Hip, )] < () + )"

y por (6.24) vemos que si 7 se encuentra cerca del pre-vértice wy con k; < 0, se tiene d(z) = d(u).
Pero si k1 > 0, debemos separar en los casos vistos previamente:
Caso L: |n —wi| > 3|u—w;| > dTm.
Caso2: |n — wi| < |u — wi|, entonces d(u) > |u —wy| > %”.

En ambos casos obtenemos d(z) < d(u) como querfamos probar. ]

El término en la expresion (6.3) que nos queda por estimar es DT'o(z — y). Aqui no es
necesario componer con la transformacién de Schuartz-Christofel ya que no esté involucrado el

dominio. Por lo tanto, por el Teorema 2.5 del Capitulo 2 se tiene parai=1,2, j = 1,2

D, [ DuyTole—y) f5) dy = Kf(x) + (2)
Q

en sentido débil, donde ¢ es una constante y K es el operador integral singular de Calderén-

Zygmund dado por

Kf(z) = lim Dy Ta(r —y) f(y) dy.

e—0 lz—y|>e
Lema 6.11. Sea U solucion del problema (6.1). Entonces para x € Q, y |B| =1
U ()| + |p(z) DU (2)| < Mf(x).
donde
|x—zi|1_@1i para x € Q; con 0; >

p(x) =

1 para x € Q; con 0; < mox € ANy

DEMOSTRACION. Por los resultados vistos en la Seccién 6.3
Gala,y)| < |z =y~ v |p(x)DiGalz,y)| < o —y|~".
Entonces el resultado se sigue facilmente de la misma manera que el Lema 2.1. O

Lema 6.12. Sea U solucion del problema (6.1). Entonces para x €  y |a] = 2

(@) DgU ()] = {Kf(@) + Mf(@) + ()|},
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donde K f(z) = sup.-

f\x—y\>5 DgPQ(.%' - y) f(y) dy Yy

97

|z — 2| %  parax € Q; conb; > 5

o(z) = |z — Z¢|1_“ para x € Q; con 0; < 5
1 para x € Qny1,

para 0 < a < 1.

DEMOSTRACION. De la misma manera que en la demostracién del Lema 2.8, por la férmula

de representacién (6.2) y (6.3) tenemos

D3U(x) = lim DiTa(z —y) f(y)dy + cf (x)
=0 Jec|z—y|<d(z)
s Do) fdy+ [ DRGa(en) Sy
lz—y|<d(z) lz—y|>d(x)
=1+ 1T +I1IT+1V.
Ahora bien,

1| < |K f(z)| + K f(z) < 2K f(z)
y [II] < Cf(x) .

Por el Lema 6.10 y como o(z) < 1 para x € ; donde 0 < 0; < 7, se cumple

[ e@DtHa) Sy @) [ (f)ldy < CM (@),
|lz—y|<d(z)

|lz—y|<d(z)

Finalmente, por los resultados vistos en la Seccién 6.3 se tiene

[ o@)DsGalwy) fw)dy < M ()
|z—y|>d(x)
y el lema queda probado. O

Estamos entonces en condiciones de enunciar y demostrar el resultado principal de este

capitulo.

Teorema 6.13. Sea Q un poligono en R? y sea U solucion del problema (6.1) para f € LE,(Q)
y w € Ay(R?). Entonces
10l e ) + Z p(2) DYV | 20y + Z lo(@) DU 2y 2 1 fllr o)
181=1 la]=2
DEMOSTRACION. La demostracién es una consecuencia inmediata del Lema 6.11 y el Lema

6.12 tomando ) = Uﬁf{lﬁi. O
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Capitulo 7

Espacios de Sobolev W, 7((2)

Dada una familia de pesos {wa }|a|<1 tal que para cada a, w, € M() definimos el espacio

de Sobolev
WP(Q) ={f € Lj,.(Q) : D*f € LE, ()}

y para f € WiP(Q), 1 < p < oo,
1/p

(7.1) Iz = | 21D g o) |

o<1

donde el espacio L%, () es el espacio de funciones medibles definidas en € tales que

1/p
1l = ( / |f($)|pwa(:c)da:> .

Observacion 7.1. Para asegurar que Wéf (€2) sea un espacio de Banach con la norma definida

en (7.1), tomamos wa /P e (Q) para |a| =1 (ver [KO84]). Observar que dicha condicién

loc

para w, implica que Df € L} ().

Por otra parte, C5°(2) C WEP(Q), pues wq € L} (), entonces introducimos el espacio

W,20() = G5 (),

wa,0

donde la clausura es tomada con respecto a la norma W" (Q).

Cuando wy = w para todo a, WP (Q) = WHP() es el espacio de Sobolev con pesos usados

en las secciones anteriores.

7.1. Densidad de funciones suaves en espacios de Sobolev con pesos

En LP(Q), C5°(2) es denso. Queremos ver condiciones para w € M(), bajo las cuales
C§°(9) sea también denso en el espacio LE(Q). Si w € A,(R™), este resultado fue probado por
Chua en [Chu92].

En el siguiente teorema probamos la densidad de las funciones C§°(£2) en L%, (2) bajo ciertas

condiciones para w que no necesariamente se relacionan con la condicién A,(R").
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Teorema 7.2. Sea w € M(Q) y supongamos que para todo compacto K C 2, existen constantes
positivas ax y bi tales que ax < w(x) < b para casi todo x € K. Entonces C§°(£) es denso

en LE(Q).
DEMOSTRACION. Si ) es un dominio acotado, definimos
1
Qpi={ze: - <d(z,00)},
n
y tenemos que Q = lim Q,,, entonces dada f € L% (Q),
n—00

m [ [f@)w)de= lim [ |f@)Pxe, @) w()d

n—oo Jo n—oo [pn
=/ If(w)lpm(:ﬂ)w(w)d:ﬂz/ |f (@) w(z) de,
n Q

por Teorema de Convergencia de Lebesgue. Entonces dado € > 0 existe un ng tal que

1/p
(/ |f(2)[P w(z) d:n) <e/2.
O\ Qnyy

Por otro lado, como €,,, esta contenido en un compacto de €2, existen constantes positivas

ap y by tales que ag < w(x) < by para casi todo x € £, por lo tanto

( /Q 1/p

1/p
| f(@)[P bo dﬂU)

0 0

1/p
@) ag dx> < ( | 1r@ree dx) < ( /
Qg 2
y resulta f € LP(Sy,,).
Luego, como C§°(§2y,,) es denso en LP (), existe g € C§°(Qy,) tal que

3

1f = 9llr(@n,) < W.

Entonces,

1/p
1f = 9llz @) = (/Q \f—g\pw(x)dx>

€
<€/2+bl/p =e,
0 bé/p

y como g € C§°(9) se tiene C§°(2) denso en LE ().

Si €2 es un dominio no acotado, definimos

1
Q, ={ren: - < d(xz,00)} N B(0,n)
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y procedemos de la misma manera que en el caso €2 acotado. (]

Consideremos ahora el espacio C$°(€2) de las funciones infinitamente derivables con soporte

compacto en R restringidas a €2, es decir
CX(Q) :={f: existe g € CF°(R") tal que f = g|a}.

Observacién 7.3. Es claro que la sola condicién w € M () es suficiente para tener C5°(Q2) C

LE(Q). Sin embargo para que el espacio C2°(Q2) C LE(€2) necesitamos ademés que w € L} ().

loc

Lema 7.4. Sea wy, € M(Q) tal que wy € L}, (). Entonces C°(£2) C WoP(Q).

DEMOSTRACION. Supongamos f € C°(Q), entonces f = g|q con g € C§°(R™) y

[ D @Pea@de = [ D) wn(o)do
Q QNSOPyg

< sup |g(x)P / wa () dz.
€QNSOPg QNSOPg

Entonces, por ser sop g compacto, se tiene que QNsopg C K C €, para K compacto. Luego,

por ser w,, € L} _(Q), resulta D*f € LE, (Q) para cada . O

loc

Se sigue de la Observacion 7.1 y del Lema 7.4 el siguiente corolario.

Corolario 7.5. Sea w, € M(Q) tal que wy € Li,.(Q) y wa /P e 1 (Q) para todo « con

loc loc

la| < 1. Entonces

C () C WP (9Q).

Sin embargo, las hipdtesis del Corolario 7.5 no son en general suficientes para la igualdad

de los espacios como muestra el siguiente ejemplo
Ejemplo 7.6. Sean=2,p=2 Q= {r = (v1,22) ER?: z| <1}y s> 1

(In(2/]x]))®  para z129 > 0
(In(2/]z]))"® para z129 <0

y sea w, = w para todo a con |af < 1.
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Observemos que w € L} (Q) y por lo tanto w™! € L (). Entonces, por el Corolario 7.5,

loc loc
C=(Q) € WAP(Q) y sin embargo C2 () # WaP(Q). En efecto, en coordenadas porlares sea

(

1 paraxz; >0y x9 >0
senf) paraz; <0y x>0

0 parax1 <0y 22 <0

cosf) parax; >0y xe <O.

Se tiene u € WaP(Q) y u ¢ C2(Q) (ver [Zhi98]).

Observemos que este ejemplo nos dice que el resultado del Teorema 7.2 es falso si no con-
sideramos hipétesis adicionales sobre w ( como por ejemplo la de acotacién sobre compactos
considerada).

Mencionamos a continuacion resultados conocidos que dan condiciones sobre los pesos w,
para que C2(€2) = WP (Q).

e El espacio de Sobolev clésico, correspondiente a w, = 1 para todo « con |a| < 1, para
un dominio Lipschitz (ver por ejemplo [Ada75]).

e Por supuesto, si existen constantes positivas aq, b, tales que a, < wq(x) < b, para casi
todo 2 € Q para todo o con |a| < 1, el espacio WP (€2) es equivalente al espacio de Sobolev
clasico.

e Siw € Ay(R"), Q un dominio (g,8) (ver [Chu92]). (Observar que w € L} () y la

condicién A,(R™) implican w™"®~D ¢ Ll (Q), pero no podemos asegurar que w € L} (Q).
Por lo tanto no estamos necesariamente en las hipdtesis del Corolario 7.5).
e Si w(z) = d(x)? con B> —1y Q un dominio Lipschitz (ver [Kuf85]). ( Observar que en

este caso w(x) estd en las hipdtesis del Corolario 7.5).



Capitulo 8

Sobre problemas de Cauchy bien planteados

Dadas funciones adecuadas f y g sobre €2, consideramos el siguiente problema de Cauchy

Opu+ Au=0 en Q x (0,00)

u(0,) = f en
815“(07 ) =9 en Qa
donde
.
(8.1) A=——divMV .
m

Definimos el espacio de Hilbert

(3.2) H={peLi(): /Q (@) Pm()dp < oo},

donde du es la medida de Lebesgue y definimos el espacio energia

(8.3) E={peH:D € Lj,.(Q) y bp, ) < oo},
donde
(8.4) o) = [ M)V pla) -V ola) dn

Q

para ¢, adecuados, equipado con la norma

lell? = be, ) + ol

Sabemos que para que el problema de Cauchy este bien planteado necesitamos analizar si
el operador A es esencialmente autoadjunto, y si no lo es, cuales son las condiciones de borde
apropiadas para poder elegir una tinica extension autoadjunta.

En [GSST10] los autores analizan ejemplos del problema de Cauchy para la propagacién de
ondas en algunos espacios tiempos estaticos con singularidades, los cuales llevan a operadores
como los definidos en (8.1) que no son esencialmente autoadjuntos y carece de sentido tanto
fisico como matemadtico dar condiciones de borde (las singularidades del espacio estdan en el

borde del dominio y esto se traduce en una singularidad en el operador A).
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Mas precisamente, en dichos ejemplos observan que, a pesar de no ser el operador A esencial-
mente autoadjunto y ain en ausencia de condiciones de borde, el problema esta bien planteado
siempre que la solucién tenga energfa finita.

Motivados por esos ejemplos caracterizan cuando existe una uUnica extension autoadjunta
del operador A con dominio incluido en el espacio de energia.

Para una mejor comprensién mencionamos algunos de los resultados principales de este
trabajo que luego extenderemos a otro tipo de dominios.

Consideremos 2 = R™ x (0,00), y sea A el operador de la forma
1
(8.5) A=——divMV,
m

donde M = (m;;) es una matriz de (n + 1) x (n + 1).
Suponemos:
» (H1) para todo (z,2) € Q, m(x,2) >0y M(z,2) = M(z,2)! >0
» (H2) me L} () y m e C®(Q)

loc

= (H3) my; € L] () y mi; € C®°(Q) parai,j=1,...,n+ 1.
Consideremos el espacio H y £ definidos en (8.2) y (8.3), luego, el operador A esta definido
en C5°(Q) y por (H1) resulta simétrico en H. Como m € L} (Q) y m;j € L (Q) se sigue que

C°(9) esta incluido en H y E.

Se pide ademas

= (H4) C°(Q) densoen H y £.

Observacién 8.1. Bajo estas hipétesis C§°(2) es denso en H. Por lo tanto el operador

A:C°(Q) C H— H esté bien definido en H.

Definicién 8.2. Decimos que A tiene la propiedad alternativa para que el problema de Cauchy
esté bien planteado (que denotaremos awpp por su nombre en inglés: alternative well posedness
property ), si existe una tinica extensién autoadjunta para A con dominio contenido en el espacio

energia &.

Teorema 8.3. Sea A el operador dado por (8.5) cumpliendo (H1-H4).

1. Supongamos que A tiene la propiedad awpp. Entonces, para todo conjunto medible I' en

R™ con (') # 0 se tiene

! 1
0 Jr mn+1,n+1($a z)
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2. Supongamos que para todo x € R™ existe una bola abierta B que contiene a x tal que

L
/—dz:oo,
o wn(2)

donde wp(z) = [ Mns1,n11(y, 2)dy. Entonces A tiene la propiedad awpp.

Corolario 8.4. Supongamos, ademds de las condiciones del punto 2. del Teorema 8.3, que para

todo x € R™ existe p > 0 tal que

1
(8.6) sup / Mpt1,n4+1 (Y, 2)dy / —dy | < .
=<1 \JB(z,p) B(a,p) Mn+1,n4+1(Y, 2)

Entonces A tiene la propiedad awpp si y sdlo si, para toda bola B en R™, se tiene

1
1
(8.7) / / —————dydz = co.
0 an+1,n+1(yaz)

Para demostrar el Teorema 8.3, los autores en [GSST10] dan una caracterizacién de la
propiedad awpp. Escribimos la demostracién ya que este resultado es clave en la aplicacién a la

teoria de espacios de Sobolev con pesos que comenzamos a analizar en el Capitulo 7.

Lema 8.5. El operador A cumple la awpp si y sdlo si &g = &, donde &y es la clausura del

espacio C§°(2) en E.

DEMOSTRACION. Supongamos que A tiene la awpp y sean A y Ag los operadores autoad-
juntos asociados con la forma b dada por (8.4) definidos en £ y & respectivamente.

Ambas son extensiones del operador A con dominio incuido en &, y por lo tanto son iguales.
Entonces, debe ser D(A%) = D(.Aé), es decir, £ = &.

Reciprocamente, si &€ = &y, la uinica extensién autoadjunta de A con dominio en & es la
extension de Friedrichs. Pero la forma b definida en £ es la clausura de la forma b definida en

C§°(2) y el lema queda probado. O

Este lema, nos permite ver el punto crucial en la awpp. Por ejemplo, si consideramos A = A
en un dominio donde no es esencialmente autoadjunto, necesitamos poner condiciones de borde
y en ese caso £ = W12(Q) y & = Wol’z(Q) que obviamente no son el mismo espacio.

Se entiende entonces que la propiedad awpp dice que el menor espacio de energia posible es
también el mas grande, y por esta razén no son necesarias las condiciones de borde para obtener

una unica extension autoadjunta en £.
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Observacién 8.6. Como senalan los autores, es claro que las hipétesis (H1-H4) pueden debili-
tarse. Sin embargo, en el contexto del trabajo, fueron pedidas para evitar dificultades adicionales
que no son esenciales para la comprension de la awpp.
Usamos la teoria de espacios de Sobolev con pesos vista en el Capitulo 7 para debilitar las
hipétesis de la siguiente manera:
» (H1) para todo (z,2) € Q, m(z,2) >0y M(x,2) = M(x,2)t >0
» (H2) m € L}Oc(ﬁ) y supongamos que para todo compacto K C (2, existen constantes
positivas ax y bi tales que ax < m(z,z) < bx para casi todo (z,2) € K
= (H3) my; € L} (), continuas y m;jl €Ll ().
Luego, por (H1) y (H2), A estd bien definido con dominio denso en H, D(A) = C§°(2)
como consecuencia del Teorema 7.2 y resulta simétrico en H.
Por (H2) y (H3) se tiene que C°(2) esta incluido en el espacio energia &.
Suponemos ademas
» (H4) C°(9) es denso en £ (ya que no es cierto en general que bajo (H1)-(H3), (H4) se

cumpla).

De aqui en adelante tomaremos estas nuevas hipdtesis sobre los coeficientes del operador A.

8.1. Extensién de la awpp a otro tipo de dominios

En esta seccién extendemos el resultado anterior a otros dominios de R™+1,

e Sea
(8.8) A= —Lavmy
m

definido en C§°(€2,) donde €, := {(z,2) : ¢ € R", 2 > v(z)} con v € C*.
Suponemos que se satisfacen las hipdtesis (H1)-(H4) dadas en la Observacién 8.6.
Definimos el espacio de Hilbert H. y el espacio de energia £, como en (8.2) y (8.3) respec-
tivamente.
Con la idea de aplicar el Teorema 8.3 definimos la transformacién lineal ¢ : 2 — Q. dada

por
oy, w) = (y,w +(y)) = (z, 2).

A la inversa de esta transformacién la llamamos 1 : €2, — € y viene dada por

¢($,Z) = (:C,Z - W(x)) = (yaw)’



8.1 Extensién de la awpp a otro tipo de dominios 81

cuya matriz Jacobiana es

0
[Dy] = I ;
0
0 0
DU R |

donde I es la matriz identidad de n x n.

Definimos en 2 el operador

1 y
(8.9) A=—-——divMV,
m

donde:

1. iy, w) == (m o 6)(y,w) = m(x, 2)
2. M (y,w) = [DY](z, 2)M(x, 2)[DY]" (x, 2).

Se sigue de la definicién de 7 y M que satisfacen las hipétesis (H1)-(H4) dadas en la
Observacién 8.6. Entonces A estd bien definido, A : D(A) = C§°() ¢ H — H donde

H={fecLl(Q): / | s w) Py, w)dp < oo,
Q
y definimos
E={feHND"f e L},,(Q):b(f,f) < oo},
donde
(8.10) b(f.9) = /Q N (y,w) ¥V £y, w) -V gly,w) dp.

Dado que det [Dv] = 1, 1) define una isometria entre H y H, y entre £ y &,.

Observacién 8.7. Se sigue por construccién del operador A y por las propiedades antes men-
cionadas, que existe una biyeccion entre los espacios C§°(€2,) y C3°(€2). Entonces decir que A

tiene la awpp es equivalente a decir que A tiene la awpp.
Podemos ahora enunciar y demostrar el siguiente resultado.

Teorema 8.8. Sea A el operador dado en (8.8) cumpliendo las hipdtesis (H1)- (H4).



82 Sobre problemas de Cauchy bien planteados

1. Supongamos que A tiene la propiedad awpp. Entonces, para todo conjunto medible D

en R™ con u(D) # 0 se tiene

~y(z)+1 1
pJy@)  Matin+1(T,2)

2. Supongamos que para todo x € R™ existe una bola abierta B que contiene a x tal que

!
/ dz = o,
o wp(2)
donde wp(z) = [Z(TMTT)(s, 2+ v(s))ds con T = (—aa—;’l, Y —%, 1). Entonces A tiene

la propiedad awpp.
DEMOSTRACION. 1. Supongamos que existe un conjunto D C R™ con u(D) # 0 tal que

v(2)+1 1
(8.11) / / ————dzdx < o0.
DJy@)  Mnt1n+1(,2)

Probaremos que &, # &,,. Para ello, vemos que existe un funcional A en &, que se anula en &,
pero que no es el funcional nulo.
Llamemos U, = {(z,2) : z € Dy v(x) < 2 < v(x) +a} y sean € CZ(Uy5), donde n = 1

en Uy y definimos

e )\ define un funcional lineal en &,:

= | [ Bzw(%z)n(m,Z)+<P(w,2)0z77(9072)d/~6‘
1
< sup  [n(z,2)| | [0:p(z,2)|dp+  sup  |0.n(w,2) (@, 2)| dpu.
(z,2)eRn+1 Uy (z,2)eRn+1 U1\U1/2
Ahora bien,
1
10.0(x,2)[dp = [ |0:0(, 2)]| mi/fl,nﬂ(l‘, 2~ ——du
Ui Ui mn+1,n+1(x’ z)

1/2 L 1/2
TRy iy
@ Ur Mnt1,n+1(2, 2)

< Ob(p, )2,

por (8.11) y definicién de b(ep, ¢).

Adems3s

1
[ ewaldi= [ e amt ) e
Ui\Ui/2 Ui\Ui 2 m!/2(z, z)
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: (/Q\w(x,z)ﬁm(m’z)du> v (/UI\UW m@) 1/2

<Cliella,

va que Uy \ Uy C Qy m~t € L}, (Q). Entonces existe una constante C' > 0 talque |A(¢)| <

Cliele-
Obviamente si p € C*>(Q)

Ap) = g 9. (p(z, 2)n(x, 2)) dp = —/Dso(w,v(:v))d:v-

Luego como A(y) = 0 para ¢ € C§°(2) y A es un funcional continuo, A |5m = 0 pero no es
el funcional nulo.

2. Supongamos que A no tiene la awpp. Entonces, por la Observacion 8.7 y el Teorema 8.3
1
1
/ —dw < 0.
0 wa(w)
Pero wp(w) = [ Mn1041(s,w)ds = [L(TMTT)(s,w + ~(s))ds = wp(w). O

Observacién 8.9. Este resultado sigue siendo vélido si tomamos v € C!.

e Consideramos £ ¢ R un dominio acotado con Q € CL.

Notacion 8.10. Cuando necesitamos hacer referencia a una coordenada ¢ en particular, nota-

MOS T = (X1, ey Tie1, Ly Tig1y -y Tnp1) = (X, 2;) donde X = (T1, .., Tie1, Tit1y ey Tnt1)-

Para cada X € 09 existe un sistema de coordenadas locales (Dx,vx) donde X = (x,vx(x));

Dy un entorno local de X; vy : R® — R una funcién C}(R") tal que
QNDx ={(x,2;) : x € R" y yx(x) < z;} N Dx

NNDx ={(x,z;) : x € R" y yx(x) = z;} N Dx.

Entonces existen dx y ex tales que 0f2 esta contenido en la unién de conjuntos abiertos de

la forma
Vy i={z e R"™ 1 x 1= (21, .., %1, Tis1, ., Tns1) € Dx y 7x(x) —0x <z < yx(x) +ex}.

Por ser 0€) compacto, podemos cubrirlo con finitos de estos conjuntos, es decir, existen

finitos elementos X* € 90 con k = 1,..., N tal que 9Q C Uszl V.
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Notacién 8.11. Por simplicidad llamaremos Vi, ek, 0k v Y& & Vxk, Exk, Oxk ¥ Vxr respectiva-

mente.

Observacién 8.12. Q) C Ui\;o Vi donde

(812) Vi :i={z e R"™ :x:= (21, .., %1, Tis1, . Tns1) € Di v (%) <z < (%) + ¢}
y Vo:=Q\ Uévzl Vi. Con este cubrimiento trabajamos a partir de ahora.

De la misma manera que en el caso {2 = R™ x (0, 00) trabajamos con el operador de la forma

A=-L aivmv,
m

donde m y M satisfacen (H1)-(H4) dadas en la Observacién 8.6.
Definimos H y £ como en (8.2) y (8.3) respectivamente.

Entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8.13. Asumamos que A tiene la propiedad awpp. Entonces para cualquier conjunto

Us de la forma
Us:={z € R"™ :x = (21,..,2_1,Ti11, ., Tns1) € D C R yy(x) < z; < y(x) + 6},

donde 6 > 0 tal que Us C 2, 1 <i<n+1fijjoyy: D — R es la funcion que parametriza

localmente el borde de (), se tiene

1

———dpu = 0.
s Mii(T)

DEMOSTRACION. La demostracién sigue de la misma forma que en 1. Teorema 8.8. U

Observacién 8.14. En particular, si ml_l1 € Llloc(ﬁ) para todo i con 1 < i <n+1, entonces A

no puede tener la awpp.

Recordemos que {V;}2_ | dado en la Observacién 8.12 es un cubrimiento de <2, entonces

para todo X € 99, X = (x,7k(x)), donde x € Dy.

Teorema 8.15. Supongamos que para todo x € R™ tal que (x,v,(x)) € 0Q existe una bola

B C Dy, que contiene a x tal que

<1
(8.13) /—dt:oo,
0

wp(t)
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donde
wp(t) = / (CMIT)(x,t 4 v(x)) dx,
B
con = (—8‘9—;1, "'7_8:?117 ’_8211"“’_6311) y 0 <t <eg, donde ~y, Dy y x; corresponden

al elemento Vi, del cubrimiento de 2, 1 < k < N.

Bajo estas hipdtesis A tiene la propiedad awpp.

DEMOSTRACION. Supongamos que A no tiene la awpp. Luego & # &y, es decir, existe al
menos un funcional A € £ talque A = 0 en & y una funcién ¢ € C°(Q2) con A(p) # 0.

Sea {&; HY_, la particién de la unidad asociada a {Vj }_,. Luego, se tiene que

N
o= ¢k
k=0

donde

" g =08k
= sop (@) C Vi NQ

. Zévzo &= 1.
Como A(p) = Z]kvzo AMer) = Zszl Mer) # 0, existe al menos un k tal que 1 <k < Ny

A¢r) # 0. Supongamos sin perder generalidad que A(gg) =1y
Vi={r€Q:x= (21,2 1,%it1, - Tnt1) € Dy (%) <z < (%) + .

Sea ahora la transformacién ¢y : D x (0,e) — Vj, dada por

(8.14) oe(y) == (v, 4 + %(y)),

y sea ¥y, : Vi, — D x (0,¢) la transformacién inversa de ¢y.
Definimos g = f o ¢ : D x (0,6) — R con f € £ y A como A(g) = A(fi) donde f; = f&.

Sea
E:=1{9="rod:lgllg, < oo},
donde
lgllg, = I klle-

De esta manera A resulta un funcional lineal en &;. En efecto,

M) = AR < Il 1 fr e
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Dadoy € D, sea (o(y) = (vro¢x)(y,0) (recordemos que el elemento nulo se encuentra en la
posicién i-ésima) y definimos el espacio E = {n € VVZIO’f(O, er) : Co®@n € &} que, con la norma
[Inllz = [I¢o ®nllg,, resulta un espacio de Banach y C2°(€2) es denso en E.

Sea n € C(0,¢) y Gr(y) := n(0) (¢r © &) — o @ .

La funcién ( o 9% ( la ”subida”de () tiene las siguientes propiedades:

» sop ((x oY) C K C Q donde K es un conjunto compacto. En efecto, para x € Vi, N 9N
se tiene (C 0 ¥g) () = Ce(y,0) =0
" (poty €E.

Luego, |A(Ck)| = [A((Gk © ¥r)€k)| = 0 pues A se anula en &.

Entonces
A(Go @ 1) = A(m(0) (x © ¢r)) = 1(0) M) = 1(0).

Por lo tanto

(8.15) O] < Il Inllz = IAICo @ nllg, -

e Analizemos ||7]|%: Como (o ® 17 € &, existe una funcién f € £ tal que (o @1 = fo¢ y

tenemos que

(8.16) o @l = IfllE = b(fx, f) + 1 full

= - M(x) grad fi(z) grad fi(z) dp
ViNQ2

ﬁ&rmm%mw.

neQ

Definimos

L m(y,y:) = (mo én)(y,y:) = m(x, x;)
2. M(y,ys) = [Dbg](x, 23) M (x, 23) [D] T (x, ;).

Entonces, con el cambio de variables ¢ (y) = = se puede escribir

(8.16) = / M (y) grad (¢o @ n)(y) grad (Co ® n)(y) du + / 1o @ n(y)* m(y) dp
Dx(0,¢) Dx(0,e)

= [t P av+ [ B i ntwn) d+ [ (@) + o) 0 d
0 0 0

para

o(y;) = /Dm” ¢ dy
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Bly:) =2 My ; Co OkCo dy
h

a(ys) = / N grad ¢y grad ¢y dy
D

&) = / ol T dy,
D

y donde la matriz M es la matriz M sin la fila y columna i-ésima.
Reemplazando en (8.15) y por ser M definida positiva se tiene 5(y;) < 2+/a(y:) @(y;) para

todo y; y entonces
O < ([ @'t [ 6+ 00700 du).

Luego,

€ 1
/ L <c
0 @(vi)

Pero, para toda bola B que contenga al soporte de (,
@(yi) Z/ mii(y,yi) C(y) dy < C/ mii(y, i) dy =: ©p(Yi),
D B
y entonces

3
1
8.17 / —dy; < C.
( ) 0 OB (yl) yl
e Particionando R™ como en la demostracién del Teorema 8.3 en el caso 2 = R" x (0, 00),

se obtiene que Jdy € D tal que para toda bola B C D que contenga a y se tiene

<
/0 mdyi < o0.
En efecto, para cada j > 0, sea {&;}rez» una particién de la unidad tal que sop§;r C
B(k277,\/n277) := Bj.

Sea j = 0: como ¢ = Y, &k, con sop&or C B(k,v/n) y M) # 0, entonces existe al
menos un ko tal que A(¢&ok,) # 0. Luego, By, = B(ko,+/n) contiene al soporte de ¢ &k, ¥
se tiene (8.17) para B = By j,.

Ahora definimos g = ¢ o, -

Sea j = 1: como ¢y = ), w0 &1k, existe al menos un ky tal que A(po &1 k,) # 0. Luego se
tiene (8.17) para B = By x,. Observar que By i, C B k,-

En forma inductiva, se construye una sucecién de bolas para las cuales vale (8.17). El punto

y € D que estamos buscando es la interseccién de estas bolas.
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e Pero, por la definicién de M,

iy, yi) = (0 M ITT) o ¢p(y,y:) = (0 M IT)(y,yi +(y))

—(_Or _ Oy _ Oy __O0y
donde T" = ( Bar o~ e b et 8mn+1)'

Entonces
Sp(0) = [ uslywdy = [ (€ M)y, +90(3) dy = wn (o)
y se tiene que dx € D tal que para toda bola B C D que contenga a x
15
1
/ Ly < oo,
o wa(Yi)
O

Del teorema se desprende el siguiente corolario que nos da una equivalencia para la propiedad

awpp.

Corolario 8.16. Asumamos que para x € Dy, existe p > 0 tal que B(x,p) C Dy y

1
8.18 sup / rmrt X, z; + (X)) dx / dx | < oo.
( ) 0<z;<e ( B(x,p)( ) () ) ( B(x,p) m i (X, T + k(X))

Entonces A tiene la propiedad awpp si y solo si para toda bola B C Dy con x € B

£
1
8.19 / / dx dx; = oc.
( ) o JB mii(X, 2 + (X))

DEMOSTRACION. =) Spongamos que A tiene la awpp luego, por el Teorema 8.13

1
8.20 dp = oo,
(8:20) Uy Mii(7)
para todo conjunto de la forma Us := {z € R"™! : x = (21,..,2_1,Tis1,.,Tns1) € D C

R™ y v(x) < x; < 7(x) 4+ ¢}, donde ~ es la funcién que parametriza localmente el borde de (2.
Luego, escribimos (8.20) como una integral en variables separadas y haciendo el cambio de

variables x; = t 4+ y,(x) en la integral interior se tiene
1 y(x)+6 1
——dp = / / ————dr;dx
Us Mii(2) pJyx)  Mii(X,Ti)

b
1
:/ / dx dx; = .
o Jp mii(x,x; +v(x))

Pero esto es vélido para cualquier conjunto Uy, en particular si tomamos D = B C Dy , v = Y&

y 0 = €. La implicacion queda probada.
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<) De la condicién (8.18) tenemos que para x € Dy, existe p y una constante positiva C' tal

que

—1
1 T ; X)) dx
(8.21) /B o TR dx < C < /B (x,p)(FMF )(x, 25+ k(x)) d ) .

Luego, por (8.19) con B = B(x, p)

€
1
/ / dx dxr; = 0o
o JB mii(x, 2 + e (x))

y se tiene junto con (8.21) que, para x € Dy, existe una bola B que contiene a x que definimos

como B(x, p) tal que

€ 1
/ ——dz; = 00,
o wa(Ti)

donde
wp(x;) = /B(FMFT)(X, x; + (%)) dx,

para 0 < z; < €. Entonces, por el Teorema 8.15, se tiene que A tiene la awpp, como queriamos

probar. O

Observacién 8.17. Existen condiciones sobre la matriz M que aseguran que A cumple la awpp.

Por ejemplo si la condicién (8.13) se satisface tomando

wp (i) = /B Moman (%, 7 + (X)) dx,

donde Mypaz(x) := Max1<; j<nt1m; j(x). Entonces A tiene la propiedad awpp.

En efecto, sea I' = (—aa—gl, s _8:211 .1, _818;1 - _6311 ). Luego, como por se M simétrica
r_ DMTT o 2
I'MT" = ——5—I[T" < p(M) [T,

T2
donde

= < < A -
p(M) Amaz (M) < [M][y < (n+1) 13%2{1—1—1 mi,j

para Amaz (M) el méximo autovalor de M y ||M]|; = sup || Mz|;.
[lzll=1

Finalmente, como 7 es suave ||I'|? < C'y

(F M FT) ° ¢(y,yz‘) <C (mma:v o ¢k)(Yayl) = Cmmam(xaxi)-

Si bien esta condiciéon en general resulta mucho mas fuerte, puede ser de utilidad, por

ejemplo, en algunas matrices donde la funcion m,,q, sea uno de los elementos de la matriz.
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8.2. Aplicacion en espacios de sobolev con pesos

En esta seccion aplicaremos los resultados de la seccion anterior para estudiar la densidad
de las funciones suaves a soporte compacto en espacios de Sobolev con pesos. En particular,
consideraremos dos familias importantes de pesos: A2(R™) y potencias de la funcién distancia
al borde.

Sea Wﬁf(Q) el espacio de Sobolev definido en el Capitulo 7 y supongamos que w, = w
para todo « con || < 1. Si consideramos el operador A definido en (8.1) donde M es la matriz
diagonal con m;; = w y m = w, entonces el espacio de energia asociado es £ = Wul,’z(Q) y

& = W22(Q).

w,0

Teorema 8.18. Sea Q@ C R"™ un dominio acotado con Q € C'. Supongamos w € As(R") y
continua en ). Entonces

Ce° () & W(Q).

DEMOSTRACION. Recordemos que si w € Ao(R™) se tiene que w y w™ ! € L1 (Q) y

loc
(5 frs) (o) <o

para todo cubo @ C R™. Ademds vimos al final del Capitulo 7 que C2°(€2) es denso en Wi (€).
Entonces el operador asociado A satisface (H1)-(H4), y por la Observacién 8.14, el operador A
no puede tener la awpp, es decir

C5°(Q) & W ().

Teorema 8.19. Sea Q C R™ un dominio acotado con Q2 € Ct. Entonces
1. Sia>1 entonces C§°(2)= WC}f(Q).
2. St =1 < a <1 entonces Cg°(Q) & WE2(Q).

DEMOSTRACION. 1. Si a > 1 se tiene que d* € L} (Q), es continua en Q, d~% € L} () y
también C2°(Q) = W3(Q) (ver [KO84]).

Luego, el operador A asociado satisface (H1)-(H4) y entonces basta probar que se cumple
la condicién (8.13) dada en el Teorema 8.15. En particular, podemos verificar las hipétesis més
fuertes dadas por la Observacion 8.17.

Analizamos

¢ 1
/—dt:oo,
o wa(t)
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donde
WB(t) = / Mmax (X,t + 'WC(X)) dx
B

y en este caso Mymaq () 1= Maxi<j j<nt1 Mii(x) = d(x).
Por ser la funcién distancia al borde Lipschitz, se tiene en cada V}. de la particiéon dada en

la Observacién 8.12 y para X € OS2
4, + () = [0, + 2 (0)) — A < [, £+ 7)) — Xl
Entonces, si tomamos Xy = (x,75(x)) se tiene d%(x) < [t|* y

wi(®) g/ % dx = C [t]°.
B

© © 1
/ dtz/ ——dt = 00
o wB(?) o [t]

para a > 1, es decir C§°(2)= WC}f(Q).

Por lo tanto,

2. 51 —1 < a < 1, se tiene por Teorema 4.1 que d* € A3(R"™). Entonces, por el Teorema 8.18,
G @ ¢ Wi(Q). 0

FEn general si tenemos un espacio de Sobolev dado por Wﬁf(Q), podemos asociarle el opera-
dor A definido en (8.1) con M una matriz diagonal, donde m; ; = w,, para o; = e; y m = o. Es
claro entonces que el espacio energia £ es ij(Q) y el correspondiente &y resulta ser Wijo(Q)

Luego, si €2 es un dominio como en el Teroema 8.3, podemos caracterizar los pesos w, de

manera que el espacio C5°(Q) sea denso en W52 (Q), es decir, W2 (Q) = Wijo(Q)

Teorema 8.20. Sea Q2 = R" x (0,00) y sea Wul,f(Q) el espacio de Sobolev con pesos w, donde
" wy >0 ywy € LL.(Q) para todo o con |af <1,
w si|a] =0, w, satisface que, para todo compacto K C ), existen constantes positivas ap
y b tales que ag < wy () < bi para casi todo = € K,
" w, continua y wy' € L () si|a] = 1.
Supongamos que C°(82) es denso en WjC’XZ(Q) y supongamos ademds que para todo x € R™
existe una bola B que contiene a x tal que

!
(8.22) / dz = o0,
0

wp(z)

donde wp(z) = [gwa(y, z) dy, con a=(0,...,0,1). Entonces C§°(Q2) es denso en WS2(Q).
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Observacién 8.21. El resultado sigue siendo vélido tanto para {2 = ), como para {2 un dominio
acotado C' reemplazando la hipétesis (8.22) por las dadas en el Teorema 8.8 y Teorema 8.15

respectivamente.
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