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Introducci�on

En la resoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales� en muchas ocasiones� se desea encontrar
una soluci�on de cierto problema con un error pre�jado y por lo tanto es de inter�es estudiar
estimaciones del error�

En general� hay dos tipos de estimaciones del error� �a� estimaciones a priori y �b� estimaciones
a posteriori� Las estimaciones a priori se basan en el conocimiento de caracter��sticas de la
soluci�on tales como su suavidad y nos dan informaci�on cualitativa acerca de la velocidad de
la convergencia� es decir� c�omo tiende a cero el error cuando un par�ametro relacionado con la
malla �como por ejemplo� el lado m�aximo de una triangulaci�on o la inversa del n�umero de grados
de libertad de la malla� tiende a cero� Usualmente no dan informaci�on cuantitativa acerca del
error real para una malla �ja� Los estimaciones a posteriori usan informaci�on obtenida durante
el proceso de c�alculo de la soluci�on aproximada� y pueden darnos una medida cuantitativa del
error�

Consideremos� por ejemplo� un problema el��ptico en un dominio que pueda ser dividido en
tri�angulos iguales �que llamaremos triangulaci�on inicial� y que tenga por soluci�on exacta a
una funci�on regular� Podemos calcular una aproximaci�on por el m�etodo de elementos �nitos
que corresponda a la triangulaci�on inicial� Si queremos una soluci�on aproximada m�as precisa
podemos dividir todos los tri�angulos uniendo los puntos medios de los lados y generando de cada
tri�angulo cuatro subtri�angulos iguales y calcular nuevamente� Si repetimos este proceso podemos
construir una sucesi�on de soluciones aproximadas que converge �en una norma adecuada� a la
soluci�on exacta ��
�� En la pr�actica� el esfuerzo computacional aumenta de manera tal� que en
pocos pasos el problema se convierte en irresoluble �debido a su tama�no�� La pregunta que
se debe hacer es si la mejora en la precisi�on que se logre ser�a signi�cativa en relaci�on con el
costo computacional� Esto est�a medido por un par�ametro llamado el orden de convergencia que
nos relaciona al error entre la soluci�on exacta y la aproximada en una norma adecuada con la
longitud del lado m�as largo de los tri�angulos� es decir

ku� uhk � Ch�

donde u es la soluci�on exacta� uh es la soluci�on aproximada correspondiente a la triangulaci�on
que tiene a h como longitud del lado m�as largo de los tri�angulos� � es el orden de convergencia
y C es una constante que depende de la regularidad de la soluci�on�

Es frecuente hallar problemas que tienen soluciones con singularidades provenientes de esquinas
c�oncavas en la frontera del dominio o cambio de un tipo de condici�on de borde en otro� Si
en estos problemas uno pretende utilizar triangulaciones uniformes �es decir� con tri�angulos del
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mismo tama�no� el orden de convergencia resulta menor que el correspondiente a problemas con
soluci�on suave� Sin embargo� es posible recuperar dicho orden si utilizamos triangulaciones que
no sean uniformes� Obviamente� las regiones m�as densi�cadas tienen que ser aquellas donde el
error local es mayor y deben detectarse en forma autom�atica�

En general las formas de densi�caci�on se clasi�can en� densi�caci�on p� donde se aumenta el
orden p de los polinomios interpolantes� y densi�caci�on h donde se aumentan el n�umero de
elementos� En esta tesis solo se consideraran densi�caciones del tipo h�

Llamaremos proceso adaptivo o adaptividad a un algoritmo que usa resultados intermedios para
modi�car el curso de los c�omputos de manera que el resultado obtenido sea� en algun sentido�
�optimo para el problema particular que estamos resolviendo �para una discusi�on de la noci�on
de adaptividad en procedimientos num�ericos ver ����� Este proceso es normalmente ejecutado
despu�es de que tenemos disponible una soluci�on inicial� y las regiones del dominio de soluci�on
donde la precisi�on no es satisfactoria ser�an identi�cadas de acuerdo al criterio elegido de esti�
maci�on del error� Para de�nir dicho criterio se utilizan los estimadores a posteriori del error� y
por tal motivo� en los �ultimos a�nos� fue creciente el inter�es en el desarrollo de estos en el m�etodo
de elementos �nitos �ver ���� � ��� � ��� � �
� � ��� � ���� � ���� � ���� � ���� � ���� �	�� y ���� y sus
referencias��

Para realizar densi�caciones h hay esencialmente dos tipos de estimadores a posteriori�

� Estimadores basados en consideraciones residuales

� Estimadores basados en t�ecnicas de promedios

Los estimadores que se presentar�an en esta tesis ser�an del tipo residual�

En general� un estimador a posteriori del error del tipo residual� �T � asociado a una red T tiene
la siguiente estructura�

�T � k��T �uT ��T�T k

donde �T es una aplicaci�on a valores reales y k k es una norma en �Nel �donde Nel es el n�umero
de elementos�� La funci�on �T especializada en la soluci�on dada por el m�etodo de elementos
�nitos uT nos da un valor que podemos considerar como un indicador del error o estimador del
error local en el elemento T � La elecci�on de la norma k k depende de la norma particular que
estemos utilizando para el error exacto� Por ejemplo� para la norma de la energ��a se toma como
k k a la norma eucl��dea� obteniendo

�T �

�X
T�T

��T �uT �

� �
�

Una vez elegido el estimador del error� un algoritmo adaptivo para el m�etodo de elementos �nitos
consta de tres procesos que los notaremos por f�� f�� f�� El primero f� consiste en� dados los
datos del problema y una triangulaci�on� calcular la aproximaci�on del m�etodo de elementos �nitos
correspondiente� para el segundo proceso se necesita la aproximaci�on calculada en el primero�
los datos del problema y la malla y nos provee de indicadores del error para cada tri�angulo�

	



y por �ultimo� f� nos dar�a una nueva triangulaci�on con la informaci�on de los indicadores y la
triangulaci�on� Para indicar estos procesos podemos escribir

f��p� Tk� � uTk
f��uTk � p�Tk� � ��T �uTk � p��T�Tk
f����T �uTk � p��T�Tk �Tk� � Tk��

donde p indica los datos del problema� Para que el proceso sea efectivo es necesario que f� nos
provea de indicadores adecuados� Para ello es necesario hacer un an�alisis del error y constatar
que paso a paso el error disminuye� En general� esto se garantiza si los indicadores provienen de
un estimador a posteriori del error que veri�que ciertas propiedades�

A pesar de la aparici�on de m�aquinas con gran memoria y velocidad de c�alculo es imposible� sin
usar procesos adaptivos� resolver problemas de la mec�anica de �uidos complejos� en particular�
en tres dimensiones� As��� el proceso adaptivo autom�atico se convierte en una herramienta muy
atractiva para problemas de gran escala en �uido�din�amica computacional�

Cuando la ecuaci�on diferencial a resolver es lineal y est�a en forma de divergencia y con condi�
ciones de Dirichlet homog�eneas� podemos representar el problema en su forma d�ebil por

a�u� v� � F �v� �v � V

donde a es una forma bilineal continua y F es una transformaci�on lineal continua�

Si el espacio de dimensi�on �nita Vh donde se busca la soluci�on aproximada del problema no
est�a contenido en el espacio asociado al problema V � el m�etodo de elementos �nitos se llama no
conforme�

Si bien Vh no est�a contenido en V � ambos deben ser subconjuntos de un tercer espacio X� Por
ejemplo� en el caso en que V � H�

� y el espacio Vh esta formado por funciones lineales en cada
tri�angulo y continuas en el punto medio de cada lado de la triangulaci�on� ambos espacios est�an
contenidos en X � L� y entonces podemos considerar la suma de ellos�

Para de�nir la aproximaci�on no conforme debemos poder extender la forma bilineal a y la lineal
F � al espacio V � Vh� las cuales ser�an notadas por ah y Fh respectivamente� As��� la soluci�on
aproximada uh ser�a aquella que veri�que

ah�uh� v� � Fh�v� �v � Vh

En el caso particular en que F est�a de�nida sobre X entonces se debe tomar Fh � F �

Para realizar an�alisis de covergencia tambi�en es necesario que la norma de V se pueda extender
a V � Vh� Se puede ver que si la forma bilineal ah es coerciva y continua con constantes que no
dependan del subespacio Vh se veri�ca una estimaci�on del error abstracta en la cual adem�as del
t�ermino esperado infv�Vh ku�vkh aparece un t�ermino de consistencia� Esta estimaci�on abstracta
del error fue dada por Strang �		��

Hay distintos motivos para introducir m�etodos no conformes� Por ejemplo� para evitar la necesi�
dad de elementos suaves en problemas de cuarto orden o para tratar problemas de minimizaci�on
con restricciones tales como las ecuaciones de Stokes �ver ���� para un revisi�on de esta clase de
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m�etodos�� Tambi�en� puede verse que est�an relacionados con m�etodos mixtos �ver ��� � ����� y
nos referimos a ��� para ver aplicaciones en elasticidad�

La di�cultad principal al aproximar las ecuaciones de Stokes por elementos �nitos es debido a
la condici�on de incompresibilidad div u � � Esto da lugar a la introducci�on de formulaciones
mixtas donde esta restricci�on se introduce mediante un multiplicador de Lagrange �la presi�on� y
se aproxima la velocidad y la presi�on con dos espacios de elementos �nitos� Para que el m�etodo
sea estable es necesario que los espacios aproximantes satisfagan una condici�on de compatibilidad
entre los espacios para aproximar las velocidades y las presiones llamada condici�on inf�sup o de
Babu�ska�Brezzi �	� �	���

El uso de elementos no conformes para el problema de Stokes est�a motivado en el hecho de
que los elementos est�andar de menor orden no satisfacen la condici�on inf�sup� En cambio� los
elementos lineales no conformes de Crouzeix y Raviart ��� y los elementos cuadr�aticos de Fortin
y Soulie ���� s�� la satisfacen y entonces proveen �ordenes de convergencia �optimos�

El objeto de esta tesis es introducir y analizar estimadores de error para m�etodos de elementos

�nitos no conformes�

En primer lugar� se demuestra que para problemas lineales se puede obtener ordenes �optimos

con respecto al n�umero de nodos� extendiendo los resultados conocidos para el m�etodo conforme�

Tambi�en obtenemos estimaciones a priori para los problemas no lineales que estudiamos�

Las t�ecnicas que introducimos para estudiar estimadores a posteriori del error pueden ser apli�
cadas a distintos problemas en forma de divergencia� lineales y no lineales�

Como modelo de ecuaciones lineales se consideran el Laplaciano y las ecuaciones de Stokes�
Para estos casos se de�nen estimadores a posteriori del error en distintas normas y se prueba

que son equivalentes al error�

Posteriormente se obtienen resultados similares para problemas no lineales� el p�Laplaciano y las

ecuaciones de �uidos quasi�Newtonianos� Se prueba que el error est�a mayorado por el estimador

y� adem�as� se muestra para el p�Laplaciano otro estimador que acota por abajo al error 	tener

estimadores que acoten por abajo al error es de inter�es para garantizar que el proceso adaptivo

no introduce nodos innecesarios
� En estos casos no se pudo obtener la equivalencia entre el

estimador y el error 	esto tampoco se conoce en el caso conforme para ningun problema no

lineal
�

La t�ecnica que expondremos en esta tesis se basa en el uso de descomposiciones similares a la de
Helmholtz y de algunas relaciones de ortogonalidad para el error� Al igual que la descomposici�on
de Helmholtz� las aqu�� presentadas son posibles en cualquier dominio simplemente conexo del
plano con frontera Lipschitz continua� En el espacio se necesita la hip�otesis adicional de que el
dominio sea convexo para que la componente de divergencia nula de la descomposici�on sea el
rotor de una funci�on regular ����� Esta hip�otesis es muy restrictiva e indeseable para el uso de los
estimadores resultantes en algoritmos adaptivos� En el cap��tulo � de esta tesis presentamos esti�

madores del error para el Laplaciano y probamos que son equivalentes a
�P

T�T ju� uhj
p
��p�T

� �
p

En este caso se utiliza la descomposici�on tipo Helmholtz y no se puede extender para problemas
en dimensi�on �� A continuaci�on establecemos otros estimadores que acotan por arriba al error
en norma Lp� Este an�alisis no utiliza la descomposici�on anterior y puede extenderse a problemas
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tridimensionales� Por �ultimo obtenemos un estimador equivalente al error en norma L� y en
este caso los resultados pueden generalizarse a problemas de tres dimensiones�

El plan de la tesis es como sigue�

En el primer cap��tulo introducimos notaciones y resultados que ser�an necesarios posteriormente�
En particular� precisamos la noci�on de estimadores del error�

En el cap��tulo � estudiamos estimaciones para el Laplaciano� Se analizan los re�namientos de
mallas en presencia de singularidades causadas por esquinas de la frontera del dominio y de�
mostramos que un re�namiento apropiado da el mismo orden de convergencia del error� medido
en t�erminos de n�umero de inc�ognitas� que para soluciones suaves y triangulaciones casi uni�
formes� A continuaci�on� se introducen estimadores a posteriori del error en distintas normas
para aproximaciones de elementos �nitos no conformes lineales a trozos de problemas escalares
el��pticos de segundo orden y se estudia la equivalencia con el error� Por �ultimo� presentamos var�
ios experimentos num�ericos que muestran el buen comportamiento de estos estimadores cuando
ellos son usados como indicadores locales del error para re�namientos adaptivos�

En el cap��tulo � estudiamos problemas el��pticos no lineales de tipo mon�otono� Analizamos la
convergencia del m�etodo no conforme y estimadores a posteriori del error�

En el cap��tulo 	 se analizan estimaciones del error para aproximaciones de �ujos de �uidos
newtonianos y quasi�newtonianos� El objeto de la primer parte del cap��tulo es el de presentar y
analizar estimadores a posteriori del error para aproximaciones con elementos no conformes de
las ecuaciones de Stokes� En la segunda parte del cap��tulo 	 analizamos estimaciones a priori y
a posteriori del error para aproximaciones con elementos no conformes para el �ujo de un �uido
quasi�Newtoniano�
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Cap��tulo �

Preliminares

En este cap��tulo introducimos notaciones y resultados que ser�an necesarios posteriormente� En

la primera secci�on formulamos los principales resultados sobre formulaciones variacionales� que

jugaran un rol fundamental en todas las consideraciones futuras� Como son resultados cl�asicos
no incluiremos sus demostraciones� A continuaci�on agregamos una introducci�on al m�etodo de

elementos �nitos por ser este el marco en el cual trabajaremos y precisamos la noci�on de esti�

madores del error�

��� Principios variacionales

Sean X yM dos espacios de Banach re�exivos �reales� y sus respectivas normas k 	 kX y k 	 kM �
Sean X ��M � sus espacios duales correspondientes y k 	 kX� y k 	 kM � sus normas duales�

Introducimos una forma bilineal continua b � X 
M � � con norma

k b k� sup
v�X���M

b�v� ��

k v kXk � kM

Nota todos los in�mos y supremos ser�an tomados sobre los espacios indicados excepto el
elemento cero de manera que la expresi�on tenga sentido�

Entonces consideramos el siguiente problema variacional�

Dado � �M � hallar u � X tal que�

b�u� �� � ���� �� �M �����

A la forma bilineal b le asociamos un operador lineal B � L�X�M �� de�nido por�
B�v���� � b�v� �� �v � X��� �M

Adem�as� tenemos que k B kL�X�M ���k b k

Sea B� � L�M�X �� el operador dual de B� es decir�

�



B�����v� � b�v� �� �v � X��� �M

Ahora el problema ����� es equivalente a�

Dado � �M � hallar u � X tal que�

B�u� � � en M � �����

Sea V � Ker�B� y� para cada � �M �� de�nimos la variedad a�n�
V ��� � fv � X � B�v� � �g � fv � X � b�v� �� � ���� �� �Mg y se tiene que V � V ��

Adem�as la continuidad del operador B implica que V es un subespacio cerrado de X� De�nimos
tambi�en el conjunto polar V o de V por V o � fg � X � � g�v� �  �v � V g

Observemos que si B es un monomor�smo se tiene que V o � X �

Lema ��� Las tres propiedades siguientes son equivalentes�

i
 Existe una constante � 	  tal que�

inf
��M

sup
v�X

b�v� ��

k v kXk � kM
� �

ii
 El operador B� es un isomor�smo de M en V o y�

kB����kX� � � k�kM

iii
 El operador B es un isomor�smo de V � en M � y�

kB�v�kM � � � kvkX

La demostraci�on puede verse en ���� pag� �
�

Como corolario del Lema � se tiene el caso particular en que V �  y que enunciamos en el
siguiente teorema ��	� pag� ����

Teorema ��� 	Lax�Milgram generalizado


Si X y M son espacios de Banach re�exivos reales con productos escalares �� �X y �� �M � En�
tonces�

b es una forma bilineal continua sobre X 
M tal que se veri�can�

Existe una constante � 	  tal que

inf
��M

sup
v�X

b�v� ��

k v kXk � kM
� � �����

sup
��M

b�v� �� 	  �v � X � fg ���	�

si� y solo si� B es un isomor�smo de X en M �

�



Observaci�on Que B sea un isomor�smo es equivalente a�

Si � �M �� � u � X tal que

b�u� �� � ���� � � �M

y� adem�as� se veri�ca� kukX � �
� k�kM �

De�nici�on Una forma bilineal b que satisface ����� y ���	� se llamar�a debilmente coerciva�

De�nici�on Si b satisface ����� diremos que b satisface la condici�on inf�sup�

Introducimos otra forma bilineal continua a � X 
X � � con norma

k a k� sup
u�v�X

a�u� v�

k u kXk v kX

y consideramos el siguiente problema variacional que ser�a llamado mixto �

Dado l � X � y � �M �� encontrar un par �u� p� � X 
M tal que�
a�u� v� � b�v� p� � l�v� �v � X

b�u� q� � ��q� �q �M
�����

A la forma bilineal a le asociamos el operador lineal A � L�X�X �� de�nido por

A�u��v� � a�u� v�

El problema ����� es equivalente a�

Dado l � X � y � �M � � encontrar un par �u� p� � X 
M tal que�
A�u� �B��p� � l en X �

B�u� � � en M � �����

Tambi�en introducimos el operador lineal continuo � � L�X �� V �� dado por

��f��v� � f�v�

�observemos que k � k� ��

Teorema ��� Se veri�can las dos condiciones siguientes�

i
 � � f � V � V � es un isomor�smo
ii
 b satisface la condici�on inf�sup

si� y solo si�

el operador lineal � � L�X 
 M�X � 
 M �� dado por ��v� q� � �A�v� � B��q�� B�v�� es un

isomor�smo

��



Demostraci�on puede verse en ���� pagina ��

Observaci�on Combinando los teoremas � y � se obtiene que se veri�can las siguientes condi�
ciones�

a� existe 
 	  tal que�

inf
u�V

sup
v�V

a�u� v�

k u kV k v kV
� 


b� Para todo v � X no nulo se veri�ca que

sup
v�V

j a�u� v� j	 

c� existe � 	  tal que�

inf
��M

sup
v�X

b�v� ��

k v kXk � kM
� �

si� y solo si�

Dado l � X � y � �M �� existe un �unico par �u� p� � X 
M tal que�
a�u� v� � b�v� p� � l�v� �v � X
b�u� q� � ��q� �q �M

y� adem�as� existe una constante C positiva tal que

k u kX � k p kM� C�k l kX� � k � kM ��

De�nici�on Diremos que una forma bilineal a � X 
X � � es fuertemente coerciva en X si se
veri�ca que existe una constante positiva �� tal que�

a�u� u� � �� k u k
�
X �u � X

Observemos que si a es fuertemente coerciva� entonces a es debilmente coerciva�

Observaci�on El teorema convencional de Lax�Milgram concierne a formas bilineales continuas
y fuertemente coercivas y es consecuencia del teorema � poniendoX �M y las condiciones sobre
a se reducen a�

j a�u� v� j�M k u kXk v kX

a�u� u� � �� k u k
�
X

��� El m�etodo de elementos �nitos

����� M�etodo de Galerkin

Sean V un espacio de Hilbert y A � V 
V � � una forma bilineal� El problema a considerar es�

��



�
Dado f � V � encontrar u � V tal que�
A�u� v� � f�v� �v � V

�����

Sea X un espacio de Hilbert tal que V � X� Consideremos tambi�en un subespacio de dimensi�on
�nita S � X que se llamar�a el espacio aproximante�

Notaremos por VS � V � S y supondremos que f � X � y que existe a � VS 
 VS � � tal que

� a jV�V � A

� a es no�singular en S 
 S� es decir que �s � S � fg � t � S tal que a�s� t� �� 

Llamaremos problema aproximado asociado al problema ����� a�

�
Dado f � X � encontrar u� � S tal que�
a�u�� v� � f�v� �v � S

���
�

a la soluci�on de ���
� la llamaremos soluci�on aproximada�

De�nici�on Si S � V la soluci�on aproximada u� se llamar�a aproximaci�on conforme de la
soluci�on de ����� y en otro caso se llamar�a aproximaci�on no conforme de la soluci�on de ������

Si tomamos una base f�igNi�� de S podemos ver que ���
� es equivalente a un sistema de ecua�
ciones�

NX
i��

a��i� �j� ci � f��j� j � �� � � � � N �����

La matriz de este sistema es inversible �pues a es no�singular� y en consecuencia la soluci�on
aproximada u� �

PN
i�� ci�i se determina en forma �unica�

De�nici�on El procedimiento de construir la soluci�on aproximada por medio del sistema �����
se llamar�a m�etodo de Galerkin�

����� El m�etodo de elementos �nitos

Para resolver el sistema ����� se deben calcular los elementos a��i� �j� y es de mucha importancia
en la pr�actica que esto se realice sin mucho costo computacional�

El m�etodo de elementos �nitos se aplica a problemas variacionales que provienen de una ecuaci�on

diferencial en un dominio � y es una t�ecnica para construir subespacios de dimensi�on �nita S
tal que la matriz del sistema 	��
 sea rala �es decir� con una cantidad de ceros tal que hace
m�as conveniente computacionalmente una t�ecnica de almacenamiento distinta de la estandar�

El caso en que S � V se llama m�etodo de elementos �nitos conforme y en otro caso se llamar�a
m�etodo de elementos �nitos no conforme �

La t�ecnica consiste en�

��



� la partici�on del dominio � �en el cual se plantea el problema� en un conjunto de subdo�
minios llamados elementos

� la construcci�on del espacio S de�nido sobre � por funciones simples �en general polinomios
en cada elemento�

a esta partici�on la llamaremos malla o red de elementos �nitos que notaremos como T �

Precisemos lo antedicho�

De�nici�on Un elemento �nito en �n es una terna �K�P� � donde�

� K es un subconjunto cerrado de �n con interior no vacio y con frontera Lipchitz continua�
el cual ser�a llamado elemento

� P es un espacio de funciones reales de�nidas sobre K que incluye al espacio Pk�K� de
polinomios de n variables y de grado k sobre K

�  es un conjunto �nito de formas lineales linealmente independiente i� � � i � N de�nidas
sobre P � el cual es P�unisolvente � es decir� dados escalares reales 
�� � � � � 
N �� p � P tal
que i�p� � 
i� � � i � N

Observaci�on  pi � P tal que j�pi� � �ij � � � i � N donde �ij es � si i � j y cero si son
distintos� Luego �p � P se tiene que p �

PN
i�� i�p�pi y en consecuencia dimP � N

De�nici�on Los elementos de  se llaman grados de libertad del elemento �nito y las funciones
fpig se llaman funciones base o funciones de forma�

De�nici�on Un elemento �nito se llama de Lagrange si sus grados de libertad son de la forma�
�p� � p�A� � A � K y el punto A se llama nodo del elemento K y notaremos por NK al conjunto
de nodos de K�

De�nici�on Sea � !K� !P � ! � un elemento �nito de Lagrange� Diremos que el elemento �K�P� �
es a�nmente equivalente a � !K� !P � ! � si existe una aplicaci�on a�n inversible F � !K � �n tal que

� K � F � !K�

� P � fp � K � � � p � !p � F�� � !p � !Pg

�  � fi�p� � p�F �!ai� � !ai � N 	Kg

De�nici�on Una familia de elementos se llama una familia a�n si todos sus elementos son
a�nmente equivalentes a un elemento �nito �jo � !K� !P � ! � llamado el elemento �nito de referencia
de la familia�

Por simplicidad consideraremos en que los elementos K son todos pol��gonos� los elementos �nitos
son todos de Lagrange y forman una familia a�n� De esta manera excluimos varios casos posibles
�como por ejemplo� de tener elementos con lados curvos� combinar tri�angulos con rect�angulos�
etc�� que no ser�an utilizados en esta tesis�

De�nici�on Una malla o red a�n de elementos �nitos de Lagrange es una familia de elementos
�nitos T � f�K�PK � K�g tales que�

�	



� K es un pol��gono ��K�PK � K� � T

� �K�PK � K� es un elemento �nito de Lagrange

� T es una familia a�n

� � �
S
fK � �K�PK � K� � T g y en consecuencia � es un pol��gono

� cualquier lado de un elemento K� es una lado de otro elemento K�� en cuyo caso se diran
adyacentes� o es una parte de la frontera de ��

� si �K�PK � K� y �K
�� PK� � K�� son dos elementos adyacentes entonces NK�K � NK��K

De�nici�on N �
S
fNK � �K�P� �g es el conjunto de los nodos de la malla

Para introducir los espacios de elementos �nitos debemos establecer previamente la siguiente
hip�otesis de compatibilidad conocida como el patch test�
los momentos hasta el grado k� � de v � S en cualquier lado de la partici�on deben

ser continuos� es decir�

�q � Pk���E
��

Z
E�

v q ds es continuo a trav�es de E"

donde k es el mismo de la de�nici�on de elemento �nito �en donde requeriamos que Pk � P ��

De�nici�on El espacio de elementos �nitos S�T � asociado a T es el espacio formado por las
funciones v tales que vjK � PK �K � T y tal que S�T � veri�ca el patch test�

Sea fTjg una familia de redes y sean Sj � S�Tj� los espacios asociados a Tj� Para mayor
simplicidad supondremos que el problema de contorno que estamos resolviendo tiene condiciones
de Dirichlet homog�enes� Notaremos por Sj�� al subespacio de Sj de las funciones que se anulan en
los nodos pertenecientes a la frontera y por uj a la correspondiente soluci�on aproximada en Sj��
dada por aj�uj � v� � f�v� �v � Sj�� donde aj extiende a A en la forma expuesta anteriormente�
Supondremos que la norma de V se extiende a los espacios Vj � VSj � V � Sj

De�nici�on Diremos que la sucesi�on �uj� converge a u si limj�� j u� uj jVj� 

Observemos que� a diferencia del caso conforme� la norma depende de la tri�angulaci�on�

Lema ��� Si fajg veri�ca�

�
  Mj 	  tal que j aj�y� z� j � Mj j y jVj j z jVj �y� z � Vj

�
 
j 	  tal que 
j � infy�Sj�� supw�Sj��
aj�y�w�
jyjVj jwjVj

entonces j u� uj jVj� �
Mj

�j
� �� infv�Sj�� j u� v jVj ��

�
�j
� supw�Sj��

f�w��aj �u�w�
jwjVj

Demostraci�on Si v � Sj�� de �� se tiene que�


j j uj � v jVj � supw�Sj��
aj�uj�v�w�

jwjVj
� supw�Sj��

f�w��aj �v�w�
jwjVj

� supw�Sj��f
f�w��aj �u�w�

jwjVj
�

aj�u�v�w�
jwjVj

g

��



y de �� se sigue que�


j j uj � v jVj� sup
w�Sj��

f�w�� aj�u�w�

j w jVj
�Mj j u� v jVj

Luego�

j uj � u jVj � j uj � v jVj � j v � u jVj
� �

Mj

�j
� �� infv�Sj�� j u� v jVj ��

�
�j
� supw�Sj��

f�w��aj�u�w�
jwjVj

Observaci�on Si existen constantes positivasM y 
 tales que 
 � 
j y Mj �M �j� se veri�ca
que existe una constante C tal que�

j u� uj jVj� Cf inf
v�Sj��

j u� v jVj � sup
w�Sj��

f�w�� aj�u�w�

j w jVj
g �����

Este resultado se conoce como lema de Strang y es una generalizaci�on del lema de C�ea para el
caso conforme�

El primer t�ermino del lado derecho de ����� se llama error de discretizaci�on y el segundo error
de consistencia� Este �ultimo puede verse como un t�ermino de perturbaci�on� mide cu�an bien la
soluci�on exacta satisface la ecuaci�on discreta� Diremos que la soluci�on de elementos �nitos es
de orden �optimo si los t�erminos de discretizaci�on y de consistencia tienen el mismo orden�

����� Estimaciones del error de interpolaci�on

Estimaciones del error para operadores que preservan polinomios

Se puede ver en ��
� el siguiente resultado b�asico�

Teorema ��� Para enteros k �  y m �  y n�umeros p� q � ������ sean W k���p� !K� y Wm�q� !K�
espacios de Sobolev que satisfacen la inclusi�on�

W k���p� !K�� Wm�q� !K�

y sea !� � L�W k���p� !K��Wm�q� !K�� tal que

!�!p � !p �!p � Pk� !K�

Para cualquier conjunto abierto K que sea a�nmente equivalente a !K� sea �K de�nida por

�Kv � !�!v 	 F��

para funciones !v � W k���p� !K� y v � W k���p�K� relacionadas por v � !v 	 F�� donde F es la

aplicaci�on lineal inversible de K � en K� Entonces� existe una constante C � C�!�� !K� tal que
para todo K a�nmente equivalente

jv ��Kvjm�q�K � CkB��kmkBkk��jdet�B�j
�
q
� �
p jvjk���p�K �v �W k���p�K�

��



Observaci�on Si ponemos�

h � diam�K�
!h � diam� !K�
� � supfdiamS�S es una bola contenida enKg

!� � supfdiamS�S es una bola contenida en !Kg

entonces

kBk �
h

!�
kB��k �

!h

�
jdetBj �

med�K�

med� !K�

se obtiene en el teorema anterior�

jv ��Kvjm�q�K � C�med�K��
�
q
� �
p
hk��

�m
jvjk���p�K �v �W k���p�K�

Familias de triangulaciones y operadores de interpolaci�on

Dada una triangulaci�on T para K � T notaremos por hK � diamK y por h � maxK�T hK � En
lo que sigue usaremos a h como par�ametro de discretizaci�on�

Un conjunto de triangulaciones F � fThg de � ser�a llamada una familia de triangulaciones si
para cada h a lo sumo hay una triangulaci�on y para � 	  existe Th � F con h � ��

De�nici�on Una familia de triangulaciones F se dice regular si existe una constante � 	  tal
que para cualquier Th � F y cualquier K � Th se tiene

hK
rK

� �

donde �K � supf diam S � S es una bola contenida en Kg

Una familia de triangulaciones se dir�a casi�uniforme si es regular y satisface la siguiente hip�otesis
inversa� existe un n�umero 
 tal que h � 
 hK �

Observaci�on La regularidad de una familia de elementos triangulares es equivalente a la
condici�on de Zlamal del �angulo m��nimo �	
�� Existe una constante 
� tal que


K � 
� 	 

para todo K � Th y todas las triangulaciones� donde 
K denota el menor �angulo de K

Con las notaciones de la secci�on anterior escribiremos V � S�Th� y por V� al subespacio de V
formado por las funciones que se anulan en los nodos de la frontera del dominio�

El an�alisis n�umerico de problemas con valores de contorno resueltos por el m�etodo de elementos
�nitos requiere del conocimiento de resultados en la teor��a de aproximaciones� Para establecer el

��



error estimado entre la soluci�on exacta de un problema y la del problema discreto correspondiente
que es buscada en un espacio de elementos �nitos adecuado� debemos comparar esta soluci�on
con la mejor aproximante en el espacio de elementos �nitos� con respecto a la norma de un o
varios espacios de Sobolev� el camino m�as simple es de�nir un operador de interpolaci�on de este
espacio de Sobolev en el espacio de elementos �nitos�

El resultado que se quiere obtener es el siguiente�

Teorema ��� Supongamos que T es una familia regular de elementos �nitos� Entonces� existe

un operador � � W l�p���� V con las siguientes propiedades�

a
 W l�p
� ��� tiene por imagen a V�� es decir� �

�
W l�p

� ���
�
� V�

b
 Para  � m � l � r � � y q � p se tiene

kv ��vkm�q�K � C h
n� �

q
� �
p
��l�m

K jvjl�p�SK

donde SK es el interior del conjunto
S
fKijKi �K �� ��Ki � T g y la constante C depende solo

de la dimensi�on� el m�aximo grado de los polinomios de PK y de la regularidad de la red�

En ���� se considera la interpolada de Lagrange usual y se obtienen resultados similares al
anterior basados en la continuidad de la interpolada� pero dicha interpolada puede no existir�
por ejemplo si u � H���� donde � es un dominio del plano los valores puntuales de u pueden
no estar de�nidos y consecuentemente la interpolaci�on anterior no es posible� En �	�� se de�ne
una aproximaci�on considerando la intepolaci�on de las funciones regularizadas� En ����� Cl�ement
propone un operador de interpolac�on usando promedios locales para de�nir valores nodales
a�un para funciones de L�� Esta interpolaci�on veri�ca el teorema anterior y adem�as puede
generalizarse a otros casos como� por ejemplo� en que el dominio de de�nici�on sea curvo ��	��
Sin embargo� la interpolaci�on no preserva naturalmente las condiciones de borde homogeneas�
es decir� para que se veri�que la propiedad a� del teorema anterior� se modi�ca el operador
imponiendo valores nodales nulos en el borde� lo cual no es f�acil de extender en el caso en que
las condiciones de borde no sean homog�eneas� En �	�� se propone otro operador de interpolaci�on
basado en promedios locales que preserva las condiciones de borde naturalmente�

����� Estimadores del error y Adaptividad

El proceso de seleccionar Sn�� de todos los espacios previos� Si � i � �� � � � � n y posiblemente
de un y los datos del problema se llamar�a procedimiento de extensi�on� Este procedimiento
de extensi�on� en general est�a basado en la estimaci�on de los errores de discretizaci�on y de
consistencia� Observemos que la determinaci�on del error exacto requiere el acceso a la soluci�on
exacta� la cual en general no es conocida� Por eso es necesario obtener estimaciones del error�

En general� hay dos tipos de estimaciones del error� �a� estimaciones a priori y �b� estimaciones a
posteriori� Las estimaciones a priori se basan en el conocimiento de caracter��sticas de la soluci�on
tales como su suavidad y nos dan informaci�on acerca de la #velocidad# de la convergencia� es
decir� como tiende a cero el error cuando el n�umero de grados de libertad tiende a in�nito�
Usualmente no dan informaci�on acerca del error real para una malla dada�

�




Los estimadores a posteriori usan informaci�on obtenida durante el proceso de c�alculo de la
soluci�on y los datos del problema� pueden darnos una medida cuantitativa del error exacto�

El proceso de cambiar la aproximaci�on de manera tal que podamos alcanzar la #mejor# soluci�on
para un dado costo computacional se llamar�a proceso adaptivo o adaptividad� Este proceso es
normalmente ejecutado despu�es de que tenemos disponible una soluci�on inicial� y las regiones
del dominio de soluci�on donde la precisi�on no es satisfactoria ser�an identi�cadas de acuerdo
al criterio elegido de estimaci�on del error� Luego el proceso puede iterarse tomando la �ultima
soluci�on como la nueva soluci�on inicial�

Cuando hacemos re�namientos adaptivos en problemas que envuelven singularidades las mallas
generadas son usualmente altamente no�uniformes �es decir� los elementos de T pueden tener
tama�nos muy diferentes�� Sin embargo� si el re�namiento se hace de una forma apropiada la
familia fTjg pueden construirse tal que el �angulo m��nimo de cualquier Tj no es menor que la
mitad del �angulo m��nimo de la triangulaci�on inicial �ver ������

Introducimos la siguiente relaci�on de orden entre redes�

De�nici�on Diremos que una red T� es m�as �na que otra red T� si se veri�ca que�

S�T�� � C��� � S�T�� � C���

donde C��� indica el espacio de las funciones continuas� Tambi�en diremos que T� es un re��

namiento o una densi�caci�on de T��

En general� un estimador a posteriori del error �T � asociado a una red T tiene la siguiente
estructura�

��T � p� � k���T� uT � p��T�T k

donde p indica los datos del problema� � es una aplicaci�on a valores reales y k k es una norma

en �Nel �donde Nel es el n�umero de elementos�� La funci�on � especializada en �T� uT � p� nos da
un valor llamado indicador del error o estimador del error local en el elemento T �

Cuando no produzca confusiones� notaremos �T � ��T� uT � p� y por � � ��T � p�

De�nici�on Un estimador a posteriori del error se dir�a equivalente al error en norma k k si
existen dos constantes positivas C�� C� que dependen s�olo de m��nimo angulo de T � tales que

C� � � ku� uT k � C� �

Los indicadores del error se emplean en el proceso adaptivo para identi�car aquellas porciones
de la malla con mayores errores� con el �n de generar una nueva malla re�nada� Usualmente
las mallas generadas por este proceso adaptivo son regulares� pero no uniformes ����� y en
consecuencia� todos los estimadores conocidos no son asint�oticamente exactos en las mallas que
se construyen adaptivamente� Sin embargo� los estimadores en uso son equivalentes al error
para cualquier familia de redes regulares� y esta es la mejor propiedad que debemos requerir
de un estimador� En los cap��tulos siguientes propondremos estimadores a posteriori del error y
probaremos� en algunos casos� que son equivalentes al error�

��



�



Cap��tulo �

Estimaciones del error para

problemas el��pticos escalares de

segundo orden

En este cap��tulo se analizan los re�namientos de mallas en presencia de singularidades cau�

sadas por esquinas de la frontera del dominio� Se demuestra que con un re�namiento apropiado�

las aproximaciones lineales no conformes de la soluci�on� dan errores con el mismo orden de

convergencia� medido en t�erminos de n�umero de inc�ognitas� que para soluciones suaves y tri�

angulaciones casi uniformes� Luego para aproximaciones de elementos �nitos no conformes
lineales a trozos de problemas escalares el��pticos de segundo orden se introducen estimadores a

posteriori del error 	uno o dos en cada caso
 y se prueba que estos estimadores

� son equivalentes a f
P

T�T jej
p
��p�T g

�
p

� acotan por arriba a kek��p

� son equivalentes a kek���

en los casos respectivos� Finalmente� se presentan varios experimentos num�ericos que muestran

el buen comportamiento de estos estimadores cuando ellos son usados como indicadores locales

del error para re�namientos adaptivos�

��� Introducci�on

En este cap��tulo tratamos con estimadores a posteriori del error y adaptividad para m�etodos de
elementos �nitos no conformes�

Hay distintas motivaciones para introducir m�etodos no conformes� Por ejemplo� para evitar
la necesidad de elementos suaves en problemas de cuarto orden o para tratar problemas de

��



minimizaci�on con restricciones tales como las ecuaciones de Stokes �ver ���� para un revisi�on de
esta clase de m�etodos�� Tambi�en� puede verse que est�an relacionados con m�etodos mixtos �ver
��� � ������ Tambi�en nos referimos a ��� para ver aplicaciones m�as recientes en elasticidad�

Consideramos aqu�� el caso de aproximaciones lineales no conformes de problemas el��pticos es�
calares de segundo orden ��
�� En los cap��tulos subsiguientes veremos como extender esta t�ecnica
a otros problemas�

Como primer paso nos interesa el comportamiento del m�etodo de elementos �nitos en presencia
de singularidades causadas por esquinas de la frontera del dominio� La pregunta que nos hace�
mos es si se justi�ca generar un m�etodo adaptivo para resolver dichos problemas� La respuesta
es s�� � ya que� mediante un proceso adaptivo adecuado� puede obtenerse el mismo orden de con�
vergencia del error� medido en termino de n�umero de inc�ognitas� que para soluciones suaves
y triangulaciones casi uniformes� En el caso conforme� este an�alisis puede verse en ��� y ����
La di�cultad de extenderlo al caso de elementos �nitos no conformes reside en el tratamiento
de los t�erminos de consistencia� En la pr�actica esto signi�ca que� si somos capaces de con�
struir un m�etodo adaptivo e�ciente� podemos generar soluciones m�as precisas con menor costo
computacional�

En el caso conforme se introdujeron varias t�ecnicas para de�nir estimadores de error para distin�
tos problemas basadas en usar la ecuaci�on del residuo �ver por ejemplo ���� �
�� ���� �	�� �� Para
extender estas t�ecnicas a aproximaciones no conformes� la di�cultad principal es el tratamiento
de los t�erminos de consistencia que aparecen en este caso en la ecuaci�on del error� Estos t�erminos
dependen de la soluci�on exacta y no pueden despreciarse� La t�ecnica expuesta en este cap��tulo
se basa en el uso de la descomposici�on de Helmhotz y de algunas relaciones de ortogonalidad
para el error� En esta forma� es posible extender al caso no conforme las ideas desarrolladas en
�	���

En el caso de aproximaciones lineales a trozos de problemas el��pticos de segundo orden de�nimos
estimadores de error equivalentes al error en distintas normas� En particular� vemos que los saltos
a traves de elementos de la derivada tangencial de la soluci�on aproximada uj �la cual puede
escribirse en t�erminos de los saltos de uj � juegan un papel importante� En efecto� los saltos del
�ujo �que en el caso conforme son esenciales � pueden omitirse pues ellos est�an dominados por
el lado derecho de la ecuaci�on �es decir� el residuo local��

Resultados num�ericos muestran el buen comportamiento de estos estimadores cuando se usan
como indicadores del error para re�namientos adaptivos� una de las m�as importantes aplicaciones
de las estimaciones a posteriori del error�

El resto del cap��tulo est�a organizado como sigue� En la secci�on � introducimos el problema
modelo y recordamos su aproximaci�on por elementos �nitos� La secci�on � trata de estimaciones
a priori del error y constituye la justi�caci�on de la necesidad del m�etodo adaptivo� En la secci�on
	 se introducen estimadores a posteriori del error �uno o dos en cada caso� y se prueba que estos
estimadores

� son equivalentes a f
P

T�T jej
p
��p�T g

�
p

� acotan por arriba a kek��p

� son equivalentes a kek���

��



en los casos respectivos� En la secci�on 	 se introducen varios estimadores del error y se prueba
que son equivalentes a distintas normas del error� Finalmente� en la secci�on � presentamos varios
resultados num�ericos�

��� Problema modelo y su aproximaci�on por elementos �nitos

Sea � � R� un pol��gono simplemente conexo� Consideramos el problema modelo�

�
�$u � f � en �

u � g � en ��
�����

Usaremos notaci�on est�andar para espacios de Sobolev� normas y seminormas� Entonces� para
f � L���� y g � H

�
� ���� la soluci�on u � H���� del problema ����� satisface�Z



rurv �

Z


fv � � v � H�

� �����

Supondremos que tenemos una familia fTjg de triangulaciones de � tales que cualquier par de
tri�angulos en Tj se cortan a lo sumo en un v�ertice o en un lado�

Para todo Tj introducimos el espacio de elementos no�conformes

V j � fv � L���� � vjT � P� � �T � Tj y v es continua en el punto medio de cada ladog

�P� denota el espacio de polinomios de grado uno � y de�nimos�

V j
� � fv � V j � v �  en los puntos medios contenidos en ��g

En nuestro an�alisis tambi�en usaremos el espacio est�andar de elementos �nitos conformes lineales
a trozos�

M j � fv � H���� � vjT � P� � � T � Tjg

y
M j

� �M j �H�
�

Sea M� el punto medio del lado �� Entonces la aproximaci�on por elementos �nitos no�conformes
a la soluci�on del problema ����� se de�ne por uj � V j y

�����
P

T�Tj

R
T ruj 	 rv �

R

 fv � � v � V j

�

uj�M�� � g�M�� � � � � ��

�����

��



De�nici�on Si v � �T�TjW
��p�T � de�nimos el vector rjv � Lp 
 Lp por

rjv jT� r�v jT �

Observemos que krjvk��p es una seminorma sobre �T�TjW
��p�T � que extiende a j 	 j��p� Adem�as�

cuando el par�amentro de discretizaci�on sea h escribiremos rh en lugar de rj

Para mayor simplicidad en los c�alculos supondremos en este cap��tulo que� g es lineal a trozos y

f es constante a trozos y denotaremos por fT al valor de f en el elemento T �

��� Estimaciones a priori del error

����� Caso regular

El an�alisis de las estimaciones a priori para el m�etodo de elementos �nitos usualmente se basa
en la regularidad de la soluci�on del problema dado ��
� y se prueban resultados del siguiente
tipo�

ku� uhk � C�u�h� ���	�

donde utilizamos como par�ametro de discretizaci�on de la familia de redes al n�umero h �
maxT�T hT � Decimos que el orden de convergencia es � con respecto al par�ametro h o equiv�
alentemente� que tenemos una convergencia O�h��� Adem�as de la regularidad de u� se supone
que la familia de redes Th es regular� es decir� existe una constante � tal que

hT
�T

� � �T � Th

donde hT � diamT y �T � supf diam S donde S es una bola contenida en T g�

Si indicamos por !N al n�umero de nodos del elemento de referencia� por �n es la medida de la
bola unitaria en �n� por Nod al n�umero de nodos de la red y si suponemos que la familia de
redes es casi uniformes� es decir� es regular y existe una constante 
 tal que

h � 
hT �T � Th

entonces podemos reescribir la desigualdad anterior utilizando como par�ametro a Nod� pues

Nod � !N
X
T�Th

� � !N
X
T�Th

�n
�nT
hnT

� !N
�n

�n

X
T�Th


n

hn

Z
T
dx � !N

�n

�n


n

hn
j � j

Entonces� se tiene

h � �
!N�n
n j � j

�n
�
�
n �Nod��

�
n

�	



y en consecuencia se obtiene de � ��	� el orden de convergencia con respecto al par�ametro Nod�

ku� uhk � C�u�Nod�
�
n

Para el caso particular en que n � �� u � H���� y el espacio de elementos �nitos est�a formado
por funciones lineales en cada elemento se tiene�

krh�u� uh�k��� � C�Nod��
�
� j u j��� �����

La presencia de esquinas en la frontera del dominio produce un comportamiento singular de la
soluci�on en las cercan��as de dicha esquina� inclusive en los casos en que los datos sean suaves
���� Esta singularidad afecta al orden de convergencia en toda la regi�on�

En ��� y en ��� se prueba que el orden con respecto al n�umero de nodos que se obtiene para
aproximaciones conformes en el caso regular puede recuperarse cuando el dominio tiene esquinas�

Veremos en el resto de la secci�on que dicho resultado se extiende a aproximaciones no conformes�
Para ello combinaremos los resultados de ��� para el caso conforme singular� con los de ���
para el caso no conforme regular� Para que se pueda seguir la l��nea del razonamiento incluimos
algunas demostraciones �lemas ���� ��	 y ���� que salvo peque�nas modi�caciones se encuentran
tambi�en en ����

����� Espacios de Sobolev con peso

Para simpli�car el an�alisis supondremos que en nuestro problema modelo g � � Supondremos
que � es un dominio plano con frontera poligonal� siendo �� la uni�on de un n�umero �nito N
de segmentos lineales %i numerados en el sentido antihorario� Denotaremos por �j al �angulo
entre %j y %j�� y supondremos que �j � � para todo j excepto para j � N � Por simplicidad
supondremos que el punto de la esquina correspondiente a la intersecci�on de %N y %� se ha
trasladado al origen y que %� est�a incluido en el semieje positivo de las absisas �Ox�� Para
simpli�car la notaci�on pondremos � � �N �

Dado f � L���� la soluci�on d�ebil u � H�
� ��� de

�$u � f en � �����

veri�ca que existe un �unico n�umero � tal que

u� �r
�
� sen

��

�
� H���� �����

donde r � �x� � y��
�
� y � � arctg� yx��

Aqu�� utilizaremos como par�ametro de discretizaci�on de la familia de redes al n�umero

h � max
T�T

hT

��



donde hT es el di�ametro de T � Suponemos que este n�umero h var��a y se acerca a  y que la
familia de triangulaciones �Th� es regular�

El resultado cl�asico es que existe una constante C tal que�

k r�u� uh� k����
� Chk j u jk�����
 ���
�

siempre que u � Hk������ k � � � �ver secci�on ��� de Ciarlet ��
��� Interpolando estas desigual�
dades� teniendo en cuenta ������ se obtiene la estimaci�on

k r�u� uh� k����
� Ch
�
�
�� j u j�� �

w
�����


para todo � 	 � si � no se anula� Veremos a continuaci�on que ���
� no es la mejor estimaci�on a
priori si introducimos hip�otesis adicionales a las redes Th� Para tal prop�osito de�nimos�

De�nici�on Para n�umeros reales k y 
 � � denotaremos por Hk������� al siguiente espacio

Hk������� � fv � Hk��� � r�D�v � L���� � � tal que j � j� k � �g

Lema ��� Equipando Hk���� con la norma

kukHk�����
� � fkuk�k���
� j u j�Hk�����
�g
�
�

donde

j u jHk�����
�� f
X

j�j�k��

kr�D�uk�����
g
�
�

entonces� la inmersi�on de Hk������� � W k���p��� es continua para todo p tal que � � p �
�

��� � la inmersi�on de Hk������� � W k�q��� es continua para todo q tal que � � q � �
� y la

inmersi�on natural Hk������� � Hk��� es compacta para 
 � �� Adem�as� H������ est�a inmerso

continuamente en C����

Demostraci�on Recordemos que� en ��� r� � L� si y s�olo si � 	 ��� Ahora� si aplicamos la
desigualdad de H&older tenemos que�

j u jk���p� kr�
�p�
��p k

�
p
� �

�

��� j u jHk����

y en consecuencia Hk���� � W k���p para todo p � ��� �
����� Por los teoremas de inmersi�on de

Sobolev sabemos que si p � � la inmersi�on de W ��p en W ��q es continua para todo q � �p� �p
��p ��

resultando as�� que la inmersi�on de Hk���� en W k�q es continua para todo q � ��� ���� Si p �

��� �
��� � y 
 � � entonces � � �p

��p y por el teorema de Rellich�Kondrachov la inmersi�on de

W k���p en Hk es compacta� Por �ultimo si observamos que para todo p� la inmersi�on de W ��p en
C���� es continua� se tiene que la inmersi�on de H��� en C���� tambi�en lo es�

Observaci�on Teniendo en cuenta ����� para � � ��� ��� tenemos que la soluci�on u de �����
pertenece a H������ para todo 
 	 �� �

	 � Luego� si � es cualquier pol��gono� resulta que 
 	 �
�

y como consecuencia del lema anterior resulta que

u �W ��p��� � p � ���
	

�
�

��



u �W ��q��� � q � ��� 	�

Con Pk�G� indicaremos el espacio de polinomios de grado � k restringidos a G�

A continuaci�on enunciamos un resultado b�asico sobre espacios de Sobolev que dice� como coro�
lario� que sobre el espacio cociente Hk�����G��Pk�G� la seminorma jujHk�����G� es equivalente
a la norma cociente� Para el caso 
 �  la demostraci�on puede verse en ��
� pag� ��� y para

 ��  en ��� pag� �

�

Lema ��� Existe una constante C tal que

inf
p�Pk�G�

ku� pkHk�����G� � C j u jHk�����G� � u � Hk�����G�

����� Estimaci�on del error de discretizaci�on

Sea ET el conjunto de lados de T � Para cualquier T � Th y � � T de�nimos �� � L�L
�����P�����

y rT � L�H��T ��P��T �� dados por�

�� � �
�

j � j

Z
�
�d� rT v�M�� � ���v j�� � � � ET

donde M� es el punto medio del lado � y para w � H���� notaremos por Incw a la funci�on dada
por�

Incw jT� rTw � T � Th

Notaremos por !T al tri�angulo de referencia cuyos v�ertices son �� �� ��� � y �� �� y por
FT � !T � T la aplicaci�on af��n invertible dada por FT �!x� � BT !x � b� Tambi�en pondremos
!v�!x� � v�x� � !r � r 	T � Notemos que se veri�ca !r!u � �rTu� � FT

Lema ��� Existe una constante C independiente del tri�angulo T tal que � v � Hs���T � se

veri�ca la siguiente desigualdad

j !v jHs��� 	T �� CkB��
T k�kBT k

s j detBT j
� �

� f
X
j�j�s

Z
T
kx� ak�� j D�v�x� j� dxg

�
�

donde s es un entero positivo y a � FT �� es un v�ertice de T

Demostraci�on Tenemos que

j !v j�
Hs��� 	T �

�
P
j�j�s kr

�D�!vk�
���� 	T

�
P
j�j�s

R
	T j r

��!x�D��v � FT ��!x� j� d!x

��



Aplicando la regla de la cadena y el cambio de variables x � FT �!x� obtenemos

j !v j�
Hs��� 	T �

� CkBT k
�s j detBT j

��
X
j�j�s

Z
T
j r��F��T �x��D�v�x� j� dx

y la desigualdad deseada se sigue porque�

r�F��T �x�� � kF��T �x�� F��T �a�k � kB��
T kkx� ak

Observaci�on En el lema que sigue acotaremos el error de interpolaci�on en un elemento T �
Utilizaremos que en el elemento de referencia !T se veri�ca

kv � !rvk���� 	T �
!CjvjH���� 	T � �v � H���� !T �

La demostraci�on es la misma que para el caso conforme con la interpolada de Lagrange y puede
verse en ��� pag� 	���

Lema ��� Existe una constante C independiente del tri�angulo T tal que � u � H����T � se

veri�ca

j u� Incu j����T� C kB��
T k��� kBT k

� f
X
j�j��

Z
T
kx� ak�� j D�u�x� j� dxg

�
�

donde a es un v�ertice de T

Demostraci�on Sea !u � u � FT � Se veri�ca que !u � H���� !T � y adem�as �rTu� � FT � !r!u�

Luego !u� !r!u � �u� rTu� � FT � �u� rTu!� y entonces

j u� rTu j����T� CkB��
T k j detBT j

�
� j !u� !r!u j���� 	T

y� utilizando que !rp � p �p � P�� !T �� resulta

j u� rTu j����T� CkB��
T k j detBT j

�
� !C inf

p�P�� 	T �
ku� pkH���� 	T �

y por los lemas ��� y ��� tenemos que

j u� rTu j����T� CkB��
T k���kBT k

�f
X
j�j��

Z
T
kx� ak�� j D�v�x� j� dxg

�
�

Observaci�on Utilizando el hecho de que kBT k � ChT y que kB��
T k � C���T �ver ��
���

obtenemos de la desigualdad del lema ��	 los siguientes casos particulares�

� Cuando 
 �  se obtiene

j u� Incu j����T� C
h�T
�T

j u j����T �����

�




� Cuando 
 	  y a �  se obtiene

j u� Incu j����T� C
h�T
����T

j u jH����T � �����

Dada una triangulaci�on Th indicaremos con Th�� al conjunto de los tri�angulos de Th que tienen
al origen como uno de sus v�ertices�

Lema ��� Si la familia de triangulaciones fThg es regular y satisface que existe � para el cual

	a
 h���T � � h � T � Th��
	b
 hT � � h kxk� � x � T � � T � Th � Th��
entonces existe una constante C tal que

krh�u� Incu�k����
 � Ch j u jH����
�

Demostraci�on Si uno de los v�ertices de T es  usando ������ la regularidad de las triangula�
ciones y la hip�otesis �a� obtenemos�

j u� Incu j����T� C
h�T
����T

j u jH����T �� Ch���T j u jH����T �� Ch j u jH����T �

y si T no tiene v�ertice en  se sigue de ������ la regularidad de las triangulaciones y la hip�otesis
�b�� que

j u� Incu j����T� C
h�T
�T

j u jH��T �� ChT j u jH��T �� Ch j u jH����T �

luego� para todo tri�angulo T se tiene que

krh�u� Incu�k����T � Ch j u jH����T �

de la cual se sigue la desigualdad deseada�

����� Estimaci�on del error de consistencia

Lema ��� Se veri�ca�

krh�I
ncu� uh�k

�
����
 �

X
T�Th

Z

T

�u

�n
�Incu� uh�

Demostraci�on Veamos que para cualquier w � VhZ


rhwrh�I

ncu� u� � 

En efecto de integrar por partes se tieneZ
T
rwr�Incu� u� �

Z

T

�w

�n
�Incu� u� �  � T � Th

��



Ahora� podemos calcularR

 j rh�I

ncu� uh� j
� �

R

rh�I

ncu� uh�rh�u� uh�
�

R

rhurh�I

ncu� uh��
R

 f�I

ncu� uh�

�
P

T�Th

R
T ��$u� f��Incu� uh� �

R

T


u

n�I

ncu� uh�

�
P

T�Th

R

T


u

n�I

ncu� uh�

de donde se obtiene el lema�

El siguiente lema es una generalizaci�on del lema � pag� 	� de ���� resultado que se recupera
cuando 
 � �

Lema ��� Si � � P��T � y v � H����T �� entonces existe una constante C independiente del

tri�angulo T tal queZ
�
��v ���v� � C

h�T
����T

j � j����T f
X
j�j��

Z
T
kx� ak�� j D�v�x� j� dxg

�
�

donde a es un v�ertice de T

Demostraci�on Sea p � ��� �
��� � y q�� q� � P�� !T �� Para !v � H���� !T � consideramos el funcional

!��
Z
	�
!��!v � !�	�!v�d�

el cual es continuo sobre W ��p�� !T � con norma � k!v � !�	�!vk��p�	� y se anula sobre P�� entonces

j
R
	� !��!v �

!�	�!v� j � Ck !�� q�k��p�� 	T k�I �
!�	���!v � q��k��p�	�

� Ck !�� q�k��p�� 	T k!v � q�k��p�	�

Como la traza de W ��p� !T � en Lp�!�� es continua y P�� !T � es de dimensi�on �nita� se tiene que para
!� � P�� !T � se veri�ca

j
R
	� !��!v �

!�	�!v� j � Ck !�� q�k���� 	T k!v � q�k��p� 	T
� Ck !�� q�k���� 	T k!v � q�kH���� 	T �

donde hemos usado que la inmersi�on de H��� en W ��p es continua� Ahora� tomando ��n�mo sobre
q�� q� � P�� !T � y utilizando el lema ��� se obtiene

j
Z
	�
!��!v � !�	�!v� j� C j !� j���� 	T j !v jH���� 	T �

y combinando las f�ormulas de cambio de variables con el lema ��� tenemos�

j
R
� ��v ���v� j � C j detBT j kB

��
T k j

R
	� !��!v �

!�	�!v� j

� CkB��
T k���kBT k� j � j����T f

P
j�j��

R
T kx� ak�� j D�v�x� j� dxg

�
�

�



Observaci�on En la estimaci�on a priori del problema con soluci�on regular se utiliza la siguiente
desigualdad b�asica

j
X
T�Th

Z

T

w� 	 nT j� Chkrhwk����
 j � j����
 � � � �H�������� w � Vh

Esta es crucial para el an�alisis de m�etodos no conformes y puede verse en ��� pag� 		�

A continuaci�on se formula un resultado que extiende la desigualdad de la observaci�on anterior�

Lema ��� Si la familia de triangulaciones fThg es regular y satisface que existe � para el cual

	a
 h���T � � h � T � Th��
	b
 hT � � h kxk� � x � T � � T � Th � Th��
entonces existe una constante C tal que

j
X
T�Th

Z

T

w� 	 nT j� Chkrhwk����
 j � jH����
� � � � �H���������� w � Vh

Demostraci�on Podemos escribirX
T�Th

Z

T

w� 	 nTd� �
X
T�Th

X
��ET

Z
�
w�i ���i�n��id�

y usando el lema anterior tenemos que si  es un v�ertice de T

j
X
��ET

Z
�
w�i ���i�n��id� j� Ch���T j � jH����T �j w j��T� Ch j � jH����T �j w j��T

y si  no es un v�ertice de T

j
X
��ET

Z
�
w�i ���i�n��id� j� ChT j � j��T j w j��T� Ch j � jH����T �j w j��T

y en consecuencia se tiene la estimaci�on deseada�

Corolario ��� Con las hip�otesis del lema anterior� se veri�ca que existe una constante C tal

que�

krh�I
ncu� uh�k����
 � Ch j u jH����
�

Demostraci�on Basta reemplazar en el lema anterior  por ru y usar el lema ��� para obtener
el corolario�

����� Estimaci�on del error

Teorema ��� Si la familia de triangulaciones fThg es regular y satisface que existe � para el

cual

��



	a
 h���T � � h � T � Th��
	b
 hT � � h kxk� � x � T � � T � Th � Th��
entonces existe una constante C tal que

krh�u� uh�k����
 � Ch j u jH����
�

Demostraci�on El teorema se sigue de combinar el corolario anterior y el lema ����

Si tenemos la intenci�on de no introducir grados de libertad prescindibles� debemos poner hip�otesis
m�as restrictivas para nuestra familia de triangulaciones� Para tal �n establecemos el siguiente
resultado�

Teorema ��� Sean f � H������� u � H�
� ��� la soluci�on de 	���
 y uh su aproximaci�on por

elementos �nitos� Si la familia de triangulaciones fThg es regular y satisface que existe � para

el cual

	a
 ��� h � h���T � � h � T � Th��
	b
 ��� h kxk� � hT � � h kxk� � x � T � � T � Th � Th��
	c
 ���hkxk� � hT � �hkxk� � x � T�� T � Th � Th��
entonces existe una constante C tal que

krh�u� uh�k����
 � C�Nod��
�
� kr�fk����


donde Nod es el n�umero de nodos de la triangulaci�on Th�

Demostraci�on Observemos en primer lugar que para T � Th

h�kxk�� � ��h�T

pues� si T � Th � Th�� se sigue de la primera desigualdad de �b� y si T � Th�� se tiene que�

h�kxk�� � h�h��T � ��h�T

Ahora� veamos que se veri�ca

h � CNod�
�
�

con C que depende s�olo de �� 
� �

Nod � �
P

T�Th
�

� C
P

T�Th
h��T

R
T dx

� C
P

T�Th
h��

R
T kxk

���dx
� Ch��

donde hemos usado que 
 � �� Finalmente� para obtener el teorema se utiliza el siguiente
resultado � ����� teorema ��� �� con las hip�otesis anteriores� si f � H������� la soluci�on de �����
pertenece a H������� y existe una constante c 	  independiente de f tal que

kukH��� � ckfkH���

��



Observaci�on Una familia de triangulaciones que veri�que las hip�otesis del teorema anterior
puede verse en ��� pag� ����

Observaci�on Si los �angulos reentrantes son m�as de uno debemos modi�car los espacios
Hm����� cambiando el peso� como en ���� donde se de�ne para un multi��ndice 
 � �
�� ���� 
M �

��x� � �
M
i��kx� xik

�i

donde xi� � � i �M denota los v�ertices de � con �angulo interior mayor que � y

Hm����� � fu � Hm����� � �D
�u � L���� � �tal que j � j� mg

equipado con la norma kukHm�� � fkuk�m�����
 � k�D
muk�����
g

�
� y en la de�nici�on de las

familias de redes debemos modi�car solamente la parte concerniente al conjunto Th�� de la
siguiente manera� Dada una triangulaci�on Th indicaremos con Th�� al conjunto de los tri�angulos
de Th para los cuales � se anula�

Los resultados anteriores se obtienen en forma an�aloga para cualquier pol��gono ��

Tambi�en puede observarse que si � es un pol��gono convexo� 
 �  y Th�� � � con lo cual
la familia de redes resulta casi�uniforme� lo que indica que las hip�otesis sobre las redes para
pol��gonos arbitrarios forman una buena extensi�on de la de�nici�on de redes casi�uniformes�

��� Estimaciones a posteriori del error

Cuando hacemos re�namientos adaptivos en problemas que envuelven singularidades las mallas
generadas son usualmente altamente no�uniformes �es decir� los elementos de T pueden tener
tama�nos muy diferentes�� Sin embargo� si el re�namiento se hace de una forma apropiada la
familia fTjg puede construirse de modo tal que el �angulo m��nimo de cualquier Tj no sea menor
que la mitad del �angulo m��nimo de la triangulaci�on inicial �ver ������ Por lo tanto� es natural
construir estimadores de error que sean equivalentes al error con constantes que dependan s�olo
del �angulo m��nimo �y no del tama�no del elemento�� Presentaremos aqui algunos estimadores de
esta clase�

����� Ecuaci�on de error y relaciones de ortogonalidad

Ahora� introducimos algunas notaciones que necesitaremos en la de�nici�on y an�alisis de los
estimadores del error�

Sea EI el conjunto de todos los lados interiores y� como en la secci�on anterior� ET el conjunto
de lados de T � Para cada lado interior � elegimos un sentido arbitrario para la normal n y
denotamos a los dos tri�angulos que comparten este lado por Tin y Tout donde n apunta hacia
afuera de Tin� Para un lado de la frontera � tomamos n como la normal exterior�

��



Si n �

	
n�
n�



de�nimos la tangente en � por t �

	
�n�
n�



y para � interior

hh�uj
�n

ii
�
�x� � r�ujjTout

� 	 n�r�ujjTin
� 	 n � � x � �

y hh�uj
�t

ii
�
� r�uj jTout

� 	 t�r�ujjTin
� 	 t

Notemos que estos valores son independientes de la elecci�on del sentido de n�

De�nimos el salto para � interior y v � V j como

��v����x� � vjTout
�x�� vjTin

�x� � �x � �

�nalmente para � �W ��p��� de�nimos�

curl � �

	
� 
�

x�

�

x�




Para un � dado de�nimos J��n y J��t por

J��n �

� hh

uj

n

ii
�

� si � � EI

 � si � � ��

y

J��t �

���
hh

uj

t

ii
�

� si � � EI

�
�

g

t �


uj

t

����
�

� si � � ��

El siguiente lema da una ecuaci�on de error la cual es uno de los puntos principales de nuestro
an�alisis�

Lema ��� Para v �W ��p�

� � � �W ��p� y w � V j
� el error e � u� uj satisface�

P
T�Tj

R
T re 	 �rv � curl �� �

�
P

T�Tj

n R
T f�v �w� � �

�

P
��ET

R
��J��n�v � w� � J��t��

o ������

Demostraci�on Usando ����� e integrando por partes en cada elemento tenemos�P
T�Tj

R
T re 	 �rv � curl �� �

�
P

T�Tj

R
T f�v � w��

R
T ruj 	 r�v �w� �

R
T re curl �

�
P

T�Tj

n R
T f�v � w��

R

T rujnT �v � w� �

R

T


e

t �

o
�
P

T�Tj

n R
T f�v � w��

P
��ET�EI

h R
�ruj 	 nT �v � w� �

R
�

uj

t �

io
�
P

�	



R
�

�

g

t �


uj

t

�
�

�	



el cual� en vista de las de�niciones de J��n y J��t� nos da ������

Observaci�on Podemos poner w � Incv en el lema ��� obteniendo�P
T�Tj

R
T re 	 �rv � curl �� �

�
P

T�Tj

n R
T f�v � Incv� � �

�

P
��ET

R
� J��t�

o

El segundo paso en el an�alisis son las relaciones de ortogonalidad del error las cuales se dan en
el pr�oximo lema�

Lema ���� El error satisface� X
T�Tj

Z
T
re 	 rv �  � � v �M j

� ������

X
T�Tj

Z
T
re 	 curl � �  � �� �M j ������

Demostraci�on Como M j
� � W ��p�

� � V j
� podemos usar ����� y ����� para v � M j

� y restando
����� de ����� obtenemos �������

La propiedad de ortogonalidad ������ es conocida �ver por ejemplo ����� En efecto� la integraci�on
por partes nos da

X
T�Tj

Z
T
re 	 curl � �

X
�	



Z
�
�g � uj�

��

�t
�
X
��EI

Z
�
��uj ���

��

�t

y el lado derecho se anula porque 
�

t

���
�
es constante� ��uj��� es cero en el punto medio de � para

todo � � EI y g � uj es lineal en � �pues g lo es� y nula en el punto medio de � para � � ���

����� Estimadores a posteriori del error equivalentes a krjek��p

En esta secci�on introducimos estimadores de error y probamos que son equivalentes a krjek��p�
Supondremos que � y p son tales que la ecuaci�on diferencial�

$u � div �r� en �

donde r � Lp
�

���� tiene una �unica soluci�on en W ��p�

� ��� que veri�ca�

krukp� � Ckrkp�

donde p� � p
p�� y C depende s�olo de � y p� Se sabe ��	� que para cualquier � existe un entorno

del n�umero � tal que� si p� pertenece a dicho entorno la hip�otesis anterior se veri�ca�

��



De�nimos el estimador de error local �T�p por�

�T�p � fhp��T j fT j
p �

�

�

X
��ET

j J��t j
p j�j�g

�
p ����	�

y el global por�

�p � f
X
T�Tj

�pT�pg
�
p ������

Sea rje el vector de L
p 
 Lp de�nido por

rjejT � r�ejT �

Teorema ��� Existe una constante positiva C que depende s�olo del �angulo m��nimo de Tj tal
que�

krjek��p � C�p

Demostraci�on Descomponemos un vector arbitrario r � Lp
�


 Lp
�

como sigue�

r � r�� � curl �� ������

con �� � W ��p�

� y �� � W ��p�� Notemos que cuando p � � esta es la descomposici�on usual de

Helmholtz de r y� en efecto� ������ puede obtenerse como en ese caso� Primero� sea �� � W ��p�

�

la soluci�on de

$�� � div r � en �

entonces� div �r�� � r� �  y por lo tanto existe �� �W ��p� tal que

r� r�� � curl ��

Adem�as� por las hip�otesis sobre p y � se veri�ca la siguiente desigualdad

j �� j��p� � j �� j��p�� Ckrk��p�

Ahora� sea Ic���� �M j tal que�

k�� � Ic����k��p��T � ChT j��j��p��eT ������

donde eT es la uni�on de todos los tri�angulos que comparten un v�ertice con T �ver ������

Usando la descomposici�on ������� para r � Lp
�


 Lp
�

tenemos�Z


rje 	 r �

Z


rje 	 �r�� � curl ���

��



y por el lema ��� Z


rje 	 r �

Z


rje 	 r�� �rje curl ��� � Ic�����

luego� del lema ���� con v � �� � � � �� � Ic���� y w � Inc�� obtenemosR

rje 	 r �

P
T�Tj

n R
T fT ��� � Inc��� �

�
�

P
��ET

R
� J��t��� � Ic�����

o
y usando que k�� � Inc��k��p��T � ChT j �� j��p��T � la desigualdad de H&older y ������ tenemosR


rje 	 r � C �p�j��j��p� � j��j��p��
� C �p krk��p�

y esto prueba la desigualdad deseada� pues�

k rje k��p� sup
r�Lp��Lp�

R
rje 	 r

k r k��p�
� C �p

Notaremos por T 
 � �fT � � Tj � T y T � tienen un lado en com�ung

Teorema ��� Existe una constante positiva C que depende s�olo del �angulo m��nimo de Tj tal

que�

�T�p � C krjek��p�T �

Demostraci�on Seguiremos las ideas desarrolladas por Verf&urth �	�� para el caso conforme �ver
tambi�en ����� Usamos la ecuaci�on de error que provee el lema ���� con w �  y la elecci�on
particular de v �W ��p

� y � �W ��p que veri�can�

Z
T
fT v � hp��T j fT j

p ����
�

Z
�
J��t� �j J��t j

p j�j� � � � � �T ������

y

jvj��p��T � j�j��p��T � C �p��T�p �����

No es dif��cil ver que tales v y � existen� Para ello� denotaremos por bT a la funci�on burbuja

can�onica de T� es decir� el producto de las coordenadas baricentricas de T y por � a la funci�on
base can�onica de P��T � que se anula en todos los nodos excepto en el que se encuentra en la
mitad del lado � en el cual � vale ��

Entonces de�nimos�
v � 
T bT

��



y

� �
X
��ET

���

donde f
T g y f��g se determinan como sigue� Para tal � ������ implica�

��J��t

Z
�
� �j J��t j

p j�j�

con lo cual j �� j� C j J��t j
p��j � j� Para determinar 
T utilizamos ����
� de la cual se deduce

que�


T fT

Z
T
bT � hp��T j fT j

p

y en consecuencia es j 
T j� C hpT j fT j
p��� Tenemos� entonces que�

kvk����T � ChpT j fT j
p��

k�k����T � C
P

� j J��t j
p��j � j

k�k����T � � C j J��t j
p��j � j donde � � T � T �

y utilizando la desigualdad inversa �es decir� j vh j��p��T� Ch
�
p�
��
j vh j����T � ver ��
�� se obtiene�

j v j��p��T � Ch
�
p�
���p

T j fT jp��� C�hp��T j fT jp�
�
p� � C��T�p�

p

p� � C�p��T�p

j � j��p��T � Ch
�
p�
��

T

P
� j J��t j

p��j � j� C�
P

� j J��t j
pj � j��

�
p� � C�p��T�p

j � j��p��T � � Ch
�
p�
��

T j J��t j
p��j � j� C j J��t j

p��j � j
�
p�� C�j J��t j

pj � j��
�
p� � C�p��T�p

donde T � � T 
 � T y � � T � T �

Observemos que v se anula fuera de T y � se anula fuera de T 
� Ahora� ������ junto con ����
��
������� ����� y el hecho de que Incv �  nos da�

�pT�p � hp��T j fT jp �
�
�

P
��ET

j J��t j
p j�j� �

R
T fTv �

�
�

P
��ET

R
� J��t�

�
P

T�Tjf
R
T fv �

�
�

P
��ET

R
� J��t�g �

R
T � rje�rv � curl��

� Ckrjek��p�T ��j v j��p��T � j � j��p��T �� � Ckrjek��p�T ��
p��
T�p

lo cual concluye el teorema�

Observaci�on La extensi�on de los resultados anteriores cuando la ecuaci�on es

� div �Aru� � f

�




donde A es una matriz constante por elemento y tal que la ecuaci�on es estrictamente el��ptica�
En este caso� J��n debe de�nirse

J��n �

� hh
Arujn

ii
�

� si � � EI

 � si � � ��

Observaci�on En el caso p � � los resultados anteriores pueden extenderse a problemas con
condiciones de borde mixtas� Si notamos por %D a la regi�on de la frontera con condiciones de
Dirichlet y por %N a la de Newmann y suponiendo que

u � g� � en%D
Arun � g� � en%N

entonces� para un � dado� de�nimos J��n y J��t por

J��n �

�������
hh
Arujn

ii
�

� si � � EI

�
�
g� �Arujn

����
�

� si � � %N

 � si � � %D

������

y

J��t �

�������
hh

uj

t

ii
�

� si � � EI

�
�

g�

t �


uj

t

����
�

� si � � %N

 � si � � %N

������

En este caso� el operador de interpolaci�on conforme Ic debe preservar condiciones de frontera�
es decir� �� � Ic���� �  en %N �en �	�� se contruye una interpolaci�on que satisface estas
condiciones�� Tambi�en debe rede�nirse el problema del cual es soluci�on �� �ver detalles en ������

����� Estimadores a posteriori del error que acotan por arriba a kek��p

En esta secci�on introducimos estimadores de error y probamos que son equivalentes a kek��p�
Para mayor simplicidad en los c�alculos supondremos que� g � 

Tambi�en supondremos que � y p son tales que la ecuaci�on diferencial�

�$u � f en �

donde f � Lp
�

���� tiene una �unica soluci�on en W ��p�

� ��� que veri�ca�

j u j��p� � C kfkp�

donde p� � p
p�� y C depende s�olo de � y p� Se sabe � pag� ��� de ��� � que para p 	 �w

� � donde
w es el mayor de los �angulos interiores de �� la hip�otesis anterior se veri�ca� En particular si p es
su�cientemente grande �tal que � � p� � �

� � la hip�otesis anterior se veri�ca para todo pol��gono
��

Ser�a necesaria la siguiente relaci�on entre los saltos de una funci�on del espacio aproximante y del
salto de su derivada tangencial�

��



Lema ���� Si v � V j se tiene que para cualquier lado � de la triangulaci�on

j ��v�� j �
j � j

�
j J��t j

Demostraci�on Supongamos que � es un lado compartido por los tri�angulos T� y T�� notaremos
los v�ertices de T� en sentido antihorario por a�� a�� a� y por a�� a�� a� a los v�ertices de T�� Adem�as�
a la restricci�on de v en el tri�angulo Ti la indicaremos por vi� Entonces se tiene que

j J��t j�

����v��a��� v��a��

j � j
�
v��a��� v��a��

j � j

����
y como v��a��� v��a�� � v��a��� v��a�� se tiene que

j�jjJ��tj � jv��a��� v��a��� v��a�� � v��a��j � �jv��a��� v��a��j � j��v��j

con lo cual se obtiene el lema�

Ahora de�nimos el estimador de error local �T�p por

�T�p � fh�pT kfkp��p�T �
�

�

X
��ET

� kJ��nk
p
��p�� � kJ��tk

p
o�p�� � j�j

p��g
�
p

y el global por

�p � f
X
T�Tj

�pT�pg
�
p

Teorema ��� Sea p 	 �w
� donde w es el mayor de los �angulos interiores formados por los lados

pertenecientes a la frontera� Entonces� existe una constante positiva C que depende s�olo del

�angulo m��nimo de Tj tal que�
kek��p � C �p

Demostraci�on Sea � � Lp
�

� Como p 	 �w
� resulta que p� � ��� �w

�w�� � y entonces la soluci�on de

�$� � � en �
� �  en ��

est�a en W ��p� y adem�as�
j � j��p�� C k�k��p� ������

Entonces� integrando por partes dos veces� usando el lema ��� y la desigualdad de H&older
tenemos que�R


 e� � �
R

 e$� �

P
T�Tj

R
T rer��

�
�

P
��ET

R
� ��uj ��


�

n

�
P

T�Tj

R
T rer��� Ic�� � �

�

P
��ET

R
� ��uj ��


���Ic��

n

�
P

T�Tj

R
T f��� Ic�� � �

�

P
��ET

R
��J��n�� � Ic�� � ��uj��


���Ic��

n �

�
P

T�Tj kfk��p�T k�� Ic�k��p��T �
�
�

P
��ET

�kJ��nk��p��k�� Ic�k��p���

�k��uj ��k��p��k

���Ic��


n ko�p����

	



y usando los resultados de interpolaci�on de ���� �aplicados a � y a sus derivadas� se tiene que�Z


e� � C f

X
T�Tj

h�pT kfk
p
��p�T �

�

�

X
��ET

j � jp�� kJ��nk
p
��p��� j � j k

hh
uj
ii
kp��p��g j � j��p��T

y utilizando ���� y el lema ���� resulta que

kek��p � inf
��Lp�

R
e�

k�k��p�
� C�p

Utilizando el hecho de que f es constante por elemento se puede de�nir un estimador del error
equivalente a �p m�as simple� observando que el t�ermino correspondiente al salto del �ujo se acota

por el correspondiente a f � En efecto� dado un lado interior � sea �� � V j
� la funci�on base que

es igual a uno en M� y se anula en cualquier otro nodo� Entonces� de ����� tenemos�Z
Tin

ruj 	 r�� �
Z
Tout

ruj 	 r�� �
Z
T��T�

f��

y si indicamos por fT al valor de f en T e integramos por partes obtenemos

�
Z
�
J��n�� �

Z
T��T�

f��

luego�

�J��nj�j � fT�
jT j

�
� fT�

jT j

�
����	�

�la relaci�on ����	� fue observada en ���� en un contexto diferente�� En vista de todo lo anterior�
de�nimos el estimador de error local

e�T�p � fj fT j
p h�p��T �

�

�

X
��ET

jJ��tj
pj�jp��g

�
p

y el global� e�p � f
X
T�Tj

e�pT g �
p

y tenemos�

Teorema ��� Existe una constante positivas C que depende s�olo del �angulo m��nimo Tj tal que

k ek��p � C e�p
Demostraci�on� El teorema se sigue de ����	� y el Teorema ����

	�



����� Estimadores a posteriori del error equivalentes a kek���

En esta secci�on introducimos un estimador del error el cual veremos que es equivalente a kek����
Este estimador extiende el del caso conforme ���� y conserva sus mismas propiedades�

Al igual que en la secci�on anterior supondremos que� g �  �

Supondremos� adem�as que la familia de triangulaciones veri�ca que existe � � � tal que
h � CminT�T hT �

Como la soluci�on exacta u es H&older continua� digamos con exponente  � 
 � � ����������
podemos elegir un n�umero � tal que � 	 �

� � Sea x� � � tal que j e�x�� j� kek���

Lema ���� Sea � una regularizaci�on de la distribuci�on de Dirac tal que su soporte sea un

subconjunto de la bola abierta con centro en x� y radio h�

� y� adem�as�Z


� � � �  � � � Ch���

y sea G la correspondiente funci�on de Green regularizada� es decir� G � H�
� y �$G � � en ��

Entonces�

� kek��� � C j
R

 e � j

� j G j���� C j log h j�

Salvo el hecho que debemos considerar la interpolada no conforme Inc para el primer item �lo
cual no genera ningun inconveniente�� la demostraci�on se encuentra en �����

Ahora de�nimos el estimador de error local ET por

ET � h�T kfk����T � max
��ET

f j�jkJ��nk����� � j�jkJ��tk����� g

y el global por
� � max

T�Tj
ET

Teorema ��� Existe una constante positiva C que depende s�olo del �angulo m��nimo de Tj tal

que

kek��� � C j log h j� �

Demostraci�on Integrando por partes dos veces� usando el lema ��� y la desigualdad de H&older
tenemos que�R
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R
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y usando la teor��a de interpolaci�on estandar ��
� y el lema ���� se tiene que�Z


e� � C � j G j����T

y por el lema ���� resulta que
kek��� � C j logh j� �

Teorema ��� Existe una constante positiva C que depende s�olo del �angulo m��nimo de Tj tal

que

ET � C kek����T �

Demostraci�on Igual que antes� siguiendo las ideas desarrolladas por Verf&urth �	�� para el caso
conforme �ver tambi�en ������ podemos a�rmar que existen dos funciones v � W ���

� y � � W ���

que veri�can

Z
T
fT v � h�T j fT j ������

Z
�
J��n� �j J��n j j�j � � � � �T ������

Z
�
J��t� �j J��t j j�j � � � � �T ������

y

jvj����T � j�j����T � C ����
�

No es dif��cil ver que tales v y � existen ����� y que pueden construirse en cada elemento como
polinomios cuadr�aticos m�as funciones #burbujas# c�ubicas y tales que se anulen en todos los
v�ertices de la triangulaci�on�

Ahora� ������ junto con ������� ������� ������� ����
� y el hecho de que Icv �  nos da�

ET �
R
T fT v �

�
�

P
��ET

R
� J��t�

�
R
T � fv �

�
�

P
��ET

R
� J��t�

�
R
T � rje�rv � curl��

�
R
T � e��$v� �

P
��ET

R
��


e

nv �


e

t��

� Ckek����T �

donde hemos usado que

k
�v

�n
k����
T � C j v j����T

y

k
��

�t
k����
T � C j � j����T

	�



Observaci�on Es simple la extensi�on de los resultados anteriores cuando la ecuaci�on es

� div �Aru� � f

donde A es una matriz constante y tal que la ecuaci�on es estrictamente el��ptica� En los teoremas
de esta secci�on hemos supuesto que f es constante por elemento� Sin embargo� los resultados
siguen siendo v�alido para A � �W ���������� y f uniformemente continua en cada tri�angulo
T � T y con modulo de continuidad �f �t� � o�j logt j��� y la extensi�on a este caso se hace igual
que para el caso conforme �����

��� Resultados num�ericos

En esta secci�on presentamos los resultados de algunos c�alculos computacionales� Generamos las
mallas fTjg en forma adaptiva usando como indicadores del error en el elemento T a ����	� con
el salto en la direcci�on tangencial de�nido como en �������

Comenzando con una triangulaci�on T�� Tj�� se obtiene de Tj por re�namiento de los elementos
T � Tj tales que

�T � �� �max

donde �max � maxT�Tj �T � Estos elementos son divididos en cuatro elementos iguales y el
re�namiento se propaga usando el m�etodo descr��pto en ����� el cual garantiza que para todo j
el �angulo m��nimo de Tj no es menor que la mitad del �angulo m��nimo de T��

Como primer ejemplo consideramos el problema de Dirichlet

�
$u �  � en �
u � g � en ��

������

donde � es el dominio de la �gura � y g es la funci�on suave tal que la soluci�on de ���� en
coordenadas polares es

u�r� �� � r��� sin
��
�
�
�

La tabla � muestra los resultados obtenidos en este ejemplo en pasos del procedimiento adaptivo�
denotando por N al n�umero de nodos�

Tabla �

j N �

 ��� �����
� ��	 ��
��
� ��	 ��	�
� ��� ��
�
	 ��� �����
� 	�� �����

		



Los resultados en la tabla muestran en particular que el proceso de re�namiento autom�atico
permite obtener el orden �optimo de convergencia con respecto al n�umero de nodos para este
caso con soluci�on singular� es decir� el mismo orden que en el caso regular� En efecto� de la
secci�on � sabemos que� si las mallas se construyen adecuadamente�

krjek� � �N
����� �����

Se observa computacionalmente que nuestro procedimiento adaptivo genera mallas para las
cuales ����� tambi�en se veri�ca en la pr�actica� Las �guras ���a�� ���b�� ���c� muestran las
mallas T�� T�� T�� respectivamente

	�





En los siguientes ejemplos consideramos nuevamente la ecuaci�on de Laplace pero con condiciones
de borde mixtas� Para k � 	� �� 
 resolvemos

�����������
$u �  � en �
u �  � en %�

u � sin
�
��
k

�
� en %�


u

n �  � en %�

donde � � f�r� �� �  � r � ��  � � � k�
� g�

%� � f�r� �� �  � r � �� � � g�

%� � f�r� �� � r � ��  � � � k�
� g and�

%� � f�r� �� �  � r � �� � � k�
� g

La soluci�on de este problema es�

u�r� �� � r��k sin
���
k

�
La tabla � muestra el n�umero de nodos en las mallas generadas para estos tres ejemplos� Estas
redes se muestran en las �guras �� � y 	 para k � 	� � y 
 respectivamente�

Tabla �

k � 	 k � � k � 

j N N N
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Cap��tulo �

Estimaciones del error para

problemas el��pticos no lineales de

tipo mon�otono

En este cap��tulo se estudian estimaciones a priori del error para aproximaciones de elementos

�nitos no conformes de problemas el��pticos de tipo mon�otono� Luego se introducen estimadores

a posteriori del error y se estudian las acotaciones por arriba y por abajo del error

��� Introducci�on

La ecuaci�on de Euler de la integral variacionalZ


j ru jp dx

con � � p ��� es la denominada ecuaci�on p�arm�onica o p�Laplaciano

� div �j ru jp�� ru� �  en �

Esta ecuaci�on tiene aplicaciones pr�acticas en problemas de dise�no aerodin�amico ���� y en el
estudio de algunos modelos glaciol�ogicos ��
�� Tambi�en� para algunos �u��dos No�Newtonianos
���� el operador de Laplace� en las ecuaciones de Navier�Stokes� se reemplaza por el operador
p�arm�onico �o p�Laplaciano�� Adem�as� para p � n� tiene aplicaci�ones en la teor��a de funciones
quasi�conformes �����

En ���� se estudia en detalle la aplicaci�on del m�etodo de elementos �nitos conformes al problema
de Dirichlet para el p�Laplaciano� En ���� se extienden estos resultados para el caso en que el
coe�ciente principal pertenece a una familia m�as general de funciones� de la forma k�x� j ru�x� j��
Esta clase de ecuaciones se llaman de tipo mon�otono Por �ultimo� en ���� se estudia un estimador
a posteriori del error para aproximaciones de elementos �nitos conformes�

	�



En este cap��tulo� analizaremos la convergencia y estudiaremos estimadores a posteriori del error
para aproximaciones de elementos �nitos no conformes de ecuaci�ones el��pticas de tipo mon�otono�

��� Problema modelo y su aproximaci�on por elementos �nitos

����� Formulaciones variacionales

Sea � � R� un pol��gono simplemente conexo� Consideramos el problema modelo �

�
� div � k�x� j ru j�ru � � f � en �

u �  � en ��
�����

donde el coe�ciente k�	� 	� es una funci�on continua no negativa de�nida en �
�� y supondremos
que� para casi todo x � �� la funci�on ��t� � k�x� t�t es estrictamente creciente en �� que veri�ca

� ��t� � 
�t
p���
� para todo t � ��� donde 
� 	  � 
� �  son constantes independientes

de t�

� Para p � ��� �� � ��t� es H&older�continua con exponente p��� es decir� existe una constante
Q 	  tal que

j ��t�� ��s� j� Q j t� s jp�� �t� s � ��

Si p 	 � supondremos que � satisface la desigualdad

j ��t� � ��s� j� Q j t� s j �K� �K��t� s�p��� �t� s � ��

con constantes K� � �K� 	  y Q 	 � todas independientes de t y s�

� La funci�on � es mon�otona creciente y satisface una de las siguientes condiciones

� Si � � p � �� entonces

C��t� s� � ���t�� ��s���K� �K��t� s���p� �t � s � 

donde K� �  � K� 	 � y C� 	  son constantes conocidas que no dependen de t y
s�

� Si p 	 �

��t�� C�t
p�� es una funci�on creciente de t � ��

Observaci�on En el caso particular en que k�x� t� � a�x�tp�� con a � W ��� y a�x� � a� 	 �
la funci�on ��t� � k�x� t�t veri�ca todas las condiciones precedentes con 
� � Q � kak��� � 
� �
K� �  � K� � � y C� � a��p� �� si � � p � � y C� � a� si p � ��

Representaremos a la funci�on k�x� 	� por k�	�� Adem�as� usaremos las notaciones introducidas en
los cap��tulos anteriores�

�



Entonces� la aproximaci�on por elementos �nitos no�conformes de la soluci�on del problema �����
se de�ne por uj � V j y�

�����
P

T�Tj

R
T k�ruj�ruj 	 rv �

R

 fv � � v � V j

�

uj�M�� � g�M�� � � � � ��

�����

Es f�acil ver que ����� es la ecuaci�on de Euler de

J�v� �

Z



Z jrvj

�
��t�dtdx�

Z


fvdx �����

y que ����� es la de

Jj�v� �

Z



Z jrjvj

�
��t�dtdx�

Z


fvdx ���	�

y las soluciones u y uj veri�can

Jj�u� � minfJ�v�conv �W ��p
� g Jj�uj� � minfJj�v�conv � V j

� g

Notaremos por aj a la funci�on de�nida sobre �W
��p
� � V j

� �
 �W
��p
� � V j

� � por

aj�w� v� �
X
T�Tj

Z
T
k�jrwj�rw 	 rv

Observemos que la soluci�on d�ebil u de ����� veri�ca que

aj�u� v� �

Z


fv �v �W ��p

� �����

y la de �����

aj�uj � v� �

Z


fv �v � V j

� �����

����� Continuidad	 monoton�
a y estabilidad

En primer lugar� enunciamos unas desigualdades intermedias para vectores cuyas demostraciones
pueden verse en ����

Lema ��� Si � � p � � y n � �� para cualquier y� z � �n



j z � y j�

K� �K��j z j � j y j���p
� � k�j z j�z � k�j y j�y j� z � y 	�n

j k�j z j�z � k�j y j�y j� � j z � y jp��

donde K� � � K� 	 � 
 	  y � 	  son constantes independientes de y y z�

��



Lema ��� Si � � p �� y n � �� para cualquier y� z � �n


 j z � y jp � � k�j z j�z � k�j y j�y� z � y 	�n

j k�j z j�z � k�j y j�y j� � j z � y j �K� �K��j z j � j y j�p���

donde K� � � K� 	 � 
 	  y � 	  son constantes independientes de y y z�

De estos lemas se obtiene� facilmente� la continuidad y la monoton��a de aj

Teorema ��� Existen constantes positivas 
 y � tales que� para todo u� v� w � W ��p
� � V j

� se

veri�ca

� Si � � p � �



krju�rjvk���p

�K� � �K��krjuk��p � krjvk��p���p
� aj�u� u� v�� aj�v� u � v�

y
j aj�u�w� � aj�v� w� j

krjwk��p
� �krju�rjvk

p��
��p

� Si � � p ��

krju�rjvk

p
��p � aj�u� u� v�� aj�v� u � v�

y
j aj�u�w� � aj�v� w� j

krjwk��p
� �krju�rjvk��p� �K� � �K��krjuk��p � krjvk��p�

p���

donde �K� �  y �K� 	  son constantes independientes de y y z�

Como consecuencia del teorema previo tenemos que J y Jj son estrictamente convexos y con�
tinuos� Luego� los problemas ����� y ����� tienen una �unica soluci�on �	��

Observaci�on La misma demostraci�on del teorema anterior prueba que para w � Lp 
 Lp se
veri�ca

R
�k�j rju j�rju� k�j rjv j�rjv� 	w

kwk��p
� �krju�rjvk

p��
��p

si � � p � � � y

R
�k�j rju j�rju� k�j rjv j�rjv� 	w

kwk��p
� �krju�rjvk��p� �K� � �K��krjuk��p � krjvk��p�

p���

si � � p ��

��



Observaci�on Poniendo u � v en ������ utilizando el teorema anterior y la desigualdad de
Poincar�e� se obtiene que para � � p �� que


 j u jp��p� aj�u� u� � kfk��p�kuk��p � Ckfk��p� j u j��p

y en consecuencia

j u j��p�
�Ckfk��p�




� �
p��

Si � � p � � tenemos que


 j u j��p� � �K� � �K� j u j
��p
��p �aj�u� u� � C� �K� � �K� j u j

��p
��p �kfk��p� j u j��p

y en consecuencia

j u j��p� minf�� �
Ckfk��p�

�
�K� � �K��




� �
p�� g

De la misma manera se puede acotar krjujk��p ya que la desigualdad de Poincar�e tambien se
veri�ca para elementos no conformes ��� �	���

Ahora veamos la estabilidad� Sean u�� u� las soluciones d�ebiles correspondientes a los datos
f�� f� respectivamente�Entonces tenemos que


 j u� � u� j��p� kf� � f�k��p��K� �K��j u� j��p � j u� j��p�
��p� si � � p � �


 j u� � u� j
p��
��p � kf� � f�k��p� si � � p � �

resultando j u� � u� j��p� Ckf� � f�k��p� donde C puede depender de 
� f� y f��

El mismo argumento se puede aplicar al problema discretizado� Luego� los problemas ����� y
����� estan bien planteados�

��� Estimaciones a priori del error

Supondremos en esta secci�on que k�x� t� � tp��� Luego debemos tomar K� �  y K� � ��

����� Resultados preliminares

Se puede ver en �	�� la demostraci�on del siguiente lema

Lema ��� Sean f � Lp
�

y u la soluci�on de

� div �j ru jp�� ru� � f en �n

entonces� se veri�ca

� u �W ��p��n� si � � p � �

��



� u �W ��p��n� si � � p �� y f �W ��p����

En la observaci�on anterior al lema ��
 recordamos una desigualdad b�asica para el an�alisis de la
estimaci�on a priori del problema lineal con soluci�on regular� A continuaci�on enunciamos una
desigualdad fundamental para las acotaciones de los t�erminos de consistencia� la cual extiende
la desigualdad anterior� En el lema ��
 ya hemos hecho una extensi�on de dicho resultado y por
ser an�aloga a aquella� la demostraci�on ser�a omitida�

Lema ��� Si la familia de triangulaciones fTjg es regular entonces existe una constante C tal

que ������
X
T�Tj

Z

T

w 	 nT

������ � Chkrjwk��p j  j��p� �  � �W ��p�������� w � V j
�

����� Caso � � p � �

Teorema ��� Si la soluci�on exacta de 	���
 u cumple que u � W ��p���� la familia de triangu�

laciones es regular y � � p � �� se veri�ca que

krjuj �ruk��p � C hp��

donde C depende de 
 � � � kuk��p � f y del �angulo m��nimo de la triangulaci�on�

Demostraci�on Sea v � V j
� � Se veri�ca



krjuj�rjvk���p

�krjujk��p�krjvk��p���p
� aj�uj � uj � v�� aj�v� uj � v�

� aj�u� uj � v�� aj�v� uj � v� � aj�uj� uj � v�� aj�u� uj � v�

� �kru�rjvk
p��
��p krjuj �rjvk��p � aj�uj � uj � v�� aj�u� uj � v�

y dividiendo por krjuj �rjvk��p resulta



krjuj�rjvk��p

�krjujk��p�krjvk��p���p
� aj�uj � uj � v�� aj�v� uj � v�

� �kru�rjvk
p��
��p � sup

w�V j
�

aj�uj �w��aj�u�w�
krjwk��p

Utilizando la integraci�on por partes y el lema ��	� se obtiene

aj�uj � w�� aj�u�w� � �
X
T�Tj

Z

T
jrujp��

�u

�n
w � jjrujp��ruj��p�krjwk��p � jujp����p krjwk��p

Ahora� combinando estas desigualdades y eligiendo v � Incu obtenemos

krjuj �rjvk��p � Chp��

�	



donde C depende de 
 � � � kuk��p � f y del �angulo m��nimo de la triangulaci�on� Por la desigual�
dad triangular� se tiene que

kru�rjujk��p � Chp��

lo cual concluye la demostraci�on�

Observaci�on Esta estimaci�on da un orden de convergencia menor que para el caso conforme�
demostrado en ���� y mejorado en ����� Sin embargo� para el �unico caso en que todos los ordenes
de convergencia son �optimos es cuando p � ��

����� Caso � � p ��

Teorema ��� Si la soluci�on exacta de 	���
 u cumple que u � W ��p���� la familia de triangu�

laciones es regular y � � p ��� se veri�ca que

krjuj �ruk��p � C h
�

p��

donde C depende de 
 � � � kuk��p � f y del �angulo m��nimo de la triangulaci�on�

Demostraci�on Sea v � V j
� � Se veri�ca


krjuj �rjvk
p
��p � aj�uj � uj � v�� aj�v� uj � v�

� aj�u� uj � v�� aj�v� uj � v� � aj�uj � uj � v�� aj�u� uj � v�
� �krju�rjvk��p�kruk��p � krjvk��p�p��krjuj �rjvk��p

�aj�uj � uj � v�� aj�u� uj � v�

y tomando como v � Incu tenemos

krjuj �rukp����p � �p���krjuj �rjI
ncukp����p � kru�rjI

ncukp����p �

� C�kru�rjI
ncuk��p � sup

w�V j
�

aj�uj � w�� aj�u�w�

krjwk��p
� �����

donde C depende de 
 � � � f y del �angulo m��nimo de la triangulaci�on�

Con las mismas cuentas que para el caso � � p � � se tiene que

sup
w�V j

�

aj�uj � w�� aj�u�w�

krjwk��p
� C j u jp����p

y combinando con ���� � se tiene

krjuj �rukp����p � Ch

donde C depende de 
 � � � kuk��p � f y del �angulo m��nimo de la triangulaci�on�

��



Observaci�on En el caso conforme� el t�ermino de consistencia es nulo y eligiendo la funci�on v
como una interpolada conforme resulta que

krjuj �ruk��p � Ch
�

p��

si la triangulaci�on es regular y el espacio aproximante est�a formado por funciones que en cada
tri�angulo son polinomios de grado �� Este resultado fue obtenido en �����

��� Estimaciones a posteriori del error

����� Preliminares

Utilizaremos que k�j rjuj j�rjuj � Lp
�

����

Consideraremos la soluci�on � �W ��p
� del siguiente problema auxiliarZ



k�j r� j�r�rw �

Z


k�j rjuj j�rjujrw �w �W ��p

�

y sea � �W ��p� tal que

curl � � k�j rjuj j�rjuj � k�j r� j�r�

Tal � existe para todo dominio de ��� pues div �k�jr�j�r� � k�jrjujj�ruj� �  ����� Adem�as�
se cumple la siguiente estimaci�on�

Lema ��� Se veri�ca la siguiente desigualdad

j � j��p��

�
C krjuj �r�kp����p si � � p � �
C krjuj �r�k��p si � � p ��

donde C depende de 
� �� f�K� y K�

Demostraci�on Si w � Lp 
 Lp se tiene

Z
curl � 	w �

Z
�k�j rjuj j�rjuj � k�j r� j�r�� 	w

�

�
� krjuj �r�kp����p kwk��p si � � p � �

� krjuj �r�k��p
�
K� �K��krjujk��p � kr�k��p�p��

�
kwk��p si � � p ��

Si � � p �� se tiene que


 j � jp��p�
Z
k�j r� j�r�r� �

Z
k�j rjuj j�rjujr� � �

�
K� �K�krjujk

p��
��p

�
j � j��p

��



y como krjujk��p est�a acotada por una constante que depende de 
 y de f � resulta que

Z
curl � 	w � C krjuj �r�k��pkwk��p

entonces se veri�ca que

j � j��p�� sup
w��Lp�
���

R
curl � 	w

kwk��p
�

�
C krjuj �r�kp����p si � � p � �
C krjuj �r�k��p si � � p ��

con lo cual se tiene el lema�

Para un dado � de�nimos J��n y J��t por

J��n �

� hh
k�j ruj j�ruj 	 n

ii
�

� si � � EI

 � si � � ��

y

J��t �

���
hh

uj

t

ii
�

� si � � EI

�

uj

t

���
�

� si � � ��

����� Estimador a posteriori del error que acota por arriba a krjek��p

Caso � � p � �

De�nimos los siguientes indicadores del error para cada T � Tj

���T � hT kfk��p��T

���T �
� X
��ET

j � j� jJ��tj
p
� �
p���p�

y

�T � f�p
�

��T � �p
�

��T g
�
p�

y el estimador a posteriori del error por

� �

���X
T�Tj

�p
�

T

��
�
p�

Observaci�on Cuando p � � este estimador coincide con el de la secci�on 	�� del cap��tulo
anterior�

��



Teorema ��� Con las de�niciones anteriores se veri�ca que

kru�rjujk��p � C �

donde C depende de 
 � � � f y del �angulo m��nimo de la triangulaci�on�

Demostraci�on Para acotar por arriba a kru�rjujk��p buscaremos cotas para kru�r�k��p
y para kr��rjujk��p�

En primer lugar analizamos kru � r�k��p� Indicaremos por e� � u � � y por Ince� a la
interpolada no conforme de e� de�nida en el cap��tulo �� Se veri�ca


 j u� � j���p � aj�u� e��� aj��� e��

� aj�u� e��� aj�uj � e� � Ince���
R

 fI

nce�
�

P
T�Tj

R
T f�e� � Ince�� �

P
��ET

R
� ��k�jrjuj j�


uj

n ���e� � Ince��

�
P

T�Tj

R
T f�e� � Ince��

pues ��k�jrjujj�

uj

n �� es constante en � y

R
� I

nce� �
R
� e�� Utilizando la desigualdad de H&older y

los resultados de interpolaci�on presentados en los cap��tulos previos tenemos

j u� � j���p� C
X
T�Tj

�
kfk��p��ThT

�
j e� j��p�eT� C

� X
T�Tj

hp
�

T kfk
p�

��p��T

� �
p� j u� � j��p

donde eT es la �union de todos los tri�angulos que comparten un v�ertice con T � Entonces

j u� � j��p� C
� X
T�Tj

�p
�

��T

� �
p� ���
�

Ahora estimemos krjuj �r�k��p� Se veri�ca


krjuj �r�k���p � aj�uj � uj � ��� aj��� uj � ��

y como aj����� � aj�uj � �� resulta


krjuj �r�k���p � aj�uj � uj�� aj��� uj�

�
P

T�Tj

R
T �j rjuj jp�� rjuj� j r� jp�� r��rjuj

�
P

T�Tj

R
T curl �rjuj

�
P

T�Tj

R
T curl �� � �I�rjuj

�
P

T�Tj

R

T


uj

t �� � �I�

�
P

T�Tj

P
��ET

R
� ��


uj

t ���� � �I�

y utilizando la desigualdad de H&older y los resultados de interpolaci�on tenemos

krjuj �r�k���p � C
X
T�Tj

X
��ET

kJ��tk��p��h
�
p

T j � j��p��eT
�




� C
� X
T�Tj

X
��ET

j � j kJ��tk
p
��p��

� �
p j � j��p�� C

� X
T�Tj

X
��ET

j � j kJ��tk
p
��p��

� �
p krjuj �rj�k

p��
��p

y� entonces

krjuj �r�k��p � C
� X
T�Tj

�
p���p�
��T

� �
p���p� �����

Combinando ���
� y � ���� resulta

kru�rjujk��p � C
� X
T�Tj

�p
�

��t �
� X
T�Tj

�
p���p�
��T

� �
�p������p�

� �
p�

y usando que �����
nX
i��


i

�����
q

�
nX
i��

j 
i j
q �q � �� �� �����

se obtiene el teorema�

Caso � � p � �

De�nimos los siguientes indicadores del error para cada T � Tj

���T � hT kfk��p��T

���T �
� X
��ET

j � j� jJ��tj
p
� �
p

�T � f�p
�

��T � �p
�

��T g
�
p�

y el estimador a posteriori del error por

� �
n X
T�Tj

�p
�

T

o �
p

Teorema ��� Con las de�niciones anteriores se veri�ca que

kru�rjujk��p � C �

donde C depende de 
 � � � f y del �angulo m��nimo de la triangulaci�on�

��



Demostraci�on En este caso� acotaremos por arriba a kru�rjujk
p
��p� Para ello� buscaremos

cotas para kru�r�kp��p y para kr��rjujk
p
��p�

En primer lugar estimaremos kru�r�kp��p� Igual que en el teorema anterior� indicaremos por
e� � u� � y por Ince� a la interpolada no conforme de e�� Se veri�ca


 j u� � jp��p � aj�u� e��� aj��� e��

�
R

 f�e� � Ince��� aj��� e� � Ince��

�
P

T�Tj

R
T f�e� � eI��

� C
P

T�Tj

�
kfk��p��ThT

�
j e� j��p�eT

� C
�P

T�Tj h
p�

T kfk
p�

��p��T

� �
p� j u� � j��p

y� entonces

j u� � jp��p� C
X
T�Tj

�p
�

��T ������

Ahora estimemos krjuj �r�kp��p� Se veri�ca


krjuj �r�kp��p � aj�uj � uj � ��� aj��� uj � ��

y como aj����� � aj�uj � �� resulta


krjuj �r�kp��p � aj�uj � uj�� aj��� uj�

�
P

T�Tj

R
T �j rjuj jp�� rjuj� j r� jp�� r��rjuj

�
P

T�Tj

R
T curl �rjuj

�
P

T�Tj

R
T curl �� � �I�rjuj

�
P

T�Tj

R

T


uj

t �� � �I�

�
P

T�Tj

P
��ET

R
� ��


uj

t ���� � �I�

y utilizando la desigualdad de H&older y los resultados de interpolaci�on tenemos

krjuj �r�kp��p � C
X
T�Tj

X
��ET

kJ��tk��p��h
�
p

T j � j��p��T

� C
� X
T�Tj

X
��ET

j � j kJ��tk
p
��p��

� �
p j � j��p�� C

� X
T�Tj

X
��ET

j � j kJ��tk
p
��p��

� �
p krjuj �rj�k��p

y� entonces

krjuj �r�k
p
��p � C

� X
T�Tj

�p��T
X
��ET

j � j kJ��tk
p
��p��

� �
p�� ������

�



Combinando ������ y � ����� resulta

kru�rjujk
p
��p � C

� X
T�Tj

�p
�

��T �
� X
T�Tj

�p��T

� �
p��

�

y usando ����� se obtiene el teorema�

����� Estimador a posteriori del error que acota por abajo a krjek��p

Caso � � p � �

Sea T � Tj y sea � �W ��p� una funci�on que veri�ca

Z
�
J��t � � j � j

�
�p������p� j J��t j

p
�p������p� �� � ET ������

y

j � j��p� � C �p
��p��
��T

Veamos que una funci�on � con esas propiedades siempre existe� Notaremos con �� a la funci�on
cuadr�atica a trozos que vale � en la mitad del lado � y se anula en la mitad de cualquier otro
lado y en los v�ertices� Tomamos como � a

� �
X
��ET

����

con �� a determinar� Notaremos por T

 �

S
fK � Tj � K � T es un lado g y observamos que el

soporte de � est�a contenido en T 
� De ������ calculamos �� obteniendo

j �� j j J��t j j � j � C

����Z
�
J��t�

����
luego tenemos

j �� j� C j � j
�

�p������p�
��
j J��t j

p
�p������p�

��

y entonces� por la desigualdad inversa

j � j��p� � C h
�
p�
��

T k�k���

� C
P

��ET
j � j

�
�p������p�

��� �
p�
��

j J��t j
p

�p������p�
��

� C
P

��ET
j � j

� �
�p������p�

���� ��p
p�

�
j J��t j

� p
�p������p�

���� ��p
p�

�

� C�
p���� ��p

p�
�

��T

� C�p
��p��
��T

��



Ahora podemos estimar

�p
�

��T �
P

��ET
j � j

�
�p������p� j J��t j

p
�p������p�

�
P

��ET

R
J��t�

�
R
T � rje curl �

� krjek��p�T � j � j��p�

� C krjek��p�T � �p
��p��
��T

Con lo cual hemos obtenido el siguiente resultado

Teorema ��� Existe una constante positiva C que depende solo del �angulo m��nimo de Tj tal

que

���p��T � Ckrjek��p�T �

Caso � � p ��

Sea T � Tj y sea � �W ��p� una funci�on que veri�ca

Z
�
J��t� �j � j

�
p�� j J��t j

p
p�� �� � ET ����	�

y

j � j��p�� C�p
���
��T

Veamos que una funci�on � con esas propiedades� siempre existe� Tomamos como � a

� �
X
��ET

����

con �� a determinar� De ����	� calculamos �� obteniendo

j �� j j J��t j j � j� C

����Z
�
J��t�

����
de ����	� tenemos

j �� j� C j � j
�

p��
�� j J��t j

p
p��

��

y entonces� por la desigualdad inversa

j � j��p� � C h
�
p�
��

T k�k���

� C
P

��ET
j � j

�
p��

��� �
p�
��

j J��t j
p

p��
��

� C
P

��ET
j � j

�
p�p��� j J��t j

�
p��

� C �
p�

p

��T

� C �p
���
��T

��



Ahora podemos estimar

�p
�

��T �
P

��ET
j � j

�
p�� j J��t j

p
p��

�
P

��ET

R
J��t�

�
R
T � rje curl �

� krjek��p�T � j � j��p�

� C krjek��p�T � �
p���
��T

Con lo cual hemos obtenido el siguiente resultado

Teorema ��� Existe una constante positiva C que depende solo del �angulo m��nimo de Tj tal

que

���T � Ckrjek��p�T �

��



�	



Cap��tulo �

Estimaciones del error para

aproximaciones de �uidos

Newtonianos y Quasi�Newtonianos

��� Introducci�on

Las ecuaciones que expresan la conservaci�on de la masa y cantidad de movimiento de un �uido
incompresible en coordenadas eulerianas son la condici�on de divergencia nula

div u �  �	���

y la ecuaci�on de equilibrio din�amico

� a� div � � f �	���

donde u es la velocidad� a es la aceleraci�on� � la densidad� � el tensor de tensi�on de Cauchy
�sim�etrico� y f las fuerzas volum�etricas� Supondremos que el �ujo es estacionario y sin inercia �es
decir� a � �� El sistema queda determinado una vez que se propone una ecuaci�on constitutiva

para ��

Se dice que el �uido es Newtoniano si

� � � p I � ��D�u� �	���

donde �� es una constante llamada viscosidad del �uido� p es la presi�on y D�u� es el tensor de

velocidad de deformaci�on �Dij�u� �
�
��


ui

xj

�

uj

xi
���

��



Observaci�on Para un �uido Newtoniano incompresible se tiene que

div � ��D�u�� � � div �rt u � � � div �ru �
� �r � div u � � �$u

� �$u

Le adjuntamos una condici�on de borde� que elegimos de tipo Dirichlet y homog�enea para sim�
pli�car la exposici�on

u �  en �� �	�	�

La sustituci�on de �	��� en �	���� junto con �	��� y �	�	� nos provee las ecuaciones de Stokes

�����
��$u�rp � f � en �

div u �  � en �
u �  � en ��

�	���

El objeto de la primer parte de este cap��tulo es el de presentar y analizar estimadores a posteriori
del error para aproximaciones con elementos no conformes de las ecuaciones de Stokes�

El uso de elementos no conformes para aproximar el problema de Stokes est�a motivado en el hecho
que los elementos est�andar de menor orden no satisfacen la condici�on inf�sup� En cambio� los
elementos lineales no conformes de Crouzeix y Raviart ��� y los elementos cuadr�aticos de Fortin
y Soulie ���� satisfacen la condici�on de estabilidad y entonces proveen �ordenes de convergencia
�optimos�

En el caso conforme hay varias formas de de�nir estimadores del error por medio de la ecuaci�on
del residuo� En particular� para el problema de Stokes� Verf&urth �	�� y Bank y Welfert ���� ����
introducen varios estimadores del error y prueban que ellos son equivalentes al error en la norma
de la energ��a�

La di�cultad principal en extender las t�ecnicas de los trabajos reci�en citados a los m�etodos no
conformes es el tratamiento de los t�erminos de consistencia que aparece en la ecuaci�on de error
en este caso� Este t�ermino depende de la soluci�on exacta y no puede despreciarse�

En este cap��tulo veremos que� con modi�caciones apropiadas� las t�ecnicas del cap��tulo � pueden
extenderse para tratar este problema�

Sin embargo� numerosos �ujos de �uidos no veri�can la ley de Newton �	��� pero si una relaci�on
m�as compleja en que la viscosidad var��a en funci�on del segundo invariante de D�u�� es decir de

kD�u�k� �
X
i�j

�Dij�u��
�

� � � p I � �� � kD�u�k �D�u� �	���

Los �ujos de �uidos que veri�can �	��� para una funci�on � a precisar ser�an llamados
quasi�Newtonianos�

��



La sustituci�on de �	��� en �	���� �	��� y �	�	� nos dan las ecuaciones del �ujo de un �uido
quasi�Newtoniano

�����
� div � ��� kD�u�k � D�u�� � rp � f � en �

div u �  � en �
u �  � en ��

�	���

El objeto de la segunda parte de este cap��tulo es el de presentar y analizar estimadores a
posteriori del error para aproximaciones con elementos no conformes para el �ujo de un �uido
quasi�Newtoniano�

En el caso conforme Baranger y El Amri ���� de�nen estimadores del error por medio de la
ecuaci�on del residuo y prueban que acotan por arriba al error en una norma adecuada�

En el cap��tulo � hemos introducido y analizado estimadores a posteriori del error para aproxi�
maciones no conformes de problemas el��pticos escalares de tipo mon�otono� En la segunda parte
de este cap��tulo veremos que� con modi�caciones apropiadas� esas ideas pueden extenderse al
problema de �ujos de �uidos quasi�Newtonianos�

��



��� Fluidos Newtonianos

����� Introducci�on

En esta secci�on se de�nen y anlizan estimadores del error para aproximaciones no conformes
de las ecuaciones de Stokes� Probamos que estos estimadores son equivalentes al error en una
norma apropiada� Para el caso de elementos lineales a trozos se de�nen dos estimadores del
error� Ambos de ellos son faciles de implementar computacionalmente pero el segundo es m�as
simple porque puede computarse usando solamente el dato f y las velocidades aproximadas�
Veremos que el primero de estos estimadores puede generalizarse a elementos de mayor orden�
Finalmente� presentamos varios ejemplos num�ericos en los cuales uno de los estimadores se usa
para el re�namiento adaptivo�

En 	���� se introducen algunas notaciones� En 	���� se de�nen los estimadores del error y se
prueba su euivalencia con el error� En 	���	 se considera la extensi�on a los elementos cuadr�aticos
de Fortin y Soulie y �nalmente� en 	���� se presentan algunos resultados computacionales en los
cuales uno de los estimadores se utiliza para el re�namiento adaptivo�

����� Las ecuaciones de Stokes y su aproximaci�on por elementos �nitos

Dado un pol��gono simplemente conexo � � �� consideramos las ecuaciones de Stokes �	���� con
� � �� La formulaci�on d�ebil apropiada para m�etodos mixtos es entonces�

�����
R

ru � rv�

R

 p div v �

R

 f	v � �v �H�

����R

 q div u �  � �q � L�����

�	�
�

donde� H�
���� � H�

� ��� 
 H�
� ���� L

�
���� �

�
q � L���� �

R

 q � 

�
� ru es la matriz

�

ui

xj

�
y

usamos la notaci�on est�andar para espacios de Sobolev y para la contracci�on de dos matrices A
y B� es decir�

A � B �
�X

i�j��

AijBij

Recordemos que si tenemos una familia fTjg de triangulaciones de � tales que cualquier par de
tri�angulos en Tj comparten a lo sumo un v�ertice o un lado� los espacios de elementos �nitos no
conformes de Crouzeix�Raviart se de�nen por�

Vj �
�
v � L����
 L���� � vjT � P� 
P�� �T � Tj�v es continua en los puntos
medios de los lados y  en los puntos medios contenidos en ��g

y�

Qj �
n
q � L����� � qjT � P�� �T � Tj

o
�




La soluci�on aproximada �uj � pj� � Vj 
Qj del problema �	��� est�a de�nida por�

�����
P

T�Tj

�R
T ru

j � rv �
R
T p

j div v
�

�
R

 f	v � �v � Vj

P
T�Tj

R
T q div uj �  � �q � Qj

�	���

Notemos que la segunda ecuaci�on dice que para todo T � Tj� div
�
uj
��
T

�
� �

En el an�alisis del estimador del error usaremos tambi�en el espacio est�andar conforme�

Mj �
n
v �H���� � vjT � P� 
P�� �T � Tj

o

Ahora introducimos notaciones que necesitaremos� Para una funci�on vectorial � �

	
��
��



de�nimos la matriz curl � por�

curl � �

���
��

x�


��

x�

�
��

x�


��

x�

�A
y para una matriz A la divergencia de A es el vector�

div A �

	

A��

x�

� 
A��

x�


A��

x�

� 
A��

x�




Observemos que con esta notaci�on tenemos�

Z
D
div A	� � �

Z
D
A � r��

Z

D

An	�

para cualquier A y �con la regularidad apropiada� donde n es la normal exterior a �D�

Tambi�en� Z


r� � curl � � 

para cualquier � � H�
���� y � � H�����

����� Estimaciones a posteriori del error

En esta secci�on introducimos los estimadores del error y probamos su equivalencia con el error�

Para de�nir estos estimadores necesitamos introducir algunos saltos asociados con la soluci�on
discreta �uj � pj� � Vj 
Qj�

De�nimos�

��



hh �
ruj � pjI

�
n�

ii
�
�

�
r

�
uj
���
Tout

�
� pj

���
Tout

I

�
n� �

�
r

�
uj
���
Tin

�
� pj

���
Tin

I

�
n�

donde I es la matriz identidad� y�

hh
rujt�

ii
�
� r

�
uj
���
Tout

�
t� �r

�
uj
���
Tin

�
t�

Sea EI el conjunto de lados interiores Tj y para un elemento T � sea ET el conjunto de lados de
T �

Ahora sea�

J��n �

� hh �
ruj � pjI

�
n�

ii
�

� si � � EI

 � si � � ��

y

J��t �

� hh
rujt�

ii
�

� si � � EI

�rujt� � si � � ��

Con estas notaciones introducimos el estimador de error local �T de�nido por�

��T � jT j k f k���T �
�

�

X
��ET

j�j�
�
jJ��nj

� � jJ��tj
�
�

y el global por�

� �

	X
T

��T


 �
�

Sean e � u� uj y � � p� pj los errores en velocidad y presi�on respectivamente�

Para una funci�on vectorial regular a trozos v de�nimos el gradiente discreto como la matriz de
�L����� de�nida por�

rjvjT � r �vjT �

Tambi�en usaremos la siguiente ecuaci�on de error la cual se obtiene restando �	��� de �	�
� para
cualquier v � H�

���� �V
j �

Z


rje � rv�

Z


� div v �  � �v � H�

���� �V
j �	���

�



Para una funci�on v � H���� tomamos vI � Mj como una interpolante adecuada de v que
satisface

k v� vI k��T � C jT j
�
� jvj

��eT �	����

y

k v � vI k���� C j�j
�
� jvj

��eT �	����

donde eT es la �union de todos los elementos que comparten un v�ertice con T � Recordemos que si
v � H�

���� entonces v
I puede tomarse en H�

�����M
j �ver por ejemplo �	�� para la construcci�on

de esta clase de interpolaci�ones ��

Primero veremos que la norma del error�

k � k� � k rje k�

est�a dominada por el error� Esto ser�a consecuencia de dos Lemas� El primero de ellos muestra
que el error en la presi�on est�a dominado por el error en las velocidades m�as el estimador y el
segundo acota el error de la velocidad por una constante por el estimador�

Lema ��� Es v�alida la siguiente estimaci�on

k � k�� C f�� k rje k�g

Demostraci�on  Como � � L������ existe v � H
�
���� ���� tal que�

k � k�� C

R

 � div v

jvj�
�	����

Ahora� como vI � Mj �H�
���� � Vj �H�

���� podemos usar la ecuaci�on de error �	��� obte�
niendo�

R

 � div v �

R

 � div �v � vI� �

R

 � div vI

�
R

 � div �v � vI� �

R

rjn � rvI

�
R

 � div �v � vI��

R

rje � r�v � vI� �

R

rje � rv

luego� integrando por partes en cada elemento resulta�

R

 � div v �

P
T�Tj

nR
T ��rp�$u�	�v � vI�

�
R

T

�
rju

j � pjI
�
e 	�v � vI�

o
�
R

rje � rv

�
P

T

n
�
R
T f	�v � vI�� �

�

P
��ET

R
� J��n	�v � vI�

o
�
R

rje � rv

��



Ahora� usando la desigualdad de Schwartz� �	���� y �	����� obtenemos�

Z


� div v � C ��� k rje k�� jvj�

lo cual junto a �	���� prueba el Lema�

Lema ��� Se veri�ca la siguiente estimaci�on

k rje k�� C�

Demostraci�on Primero descomponemos el error como�

rje � rr� qI � curl � �	��	�

con r � H�
����� q � L����� y � � H

���� veri�cando�

k r k� � k � k�� C k rje k� �	����

y�

div r �  �	����

Esta descomposici�on puede obtenerse como sigue� Sea r � H�
���� y q � L�� la soluci�on del

problema de Stokes con miembro derecho � div �rje� � H
������ es decir�

�
�$r�rq � � div �rje�
div r � 

�	����

De la estimaci�on a priori est�andar sabemos que�

k r k� � k q k�� C k rje k� �	��
�

Por otro lado� la primera ecuaci�on de �	���� puede escribirse como�

div �rr� qI�rje� � 

entonces� existe � � H����� con integral cero� tal que �	��	� vale y la cota para k � k� se sigue
de �	��
� y �	��	��

Ahora estimamos el error en la velocidad usando la descomposici�on �	��	�� Primero observemos
que�

��



Z


rje � qI �

X
T

Z
T
q div e � 

porque div �ejT � � � Entonces� como div r �  tenemos�

k rje k
�
��

Z


rje � rr�

Z


� div r�

Z


rje � curl � �	����

Usando la ecuaci�on de error �	��� para v � rI � H�
� �V

j y la relaci�on de ortogonalidad�

Z


rje � curl �

I �  �	���

la cual se veri�ca como en el caso escalar� obtenemos de �	�����

k rje k�� �
R

rje � r�r� rI��

R

 � div �r� rI� �

R

rje � curl ��� �I�

�
R

�rje� �I� � r�r� rI� �

R

rje � curl ��� �I�

Integrando por partes en cada elemento obtenemos

k rje k�� �
P

T

nR
T f	�r� rI��

R

T

�
rju

j � pjI
�
n	�r� rI��

R

T rju

jt	��� �I�
o

�
P

T

nR
T f	�r� rI� � �

�

P
��ET

hR
� J��n	�r� rI� �

R
� J��t	��� �I�

io
�donde t denota la tangente a �T �

y aplicando la desigualdad de Schwartz� �	����� �	���� y �	���� obtenemos el lema�

Como una consecuencia inmediata de los dos lemas reci�en mencionados tenemos el siguiente�

Teorema ��� Existe una constante C tal que�

k � k� � k rje k�� C�

En el pr�oximo teorema vemos que el estimador est�a esencialmente dominado por el error� En
efecto� extendemos a nuestro caso la tecnica introducida en �	�� para elementos conformes y
probamos que el estimador est�a acotado por una constante por el error m�as un t�ermino de orden
mayor el cual depende de la regularidad local del dato f �

Teorema ��� Sea fT �
�
jT j

R
T f� Entonces� existe una constante C tal que�

� � C

���k � k� � k rje k� �

	X
T

jT j k f� fT k
�
��T


 �
�

��
��



Demostraci�on  Procediendo como en el lema 	�� vemos que�

R

rje � �rr� curl ���

R

 � div r �

�
P

T

nR
T fT 	r�

�
�

P
��ET

�
R
� J��n	r�

R
� J��t	�� �

R
T �f� fT �	r

o �	����

para todo r � H�
���� y todo � � H�����

Ahora elegimos r y � tal que�

�����
R
T fT 	r � jT j� jfj�T � �T � TjR

� J��n	r � j�j� jJ��nj
� � �� � EIR

� J��t	� � j�j� jJ��tj
� � �� � EI ��� � ��

�	����

y�

jr j��T � j�j��T � C�T �	����

Estas funciones pueden tomarse como polinomiales a trozos como en el cap��tulo �� De �	���� y
�	���� tenemos�

R

rje � �rr� curl ���

R

 � div r �

�
P

T

n
jT j� f�T �

�
�

P
��ET

j�j�
�
jJ��nj

� � jJ��tj
�
�
�
R
T �f� fT �	r

o
�
P

T

n
jT j k f k���T �

�
�

P
��ET

j�j�
�
jJ��nj

� � jJ��tj
�
�
�
R
T �f� fT �	r� jT j k f� fT k���T

o
� �� �

P
T

nR
T �f� fT �	�r� rT �� jT j k f� fT k���T

o
entonces� usando la desigualdad de Schwartz� �	����� la conocida estimaci�on k r � rT k��T�

C jT j
�
� jrj��T y� jT j

�
� k f� fT k��T � �T obtenemos�

�� � �k � k� � k rje k�� �jrj� � j�j��

�C
P

T k f� fT k��T jT j
�
�

�
jrj��T � �T

�
� C

�
k � k� � k rje k� �

�P
T k f� fT k

�
��T jT j

��
�

�
�

y el teorema est�a probado�

Ahora introducimos un estimador que es equivalente a � y m�as simple de calcular�

Para hacer esto veremos que los t�erminos correspondientes a J��n pueden ser eliminados�

Lema ��� Dado un lado � � se veri�ca la siguiente desigualdad

jJ��nj
� j�j� �k f k���Tin

jTinj

�
� k f k���Tout

jToutj

�

�	



Demostraci�on 

Podemos suponer que � � EI � Sea �� la funci�on base asociada al punto medio de �� es decir� ��
es uno en este punto medio y cero en todos los otros nodos�

Tomando v� �

	
��




y� v� �

	

��



como funciones test en ����� e integrando por partes

obtenemos�

R
Tin�Tout

f	vi �
R
Tin

rju
j � rvi �

R
Tin

pj div vi �
R
Tout

rju
j � rvi �

R
Tout

pj div vi

�
R

Tin

�ruj � pjI�n�	v
i �

R

Tout

�ruj � pjI�n�	v
i

� �
R
� J��n	v

i

Entonces� denotando por J i��n y f i� i � �� � las dos componentes de J��n y f respectivamente
tenemos�

�J i��n j�j �
Z
Tin�Tout

f i��

y luego�

jJ��nj j�j � k f k��Tin k �� k��Tin � k f k��Tout k �� k��Tout

� k f k��Tin

�
jTinj
�

� �
� � k f k��Tout

�
jToutj
�

��
�

lo cual concluye el Lema�

Consecuentemente� de�nimos el estimador e� por
e�� �X

T

e��T
con

e��T � jT j k f k���T �
�

�

X
��ET

j�j� jJ��tj
�

Del lema 	�� y los teoremas 	�� y 	�� obtenemos para e� estimaciones an�alogas que para ��
Teorema ��� Existe una constante C� y C� tales que�

k � k� � k rje k�� C�e�
y�

��



e� � C�

���k � k� � k rje k� �

	X
T

jT j k f� fT k
�
��T


 �
�

��

Observaci�on  El estimador e� depende solo del lado derecho f y la velocidad aproximada uj
y no de pj � Entonces� puede calcularse sin conocer la presi�on aproximada� Este hecho es �util si
uno calcula solamente uj usando una base de divergencia nula de Vj �

Observaci�on  Siguiendo la demostraci�on del lema 	�� vemos que la parte de � correspondiente
a J��t no aparece en la cota de este Lema� Luego� en vista del lema 	�� obtenemos la estimaci�on

k � k�� C

���
	X

T

jT j k f k���T


�
�

� k rje k�

��
m�as precisa que la desigualdad del lema 	���

����� Los elementos de segundo orden de Fortin y Soulie

Hemos introducido y analizado solamente estimadores de error para espacios de elementos no
conformes de menor orden� con el �n de obtener mayor simplicidad� En efecto� nuestros resul�
tados pueden extenderse a elementos de mayor orden�

Ahora consideramos los elementos de segundo orden de Fortin y Soulie ����� Como se muestra en
����� la situaci�on es diferente que en el caso de elementos lineal a trozos pues los modos naturales
�es decir� los seis nodos de Gauss de los lados de T� no pueden tomarse como grados de libertad�
La razon es que existe un polinomio cuadr�atico que se anula en esos seis nodos� Si �i son las
coordenadas baric�entricas de T� este polinomio es�

PT ��� � �� ���
�
� � ��� � ����

Fortin y Soulie mostraron que el espacio de funci�ones cuadr�aticas a trozos continuas en los dos
nodos de Gauss de cada lado coincide con los elementos est�andar cuadr�aticos a trozos y continuo
enriquecido con un nodo interior en cada tri�angulo asociado con PT � El costo computacional es
esencialmente el mismo que para los elementos cuadr�aticos est�andar� pues el grado de libertad
interno puede ser eliminado localmente�

Por otro lado� la condici�on inf�sup se satisface cuando estos elementos se usan para la velocidad
junto con presi�ones discontinuas lineales a trozos�

Para extender los resultados de la Secci�on � a este caso observemos que las relaciones de ortog�
onalidad �	��� valen tambi�en en este caso� en efecto� denotando con ��uj ��� el salto de u

j en �
tenemos�

��



R

rje � curl �

I � �
P

T

R
T rju

j � curl �I � �
P

T

R

T u

j 	� curl �I�n
� �

P
��EI

R
� ��u

j ���	� curl �
I�n� � 

porque ��uj��� se nula en los dos puntos Gaussianos de ��

Para de�nir el estimador tenemos que reemplazar el t�ermino que contiene k f k��T en el caso
lineal a trozos por el residuo local �en efecto� f era el residuo local en ese caso��

Tambi�en tenemos que tener en cuenta que J��n y J��t no son constantes en este caso� Luego�
de�nimos

��T � jT j k f�$uj �rpj k���T �
�

�

X
��ET

j�j
�
k J��n k

�
��� � k J��t k

�
���

�

Los resultados en los teoremas 	�� y 	�� valen en este caso con fT reemplazado por la proyecci�on
L� local de f en el espacio de funciones lineales�

Observaci�on El resultado del lema 	�� no se puede extender a este caso� En concecuensia�
no hay una generalizaci�on directa del estimador e� a este caso�

����� Resultados num�ericos

En esta secci�on presentamos los resultados de computaci�on num�erica con los elementos de
Crouzeix�Raviart� Hemos usado �T como un indicador de error local para el re�namiento adap�
tivo en problemas que tienen singularidades�

El procedimiento adaptivo es como sigue� Primero� computamos u� y p� correspondientes a
la triangulaci�on inicial T �� Entonces� la partici�on T k�� se obtiene de T j por re�namiento de
aquellos elementos tales que�

�T � ���max

donde �max � maxT�Tj �T � El re�namiento se propaga usando el m�etodo propuesto en ����� En
esta forma� el �angulo m��nimo de Tj no es menor que la mitad del �angulo m��nimo de T ��

En nuestros resultados te�oricos hemos supuesto� para mayor simplicidad� condiciones de frontera
de Dirichlet homogeneas� Sin embargo� los estimadores pueden de�nirse con modi�caciones
simples para condiciones de frontera generales y los resultados son esencialmente los mismos�
La �unica diferencia es la presencia de t�erminos de mayor orden en la equivalencia entre el error
y el estimador que dependen de la regularidad local de los datos �ver �����	�� para los detalles
en situaciones similares��

Ejemplos � y �� Sea � � f�r� �� �  � r � ��  � � � k�
� g� con k � � para el ejemplo � y

k � 	 para el ejemplo �� Resolvemos �$u �rp �  con condiciones de frontera de Dirichlet
homogeneas en las partes rectas de la frontera� y conditions de borde no homogeneas en la parte
curva de la frontera� Las soluciones exactas estan dadas por

��



u � � r���� � 
� sin����� � cos���������
r��sin�������� �� � 
� cos�������

p � � r������ � 
�������� � ����������� � 
�

con
���� � sin��� � 
��� cos�
����� � 
�� cos��� � 
���

� sin��
� ���� cos�
����� � 
� � cos��
� �����

 � 
����������
�	 � � � ����

para el ejemplo � y
���� � � sin����� � sin�������


 � �� � � � ��

para el ejemplo � �	���

La Tabla � muestra el error krjek��k�k� y el estimador para � pasos del proceso de re�namiento
para el ejemplo �� Se utiliza N para el n�umero de inc�ognitas� La Tabla � muestra resultados
similares para el ejemplo ��

Tabla �

k N � Error

 ��� ���� ���
� �	� ���� ����
� �

 ���� ���
� �� ���� ����
	 �		 ���	 ���
� ��� ���� ����

Tabla �

k N � Error

 �	
 ���� ���	
� �� ���
 
���
� ��� ��� ����
� 
�	 ��
� ���
	 ��� ���� 	���
� ��� ���� ����

De estos resultados� se deduce que el orden �optimo de convergencia se obtiene para esta soluciones
singulares�es decir�

k�k� � krjek� � O�N�����

Esto se muestra en la �gura �� Este orden de convergencia es el mismo que el obtenido para
soluciones regulares con re�namientos uniformes�

�












��� Fluidos Quasi	Newtonianos

����� Preliminares

Para las velocidades consideramos el espacio funcional

W
��p
� � �W ��p

� ��

equipado con la norma
kD�u�k��p

la cual� por la desigualdad de Korn� es equivalente a la norma de Sobolev enW��p
� �����

El problema �	��� admite una formulaci�on debil mixta

Dado f � Lp
�

hallar �u� p� �W��p
� ���
 Lp

�

��� tal que�����
R

 ���kD�u�k�D�u� � D�v��

R

 p div v �

R

 fv � �v �W��p

�R

 q div u �  � �q � Lp

�

�	��	�

Si de�nimosW � fv �W��p
� � div v � g la soluci�on del problema �	��	� veri�ca que

� Au�v 	�
Z


���kD�u�k�D�u� � D�v� �

Z


fv� �v �W �	����

La formula �	���� se puede interpretar como la ecuaci�on de Euler J ��u� del problema de mini�
mizaci�on inffJ�v� � v �Wg donde

J�v� �

Z


�

Z kD�v�k

�
��t�tdt dx�

Z


fvdx

Supondremos que el coe�ciente ��	� es una funci�on continua no negativa de�nida en �� y que
la funci�on ��t� � ��t�t veri�que las mismas hip�otesis que en el cap��tulo ��

Para un vector v cuyas componentes son funci�ones regulares a trozos de�nimos el gradiente
discreto como la matriz de �Lp���� dada por

rjv jT� r�v jT �

y la divergencia discreta por
div jv � I � rjv

Observaci�on Consideremos como � al cuadrado unidad y en la triangulaci�on�que se obtiene
con sus dos diagonales� La malla obtenida est�a formada por cuatro tri�angulos iguales como
muestra la siguiente �gura�


�





Observemos que Aj est�a de�nida sobre �W�Wj� y veri�ca que � Ajv�w 	�� Av�w 	 para
v�w �W Adem�as� la soluci�on d�ebil u de �	��
� veri�ca que

� Aju�v 	�

Z


fv �v �W �	����

De la misma manera que en el cap��tulo � se obtiene el siguiente resultado

Teorema ��� Existen constantes positivas 
 y � tales que� para todo u�v�w � W �Wj se

veri�ca

� Si � � p � �



kDju�Djvk

�
��p

�K� � �K��kDjuk��p � kDjvk��p���p
� � Aju�Ajv�u� v 	

y
j� Aju�Ajv�w 	j

kDjwk��p
� � kDju�Djvk

p��
��p

� Si � � p ��

kDju�Djvk

p
��p � � Aju�Ajv�u� v 	

y
j� Aju�Ajv�w 	j

kDjwk��p
� �kDju�Djvk��p� �K� � �K��kDjuk��p � kDjvk��p�

p���

donde �K� �  y �K� 	  son constantes independientes de y y z�

Como consecuencia del teorema previo tenemos que J y Jj son estrictamente convexos y con�
tinuos� Luego� los problemas �	���� y �	��
� tienen una �unica soluci�on �	��

De�nimos el operador B � L�W��p
� � Lp� por

� Bv� q 	�

Z


q div v

y su an�alogo discreto

� Bjv� q 	�

Z


q div jv �v � ��TW

��p�T ���

En ���� puede verse el siguiente resultado

Teorema ��� 	����
 adm��te una soluci�on �unica si� y solo si� 	����
 admite una soluci�on �unica

y B es suryectivo y satisface la siguiente condici�on inf�sup

 � 
 � inf
q�Lp���

sup
v�W��p

�

� Bv� q 	

kqkL���kDvk��p


�



Observaci�on Si la frontera �� de � es su�cientemente regular �n � � � el operador div�
L�W��p

� � Lp� es suryectivo y admite una inversa a derecha continua ���� lo cual equivale a la
condici�on inf�sup del teorema anterior� En ���� se demustra que si p � �� el resultado es v�alido
para dominios con fronteras Lipschitz�continuas � ���� pag��
�� ���� � y la misma demostraci�on
puede usarse para ver que el resultado tambi�en es v�alido para � � p ���

An�alogamente� suponiendo que Vj � Qj satisface la condici�on inf�sup discreta

 � 
� � inf
q�Qj

sup
v�Vj

� Bjv� q 	

kqkQjkDjvk��p

donde 
� es una constante independiente de Vj � Qj � entonces el problema aproximado �	����
admite una soluci�on �unica�

����� Estimaciones a priori del error

Comenzamos estimando el error de consistencia para � � p ��

Lema ��� Si la familia de triangulaciones fTjg es regular y si ��kDuk�Du � �W ��p�����

p �W ��p� entonces existe una constante C tal que

sup
w�Wj

� Aju�Ajuj �w 	

kDjwk��p
� Ch�

donde C depende del �angulo m��nimo de la triangulaci�on� de j��kDuk�Duj��p� y de kpk��p� �

Demostraci�on Pondremos � � ��kDuk�Du� pI� Como div jw � � para w � W j tenemos
que

� Aju�Ajuj�w 	 � � Aju�w 	 ��f� �w�
� � Aju�w 	 �� div ��w�
�

P
T�Tj

R

T � 	 nw�

R

�p� Icp� div jw

� C�h� j � j��p� �kp� Icpk��p��kDjwk��p
� Ch��j ��kDuk�Du j��p� �kpk��p��kDjwk��p

donde hemos usado la desigualdad de Korn discreta�

Recordemos tambi�en que kDjujk��p y kDuk��p estan acotadas por kfk��p� �

Caso � � p � �

Teorema ��� Si la familia de triangulaciones fTjg es regular y si ��kDuk�Du � �W ��p�����

p �W ��p� entonces existe una constante C tal que

kD�u��Dj�uj�k��p � Ch��p���

donde C depende de 
� ��K��K�� del �angulo m��nimo de la triangulaci�on� de kfk��p�� de

j��kDuk�Duj��p� y de kpk��p��


�



Demostraci�on

Para cualquier v �W j se veri�ca



kDjuj�Djvk���p

K��K��kDjujk��p�kDjvk��p�p�� � � Ajuj �Ajv�uj � v 	

� � Aju�Ajv�uj � v 	 � � Ajuj �Aju�uj � v�

� �kDu�Djvk
p��
��p kDjuj �Djvk��p

� � Ajuj �Aju�uj � v�

Ahora� usando el lema 	�	 y eligiendo v � Icu como la inetrpolada P� conforme� obtenemos

kDjuj �Djvk��p � Ch��p���

luego
kDu�Djujk��p � Ch��p���

Ahora� estimaremos el error en las presiones� Para ello nos basaremos en la condici�on inf�sup

Si v � V j para cualquier q � Qj se tiene

� div jv� pj � q� � � Ajuj �v 	 ��f�v�� � div v� q�
� � Ajuj �v 	 �� div ��pI� ���kDuk�Du��v�� � div v� q�
� � Ajuj �Aju�v 	 ��p� q� div jv� �

P
T�Tj

R

T � 	 nv

� C �kDjuj �Dukp����p � kp� qk��p� � h� j � j��p��kDjvk��p

donde hemos usado la desigualdad de Korn discreta� Si tomamos por q una interpolada de p se
sigue de la desigualdad triangular y la condici�on inf�sup que

kp� pjk��p� � C �kDjuj �Dukp����p � h��kpk��p� � k��kDuk�Duk��p���

� Ch��p���
�
�kpk��p� � k��kDuk�Duk��p��

luego se tiene el siguiente resultado

Teorema ��� Si la familia de triangulaciones fTjg es regular y si ��kDuk�Du � �W ��p�����

p �W ��p� entonces existe una constante C tal que

kD�u��Dj�uj�k
p��
��p � kp� pjk��p� � Ch��p���

�

donde C depende de 
� ��K��K�� del �angulo m��nimo de la triangulaci�on� de kfk��p�� de

j��kDuk�Duj��p� y de kpk��p��

Caso � � p ��

Teorema ��� Si la familia de triangulaciones fTjg es regular y si

��kDuk�Du � �W ��p����� y p �W ��p�


�



entonces existe una constante C tal que

kDjuj �Duk��p � C h
�

p��

donde C depende de 
� ��K��K�� del �angulo m��nimo de la triangulaci�on� de kfk��p�� de

j��kDuk�Duj��p� y de kpk��p��

Demostraci�on Para cualquier v �W j usando el teorema 	�	 se tiene que


kDjuj �Djvk
p
��p � � Ajuj �Ajv�uj � v 	

� � Aju�Ajv�uj � v 	 � � Ajuj �Aju�uj � v�

y entonces

kDjuj �Djvk
p��
��p �

� ��K� �K��kDuk��p � kDjvk��p�
p���kDu�Djvk��p �

�Ajuj�Aju�uj�v�
kDjuj�Djvk��p

y tomando como v � Icu tenemos

kDju�Djvk��p � Ch
�

p��

y entonces

kDju�Dujk��p � kDu�DIcuk��p � kDjuj �DjI
cuk��p � Ch

�
p�� �	���

con lo cual se tiene el teorema�

Igual que en el caso � � p � � ahora� podemos estimar el error en las presiones�

Teorema ��� Si la familia de triangulaciones fTjg es regular y si

��kDuk�Du � �W ��p����� y p �W ��p�

entonces existe una constante C tal que

kD�u��Dj�uj�k��p � kp� pjk��p� � Ch
�

p��

donde C depende de 
� ��K��K�� del �angulo m��nimo de la triangulaci�on� de kfk��p�� de

j��kDuk�Duj��p� y de kpk��p��

Demostraci�on

Si v � V j para cualquier q � Qj se tiene

� div v� pj � q� � � Ajuj �v 	 ��f�v�� � div v� q�
� � Ajuj �v 	 �� div ��pI� ���kDuk�Du��v�� � div v� q�
� � Ajuj �Aju�v 	 ��p� q� div jv� �

P
T�Tj

R

T � 	 nv

� C
n
�K� �K��kDuk��p � kDjujk��p�p���kDjuj �Duk��p � kp� qk��p�

�h� j � j��p�
o
kDjvk��p







Si tomamos por q una interpolada de p se sigue de la desigualdad triangular y la condici�on
inf�sup que

kp� pjk��p� � C �kDjuj �Duk��p � h��kpk��p� � k��kDuk�Duk��p���

� Ch
�

p�� �kpk��p� � k��kDuk�Duk��p��

con lo cual se tiene el teorema�

����� Estimador a posteriori del error que acota por arriba a kDu�Djujk��p

Consideraremos la soluci�on �r� q� �W��p
� 
 Lp

�

� del siguiente problema auxiliar

� Ar�w 	 ��q� div w� � � Ajuj �w 	 � �w �W��p
�

�q� div r� �  � �w � Lp�

y sea � �W��p� que veri�ca

curl � � ��kDjujk�Djuj � ��kDrk�Dr� qI

Tal � existe para todo dominio de �� ����� Adem�as� se cumple la siguiente estimaci�on�

Lema ��� Se veri�ca la siguiente desigualdad

j � j��p��

�
C �kDjuj �Drkp����p � kqk��p�� si � � p � �
C �kDjuj �Drk��p � kqk��p�� si � � p ��

donde C depende de 
� �� f�K� y K�

Demostraci�on Si w � �Lp���� se tiene

Z
curl � � w �

Z
���kDjujk�Djuj � ��kDrk�Dr� qI� � w

�

�
C�kDjuj �Drkp����p � kqkp��kwk��p si � � p � �

C
n�
K� �K��kDjujk��p � kDrk��p�

p��
�
kDjuj �Drk��p � kqkp�

o
kwk��p si � � p ��

Si � � p �� se tiene que


kDrkp��p �
R
��kDrk�Dr � Dr �� Ajuj� r 	

� � Ajuj �Aj� r 	 � �
�
K� �K�kDjujk

p��
��p

�
kDrk��p

donde hemos usado la �ultima desigualdad del teorema 	�	� Como kDjujk��p est�a acotada por
una constante que depende de 
 y de f � resulta que


�



Z
curl � � w � C �kDjuj �Drk��p � kqk��p��kwk��p

entonces se veri�ca que

j � j��p�� sup
w��Lp�
�����

R
curl � 	w

kwk��p
�

�
C kDjuj �Drkp����p � kqk��p� si� � p � �
C kDjuj �Drk��p � kqk��p� si� � p ��

con lo cual se tiene el lema�

Para un dado � de�nimos J��n y J��t por

J��n �

� hh�
� pjI� ��kDujk�Djuj

�
	 n
ii
�

� si � � EI

 � si � � ��

y

J��t �

���
hh
ruj 	 t

ii
�

� si � � EI

�ruj 	 t
���
�

� si � � ��

Caso � � p � �

Notaremos por R � f � div ��pjI� ���kDjujk�Djuj��

De�nimos los siguientes indicadores del error para cada T � Tj

�p
�

��T � hp
�

T kRk
p�

��p��T �
X
��ET

j � j kJ��nk
p�

��p��T

�p
�

��T �
X
��ET

j � j
�

�p������p� kJ��tk
p

�p������p�

��p�T

y

�T � f�p
�

��T � �p
�

��T g
�
p�

y el estimador a posteriori del error por

� �
n X
T�Tj

�p
�

T

o �
p�

Observaci�on Cuando p � � este estimador coincide con el de las ecuaciones de Stokes�

Teorema ���� Con las de�niciones anteriores se veri�ca que

kDu�Djujk��p � C �

donde C depende de 
� ��K��K�� del �angulo m��nimo de la triangulaci�on y de kfk��p� �

�



Demostraci�on Para acotar por arriba a kDu�Djujk��p buscaremos cotas para kDu�Drk��p
y para kDr�Djujk��p�

En primer lugar analizamos kDu�Drk��p� Indicaremos por er � u�r y por eIr a una interpolada
conforme de er� Se veri�ca


kDerk���p � C � Aju�Ajr� er 	

� C � Aju�Ajr� er � eIr 	 � � Aju�Ajr� e
I
r 	

� C � Aju�Ajr� er � eIr 	 ��p� pj � q� div eIr�
� C � Aju� er � eIr 	 ��p� div �er � eIr�� � �pj � div �er � eIr��

��� Ajr� er � eIr 	 ��q� div �er � eIr���
� C �f� er � eIr�� � Ajuj� er � eIr� � �pj � div �er � eIr��
� C

P
T�Tj

R
T R�er � eIr� �

P
��ET

R
� J��n�er � eIr�

Utilizando la desigualdad de H&older y los resultados de interpolaci�on presentados en los cap��tulos
previos tenemos

kDerk���p � C
P

T�Tj

�
kRk��p��ThT �

P
��ET

kJ��nk��p���h
�� �

p

T

�
kDerk��p�T

� C
�P

T�Tj h
p�

T kRk
p�

��p��T �
P

��ET
j � j kJ��nk

p�

��p��T

� �
p� kDerk��p

y� entonces

kDerk��p � C
� X
T�Tj

�p
�

��T

� �
p� �	����

Ahora estimemos kDjuj �Drk��p� Se veri�ca


kDjuj �Drk���p � C � Ajuj �Ajr�uj � r 	

y como � Ajr� r 	�� Ajuj� r 	 resulta


kDjuj �Drk���p � C � Ajuj �Ajr�uj 	

� C
P

T�Tj

R
T ���kDjujk�Djuj � ��kDrk�Dr�Djuj

� C
P

T�Tj

R
T � curl � � qI� � Djuj

� C
P

T�Tj

R
T curl �� �� I�Djuj � q div uj

y usando que div juj �  y que curl � es sim�etrico y entonces � I puede elegirse como una
interpolada sim�etrica� Luego se tiene

kDjuj �Drk���p �
P

T�Tj

R
T curl �� �� I�rjuj

�
P

T�Tj

R

T ruj 	 t�� �� I�

�
P

T�Tj

P
��ET

R
� J��t�� �� I�

y utilizando la desigualdad de H&older y los resultados de interpolaci�on tenemos

��



kDjuj �Drk���p � C
P

T�Tj

P
��ET

kJ��tk��p��h
�
p

T j � j��p��T

� C
�P

T�Tj

P
��ET

j � j kJ��tk
p
��p�T

� �
p j � j��p�

� C
�P

T�Tj

P
��ET

j � j kJ��tk
p
��p�T

� �
p
�
kDjuj �Djrk

p��
��p � kqk��p�

�
y de la condici�on inf�sup se tiene


kqk��p� � sup
v�W

��p
�

�q� div v�

kDvk��p
� sup

v�W
��p
�

� Ajuj �Ajr�v 	

kDvk��p
� CkDjuj �Drkp����p

y� entonces

kDjuj �Drk��p � C
� X
T�Tj

�
p���p�
��T

� �
p���p� �	����

Combinando �	���� y � 	���� resulta

kDu�Djujk��p � C
� X
T�Tj

�p
�

��T �
� X
T�Tj

�
p���p�
��T

� �
�p������p�

� �
p�

y usando ����� obtenemos el teorema�

Caso � � p � �

De�nimos los siguientes indicadores del error para cada T � Tj

�p
�

��T � hp
�

T kRk
p�

��p��T �
X
��ET

j � j kJ��nk
p�

��p��T

�p
�

��T �
X
��ET

j � j
�

p�� kJ��tk
p

p��

��p�T

�T � f�p
�

��T � �p
�

��T g
�
p�

y el estimador a posteriori del error por

� �
n X
T�Tj

�p
�

T

o �
p

Teorema ���� Con las de�niciones anteriores se veri�ca que

kDu�Djujk��p � C �

donde C depende de 
� ��K��K�� del �angulo m��nimo de la triangulaci�on y de kfk��p� �

��



Demostraci�on En este caso� acotaremos por arriba a kDu�Djujk
p
��p� Para ello� buscaremos

cotas para kDu�Drkp��p y para kDr�Djujk
p
��p�

En primer lugar estimaremos kDu�Drkp��p� Igual que antes� indicaremos por er � u� r y por

eIr a una interpolada conforme de er� Se veri�ca


kDu�Drkp��p � � Aju�Ajr� er 	

� � Aju�Ajr� er � eIr 	 � � Aju�Ajr� e
I
r 	

� � Aju�Ajr� er � eIr 	 ��p� pj � q� div eIr�
� � Aju� er � eIr 	 ��p� div �er � eIr�� � �pj � div �er � eIr��

��� Ajr� er � eIr 	 ��q� div �er � eIr���
� �f� er � eIr�� � Ajuj � er � eIr 	 ��pj � div �er � eIr��
�

P
T�Tj

R
T R�er � eIr� �

P
��ET

R
� J��n�er � eIr�

donde hemos usado que div er � � Utilizando la desigualdad de H&older y los resultados de
interpolaci�on presentados en los cap��tulos previos tenemos

kDu�Drkp��p � C
X
T�Tj

�
kRk��p��ThT �

X
��ET

kJ��nk��p���h
�� �

p

T

�
j er j��p�T

� C
� X
T�Tj

hp
�

T kRk
p�

��p��T �
X
��ET

j � j kJ��nk
p�

��p��T

� �
p� kDu�Drk��p

y� entonces

kDu�Drkp��p � C
X
T�Tj

�p
�

��T �	����

Ahora estimemos kDjuj �Drkp��p� Se veri�ca


kDjuj �Drkp��p � � Ajuj �Ajr�uj � r 	

y como � Ajr� r 	�� Ajuj � r 	 resulta


kDjuj �Drkp��p � � Ajuj �Ajr�uj 	

�
P

T�Tj

R
T ���kDjujk�Djuj � ��kDrk�Dr� � Djuj

�
P

T�Tj

R
T � curl � � qI� � Djuj

�
P

T�Tj

R
T curl �� �� I� � Djuj � q div uj

y usando que div uj �  y que curl � es sim�etrico y entonces � I puede elegirse como una
interpolada sim�etrica� Luego se tiene

kDjuj �Drkp��p �
P

T�Tj

R
T curl �� �� I� � rjuj

�
P

T�Tj

R

T ruj 	 t�� �� I�

�
P

T�Tj

P
��ET

R
� J��t�� �� I�

y utilizando la desigualdad de H&older y los resultados de interpolaci�on tenemos

��
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P
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P
��ET

kJ��tk��p��h
�
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T j � j��p��T

� C
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P
��ET
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P
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p
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kDjuj �Djrk��p � kqk��p�

�
y de la condici�on inf�sup se tiene


kqk��p� � sup
v�W��p

�

�q� div v�

kDvk��p
� sup

v�W��p
�

� Ajuj �Ajr�v 	

kDvk��p
� CkDjuj �Drk��p

y� entonces

kDjuj �Drkp��p � C
� X
T�Tj

�p��T
X
��ET

j � j kJ��tk
p
��p�T

� �
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Combinando �	���� y � 	��	� resulta

kDu�Djujk
p
��p � C

� X
T�Tj

�p
�

��T �
� X
T�Tj

�p��T

� �
p��

�

y usando que ����� se obtiene el teorema�

����� Estimador a posteriori del error que acota por arriba a kp� pjk��p�

Notaremos por � � p� pj

Lema ��� Es v�alida la siguiente estimaci�on

k � k��p� �

�
C f�� k Dje k��pg si � � p � �

C
n
�p��� k Dje k

p��
��p

o
si � � p ��

Demostraci�on  Como � � Lp
�

� ���� existe v �W
��p
� ��� tal que�

k � k��p� � C

R

 � div v

kDvk��p
�	����

Ahora� como vI �Mj �W��p
� ��� � Vj �H�

���� obtenemos�

�	



R

 � div v �

R

 � div �v � vI� �

R

 � div vI

�
R

 � div �v � vI� �

R

���kDjuk�Dju� ��kDjujk�Djuj� � Dv

I

�
R

 � div �v � vI�� � Aju�Ajuj�v � vI 	 � � Aju�Ajuj�v 	

luego� integrando por partes en cada elemento resulta�

R

 � div v �

P
T�Tj

nR
T ��rp� div ���kDuk�Du�	�v � vI�

�
R

T ���kDjujk�Djuj � pjI�n 	 �v � vI�

o
� � Aju�Ajuj�v 	

�
P

T

n
�
R
T R	�v � vI�� �

�

P
��ET

R
� J��n	�v � vI�

o
� � Aju�Ajuj �v 	

Ahora� usando la desigualdad de H&older� �	���� � �	���� y la desigualdad de Korn obtenemos�

Z


� div v � CkDvk��p

�����
f�� k Dje k��pg

si � � p � �n
�p��� k Dje k

p��
��p

o
si � � p ��

lo cual junto a �	���� prueba el lema�

Juntando los resultados anteriores para las velocidades y las presiones tenemos�

Teorema ���� Existe una constante C tal que�

k�k��p� � kDjek��p � C � si � � p � �

k�k��p� � kDjek
p��
��p � C �p�� si � � p � �
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