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1 Introduccion

Dentro del andlisis de elasticidad lineal la modelacién de placas constituye una simplifi-
cacion del modelo tridimensional clasico que considera el comportamiento de un material
isotrépico y homogéneo bajo la accion de fuerzas externas. Su caracteristica mas impor-
tante es la reduccion del problema a dos dimensiones.

Uno de estos modelos es el de Reissner-Mindlin [24]. El mismo describe el desplaza-
miento de una placa de pequeno espesor bajo el efecto de una carga transversal. El modelo
se basa en simplificar la dependencia de los desplazamientos con respecto a la variable z,
(correspondiente a la direccién vertical). De ello resulta un modelo bidimensional cuyas
incégnitas son el desplazamiento vertical y los dngulos de rotacion de fibras normales a la
superficie media de la placa con respecto a los ejes x e y.

La resolucién numérica del modelo mediante métodos clasicos de elementos finitos
no permite obtener buenas aproximaciones para valores pequenos del espesor, debido a
la apariciéon de un fenémeno de bloqueo. Esta situacion exige la utilizacién de grillas
de calculo de diametro exesivamente pequeno. Por ese motivo se aproxima el problema
mediante métodos mixtos. Estos se basan en la introduccion de una nueva variable que
estd relacionada con el esfuerzo de corte.

La construccién de espacios de elementos finitos para la nueva formulacién que sa-
tisfagan las hipdtesis correspondientes a la teoria clasica de aproximacion para métodos
mixtos presenta nuevas dificultades. En particular, es dificil hallar espacios que verifiquen
la condicién denominada inf-sup [5], [10].

Diversos métodos han sido estudiados en forma experimental y, para varios de ellos,
se obtuvieron también resultados de convergencia utilizando distintas técnicas para su
demostracion, dependientes de cada método particular, 2], [6], [7], [9], [11], [13], [14],
26].

En este trabajo efectuamos un andlisis de convergencia de métodos mixtos para el
modelo de placas de Reissner-Mindlin, dentro de una teoria general. Esta teoria, que
abarca a la mayoria de los métodos conocidos, permitié, no solo dar un marco comun
para el analisis de los distintos métodos, sino también obtener resultados de convergencia
en aquellos casos en que no se disponia de una teoria completa. Los métodos considerados
corresponden a elecciones de espacios de elementos finitos que, a pesar de la introduccion
de la nueva variable, conservan la estructura de desplazamientos del problema.

En la Seccién 2 se describe el modelo de Reissner-Mindlin, las ecuaciones que define el
modelo y resultados que permiten garantizar que, si se escalan convenientemente dichas
ecuaciones, las soluciones se mantienen acotadas independientemente del espesor de la
placa.

En la Seccién 3 se consideran resultados de existencia, unicidad y regularidad de
soluciones, para problemas generales de tipo mixto. También se considera la ubicacion
del modelo de placas en dicho contexto, y resultados especificos referidos a la regularidad
de las soluciones del modelo de Reissner-Mindlin y su relacién con un sistema de ecuaciones
mas complejo, que incluye dos ecuaciones de Poisson y un sistema de Stokes perturbado.

Al comienzo de la Seccion 4 se describen las dificultades numéricas que presenta este
problema.

En el Inciso 4.1 se desarrollan los aspectos generales correspondientes a nuestra teoria.



El resultado mas importante se presenta en el Teorema 4.4, en el que se dan condiciones
suficientes para la convergencia de los métodos de elementos finitos aplicados al modelo de
Reissner-Mindlin. Dichas condiciones pueden ser consideradas como una generalizacion
de la propiedad de Fortin [20] entre los espacios de discretizacién de desplazamientos y
esfuerzo de corte. Por otra parte esta propiedad se verifica en muchos ejemplos.

En el Inciso 4.2 se definen ademas condiciones suficientes para la construccion de
métodos de elementos finitos convergentes, que generalizan las conocidas para el pro-
blema limite (espesor igual a 0) [11]. En particular, se analiza la relacién que existe
entre la definicién de los espacios discretos para el modelo de Reissner-Mindlin y los
correspondientes a métodos estables para el problema de Stokes.

La aplicacion de la teoria a varios elementos se ejemplifica en la Seccion 5.

Los resultados tedricos que definen condiciones generales para la construccién de
métodos mixtos convergentes se aplican en los Ejemplos 5.1 y 5.2 [18]. Las condiciones
mencionadas nos permitieron introducir un nuevo método para grillas triangulares, de or-
den bajo que es analizado en el Ejemplo 5.1. Para este método se estudia la convergencia
y se obtienen estimaciones 6ptimas del error. En el Ejemplo 5.2 se aplican los resultados
de convergencia a un elemento rectangular de orden 2, introducido por Bathe y Brezzi [7],
obteniéndose para este método idénticas estimaciones que las obtenidas por los autores en
el caso limite. Cabe mencionar que, con técnicas similares a la utilizadas en este ejemplo,
es posible extender los resultados de convergencia a una familia de elementos triangulares
de mayor orden [11], obteniéndose estimaciones 6ptimas del error. Independientemente,
los métodos mencionados fueron objeto de estudio en [15]. Alli se propuso también el
método analizado en 5.1.

El elemento de Bathe-Dvorkin [9] es analizado en el Ejemplo 5.3. Se trata de un
elemento para grillas rectangulares de bajo orden. A diferencia de los ejemplos anteriores,
en este caso no es posible verificar las hipdtesis que garantizan la construccién de métodos
convergentes. No obstante, se demuestra la convergencia del método para el caso de
redes uniformes utilizando el Teorema 4.4 mencionado previamente. La demostracion
requiere la utilizacién de resultados conocidos para el problema de Stokes que se basan
en la utilizacion de técnicas de macroelementos. Las estimaciones del error obtenidas se
efectuaron bajo condiciones de regularidad mas débiles que las conocidas anteriormente
6],[18] y, como consecuencia de ello, se obtuvieron estimaciones éptimas, con cotas de
error independientes del espesor de la placa.

En el Ejemplo 5.4 se efectia la aplicacién de la teoria al estudio del método de Arnold-
Falk [2]. En este método el desplazamiento transveral es aproximado por elementos no
conformes. La demostracion de convergencia dada en [2] se basa en la equivalencia de las
ecuaciones del modelo de Reissner-Mindlin y el complejo sistema de ecuaciones descripto
en la Seccion 3, y requiere la demostracion de una descomposicion discreta de Helmoltz y
de la equivalencia entre los correspondientes sistemas discretos. La aplicacién de nuestros
resultados tedricos proporciona una prueba directa y més simple de la convergencia del
método y permite su inclusién dentro del marco general definido por el Teorema 4.4.

Finalmente, en la Seccion 6, se estudia un método introducido por Zienkiewicz, Taylor,
Papadopoulos y Onate en [26]. Este método fue experimentado numéricamente en [22],
pero no se conocian resultados de convergencia. Como consecuencia de nuestro analisis,
se demuestra que el método converge con orden 6ptimo y cotas de error independientes



del espesor de la placa. Debido a que la estructura de este método no se corresponde con
la de los métodos previamente analizados, la demostracion de convergencia se efectia a
través de un analisis comparativo del mismo con el método analizado en el Ejemplo 5.1.
Se demuestra que ambos métodos pueden ser identificados, ya que el orden de la dife-
rencia entre sus soluciones es superior al de lo mismos, observandose que la formulacién
propuesta en el Ejemplo 5.1 es mas simple desde el punto de vista de su implementacion
computacional. El trabajo de comparacién se completa, mostrando resultados correspon-
dientes a la experimentacion numérica efectuada sobre ambos métodos. Los resultados
obtenidos permitieron observar que el comportamiento asintético de los errores y de la
diferencia entre las soluciones de los métodos considerados, predicho por la teoria, se
verifica para mallas de calculo que se utilizan en la préctica.



2 Definicion del modelo.

El modelo de placas de Reissner-Mindlin describe la deformacion de una placa de pequeno
espesor por accion de una carga transversal. El modelo es apto solo para pequenas
deformaciones y su caracteristica mas importante es que a diferencia del modelo clésico
de Kirchoff, permite la presencia de deformaciones angulares no nulas.

Mas precisamente, sea () la superficie media de la placa correspondiente a una region
del plano xy. El espesor de la placa se indica con t, de modo que la regién ocupada por
la misma es Q x [—£, £].

Utilizando la notacién usual sea u el vector de desplazamientos. Sean € y o los
correspondientes tensores de deformaciones y tensiones.

Se supone que las componentes del desplazamiento en las direcciones x e y varian

linealmente con respecto a z,

(2.1) ur = —pi(z,y)z us = —fa(z,y)z

mientras que el desplazamiento vertical es independiente de z,

(2.2) uz = w(z,y)

Si se considera una fibra normal a la superficie media de la placa, las funciones 3 (x, y)
y (2(x,y) representan el dngulo de giro de la fibra en la direccién de los ejes z e y
respectivamente. En efecto, de acuerdo a la fig. 1

z
P

G

Figure 1: giro de la fibra en direccion del eje x

z
tga~ —  tghh=—7—~——
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Por lo tanto u; ~ —ztg B; ~ —z(, donde las aproximaciones se justifican por ser el
modelo vélido para pequenas deformaciones. Las relaciones deformacién-desplazamiento
correspondientes a la teoria clasica de elasticidad se reducen a las siguientes expresiones:
Para las deformaciones principales, elementos diagonales del tensor g,

. _Ou_ OB
T 9 Ox
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(23) gy = Ty = —aiyz
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Para las deformaciones de corte, representadas en las entradas no diagonales del tensor
simétrico e,

_ 1(% %) _ _1(% %)

Try =g dy ox’  2° 0y ax"°
1 0up Ouz, 1 ow

(24) =5l T Tt )
_ L Ou Ougy 1 ow

Yyz = 2(82 + ay)zg(_ﬁQ_‘_ ay)

El modelo de Kirchoff asume que las fibras normales a la superficie media de la placa (2
permanecen rectas y normales luego de la deformacién. La primera condicién se expresa
a través de asumir una relacién lineal para los desplazamientos de la forma (2.1), (2.2).
La segunda equivale a considerar nula la deformacién angular de las fibras, es decir
Yoz = Vyz = 0.

En cambio en el modelo de placas de Reissner-Mindlin se considera que las fibras
normales a la superficie media permanecen rectas luego de la deformacién, pero no nece-
sariamente normales.

Con respecto a la relacion tension-deformacion de la elasticidad lineal se asume que o,
es despreciable con respecto a o, y 0,,. De acuerdo a lo expresado se tendran las siguientes
relaciones:

E
(2.5) 0y = —— (. tvg,) o,=

. s(ver +ey) 0.=0

1—v

Tey = G’V:py Tez = Gfoz Tyz = G/yyz

donde G = ﬁEV es el médulo de corte, E es el médulo de Young, y v la razén de Poisson.

2.1 Definiciéon matematica del modelo.

A partir de considerar el estado de equilibrio de la placa se obtienen las ecuaciones del
modelo. Para ello se aplican los principios del calculo de variaciones a la minimizacién de
la energia potencial.

El funcional a minimizar es en este caso:

1

T2 Jax(-t.y

(2.6) A(u) (o : e —2fu)dzdydz

donde f es la carga transversal por unidad de superficie y el simbolo : indica como es
usual el producto tensorial.



Utilizando las relaciones (2.1), (2.2) podemos expresar el funcional A en términos de
0B, P2 y w. Consideremos en primer lugar el producto entre los tensores de tension y
deformacion.

Og Tey Tz €z Vey Yz
(2.7) ocie=| Ty 0y Ty || Yay €y Yy | =
Tez Tyz 0 Yoz Vyz €z
E = (g0 +vey) ey Va2 €r Yoy Yoz
= 1+ v Vay E(Vgx +ey) e || Yy €y Ve | =
Vaz Vyz 0 Yoz Vyz €z
E op 00y, 00 ap
= _Vg)[( a;) +2v (a;)( 8;) (8y2)2]22+
E 51 8ﬁ2 2 2 aw ow 9

Integrando sobre la regién Q x (—£, %)

1
2.8 = / d:zcdy/ o:edz=
(28) 2 Qx(—g%) L

-t E 9B 90y, , 001, | 002,  (1—v) 0B 9P,
B 5{12<1 — 1/2) /Q[( or )2 + 27/( ay )( o ) ( 8y )2 9 ( ay + O )2]dl'dy}—|—
ow
1+v) 2/ 7_& (@—52)2]d$dy

Sea B = (B1,52)T. La expresién entre llaves puede ser vista como una forma bilineal
evaluada en (3,3). Llamando af(.,.) a dicha forma, expresando la carga vertical como f
= (0,0,f), y utilizando (2.8), el funcional (2.6) puede reescribirse como:

(2.9) A(B,w)— 0(8.8) + /|Vw B|2dady — / fuddyd=

t t
33
El modelo de Reissner-Mindlin incorpora ademéas un parametro de ajuste, x, como

coeficiente en la segunda integral del funcional. Dicha integral representa la energia de
deformacién correspondiente a 7., y 7,.. Este pardmetro se introduce a partir de la

7



siguiente observacion: las hipétesis 7,. # 0,7,. # 0, contadicen la condicién fisica de
anulacién de las tensiones de corte sobre las superficies z =T %, salvo que se impongan
tracciones de corte (ver (2.4) y (2.5)). El objeto del pardmetro es por lo tanto, corregir
el efecto de dicha hipdtesis sobre el funcional de energia.

Finalmente, el funcional a minimizar en el modelo de Reissner-Mindlin es:

t3 Y

(2.10) AB.w) = Sa(B.8) + SNIVw—BlRa— [ fudsdyd:
2 2 ’ Qx(-%,1)

donde para simplificar la notacién se introduce A = 3 ffy )

Existen varios criterios para definir el valor de x. Uno de ellos es la comparacion de
la energia correspondiente a 7,. y 7. del modelo, con la que se obtendria si se agrega a
ambas tensiones, una variacion parabdlica respecto de z, que produzcan la anulacién de

dichas tensiones para z =1 L. De dicha comparacién surge un valor para x = 2 [25].
2 6

2.2 Ecuaciones de Euler

Se consideraran solamente por simplicidad condiciones de borde homogéneas de tipo
Dirichlet (es decir el caso de una placa empotrada). Se utilizard notacién clasica para los
espacios de Sobolev H*(Q), y H¥() con la norma

lulli = > 11Dl [72(0)

o] <k

Las magnitudes vectoriales se indicaran con letras tipo bold. En lo que sigue supondremos
que ) es una regién acotada del plano con borde 02 Lipschitz.

Considerando la minimizacién del funcional (2.10), y las ecuaciones variacionales co-
rrespondientes, el problema a resolver es:

Hallar w € H}(Q)y B € H(Q), tal que

(2.11) Ba(8,m) + )\t/Q(Vw —B). —ndedy =0 ¥y € HL(Q)
(2.12) At /Q (Vw — B).V(drdy = /Q Ly Jdedydz e HY(Q)
donde 9

HYQ) = {7 € 1) : 9L € 12(0), i = 1,2y [ [oa=0)

y f |aq indica la traza de f sobre 0.

Denotando mediante ( , ) el producto escalar en L*(2) o L2(f2), las ecuaciones (2.11),
(2.12) se escriben:

(2.13) £a(8,m) + M(Vw — B,V — 1) = /Q s gy JCdrdydz

tt
272



¥(n,¢) € Hy(Q) x Hy(Q)

La forma bilineal a(.,.) es coerciva sobre H} (), es decir

Ja > 0 tal que
a(n,m) = ol Vn € Hy(Q).

que es consecuencia de la desigualdad de Korn [21] :

1,0n;  On;

;2 | 5(893]- + axi) lha+lnllie=aallnlia YneH(Q), o >0
Llamando
(2.14) V =HL(Q) x H(Q)

v=(n()ys=(8,w)y a(s,v) al primer miembro de (2.13), podemos simplificar todavia
mas la notacion y el problema resulta:

Hallar s € V tal que
(2.15) a(s,v) = (f,v) ¥weV
Utilizando en V la norma

[1(n, Ol = [ImllF + lIcI3,

la forma bilineal af(., .) resulta continua respecto a la misma. Utilizando la desigualdad de
Korn se demuestra que la forma a es también coerciva. La coercividad y continuidad de
la forma a permite garantizar, a través del Lema de Lax-Milgram, la existencia y unicidad
de la solucién s = (B,w) en HY(Q)x H(€2).

No obstante la presencia de coeficientes que dependen de ¢ en a (ver (2.13)) determina
que la constante de coercividad dependa del espesor de la placa y se demuestra que cuando
t — 0, la constante de coercividad — 0. Por ese motivo la teoria clésica no garantiza
que la soluciéon se mantenga acotada, ya que las acotaciones dependen en forma inversa
de la constante de coercividad [16]. Esto induce al andlisis del problema en un nuevo
contexto, el de los métodos mixtos. Con ese objeto se construye en primer lugar una
sucesién de problemas dependientes del espesor t, pero cuyas soluciones estan acotadas
independientemente de dicho pardmetro.

Si se elige f(z,y,z) = t?g(x,y) [6], resulta

/Qx(

Reemplazando en (2.13) y dividiendo por 3 se obtiene

fedndydz = ° /Q gCdady = (g, )

tt
22

(2.16) (B, m) + (Vi —B.VC—m) = (9,0) ¥(mQ) eV

9



Para este problema es posible demostrar [6], el siguiente resultado:

Teorema 2.1 : Sean B, w, soluciones de (2.16). Entonces ezisten constantes ¢; > 0
y co > 0 tales que para todo valor de t > 0, las soluciones satisfacen:

(2.17) a <||Bll + [[wll < e

3 Métodos mixtos.

Los métodos mixtos permiten transformar, a través de técnicas de dualizacién, un proble-
ma de minimizacion de un funcional sujeto a restricciones, en un problema tipo ensilladura.

En [14], [21] se desarrolla una teoria, para el andlisis de métodos mixtos, y su resolucién
aproximada mediante elementos finitos. Describiremos brevemente algunos resultados,
que se enuncian en las referencias mencionadas.

Introducimos la siguiente notacién :

Sean V' y @ espacios de Hilbert. Sean af(.,.) y b(.,.) formas bilineales continuas,
definidas sobre V x V y V x ) respectivamente. Sean ademés f € V', g € Q'.

La estructura general del problema estudiado es :

Hallar w € V,p € @, tal que se cumpla

(3.1) a(u,v) +b(v,p) =< f,v >y, WYweV
(3.2) b(u,q) =< 9,4 >g'vqg Y4€Q

Se introducen ademés el operador A : V. — V' definido por :
(3.3) < Au,v > =< u,Av > = a(u,v)  Yu,v eV
y los operadores B: V — Q' y B' : Q — V', definidos por :

(3.4) < Bv,q >q =< v,B'q >y v=0bv,q) YveV, VqgeQ

Los resultados sobre existencia, unicidad y acotacién de las soluciones de (3.1), (3.2)
se dan en el siguiente teorema :

Teorema 3.1 :  Sean a(.,.), b(.,.) formas bilineales continuas sobre V-xV yV x Q
respectivamente. Sea Ker(B) el nicleo del operador B definido en (3.4). Supongamos
que se cumplen las siguientes condiciones:

(7)

A inversible sobre Ker(B), o en forma equivalente:

10



Jag > 0 tal que

inf sup CL(uOJ UO)
35 T = ¢
(3.5) uo € Ker(B) v € Ker(B) [uol[v|[olly =

inf sup a(ug, vg)

3.6 o 2
(3.6) vo € Ker(B) uo € Ker(B) Tfuo|lv|oolly =

Las condiciones (3.5) y (5.6) equivalen respectivamente a la inyectividad y suryectivi-

dad de AlKer(B)~

(i)
Condicion Inf-Sup:
dko > 0 tal que

sup  b(v,q)
veEV oy

(3.7) > kollgllo/kers:

que es equivalente a que la imagen del operador B sea cerrada en Q.
Entonces para cada f € V' existe solucion vnica (u,p) € V x Q/Ker(B') del problema
(3.1), (3.2), y se cumple

(3.8) ollv +[lpll/xerse < CHfllvr + llgllgr}
O

Estos resultados se extienden a fin de considerar en lugar del problema (3.1), (3.2) el
problema mas general

Hallar u € V,p € @, tal que se cumpla

(3.9) a(u,v) +b(v,p) =< f,v >y, WYweV

(3.10) b(u,q) +c(p,q) =< 9,4 >gvq V4E€Q

donde ¢(., .) es también una forma bilineal continua sobre @ x ). Bajo las mismas hipdtesis
del teorema (3.1), asumiendo ademds que (., .) es simétrica y coerciva, se obtienen resul-
tados de existencia de solucién (u, p) en el espacio V x Q/M donde M = Ker(B')NKer(c),
con la misma acotacién para las soluciones que en (3.8).

Finalmente una segunda extensién de los resultados, permite que la forma bilineal
c(.,.) esté definida solo en un subespacio W C Q. En ese caso en lugar de las ecuaciones
(3.9), (3.10) se considera el problema:

Hallar uw € V,p € W, tal que se cumpla

(3.11) a(u,v) +b(v,p) =< f,v >y, YveV

11



(3.12) b(u,q) +c(p.q) =< 91.4 >g'wq T < 92,4 >psw V4 EW

En particular si ¢(p, q) = ca(p, q) satisface

(3.13) ca(P,q) < cocllpllwllgllw  Vp,ge W

(3.14) calp,p) 2 acillpllyy,  VgeWw

con a > 0, vale el siguiente resultado:

Teorema 3.2 : Sea af.,.) coerciva sobre V. Sea b(.,.) continua sobre V' x Q) tal que
verifica (3.7). Sea c(p,q) = ca(p,q) con las propiedades (3.13), (3.14). Entonces existe
solucion (u,p) del problema (3.11), (3.12), y se tiene la estimacion

1
(3.15) [l + 1Pl xerse + allplli < clf I+ Nanlley + 5-11gall5)
O

3.1 Reformulacién del problema para su analisis en el contexto
de métodos mixtos.

Es posible dar una nueva formulacién para el modelo de Reissner-Mindlin, que permite
estudiar el problema en el contexto de los métodos mixtos. Para ello se introduce como
nueva variable v = W? que esta relacionada con el esfuerzo de corte.

La ecuacién (2.16) se reemplaza entonces por:

(3.16) a(B,n)+ (v, V¢ —n) =(9,¢) Y(n,{) €V

_ AVw — B)

(3.17) 0% v

donde V estd definido en (2.14).

Siguiendo la descripcién efectuada en [14] consideraremos el comportamiento de ~ y
las dificultades inherentes a esta nueva formulacion.

La nueva variable v pertenece al espacio

T =Hy(rot,Q) = {x : x € L3(Q), rot(x) € L*(Q), < x.T,1 >p0=0}

siendo

0 0
rot(x) = —5;1 + %

y T el vector unitario tangente al borde. .
En efecto, se puede demostrar que el operador B : V — I definido por

(3.18) B(n,¢) =V{—n
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es un operador suryectivo sobre I'. Mas precisamente vale el siguiente resultado:

Proposicién 3.1 :  La aplicacién B definida en V por (3.18) es suryectiva sobre el
espacio I' = Hy(rot, ), donde

(3.19) el (ror, ) = 112 + lirotxel

y se cumple
(3.20) 1<l + Il < Clixllgy (rot, 0)

El problema (3.16), (3.17) es equivalente al siguiente:
Hallar (3,w) € V,v € L?(Q), tal que

(3.21) a(B,n) + (v, V¢ —n) =(9,¢) Y(n,{) eV

2

(322) (Vo= B.x) ~ S (7.x) =0 Vx € 12(9)

Si se intenta aplicar la teorfa general al problema anterior con @ = L*(Q) y V =V
definido en (2.14), se puede ver que no se cumple la condicién inf-sup entre los espacios.

En cambio, si se busca la solucién v en Q = I, llamando W = L?(Q) e identificando
L?(Q) con su dual, tendremos la inclusién

W=1L2Q)cIl' =Q

y el problema (3.21), (3.22) puede ser considerado con la estructura de (3.11), (3.12).
El operador B : V — I, correspondiente al definido en (3.4), es:

< B(TlaC)aX > = < X, VC—mn > ur

Siendo T" un subespacio cerrado de L?(Q), es reflexivo respecto al producto en L*(2). Por
lo tanto, el operador B recién definido, puede ser identificado con el operador definido en
(3.18), y en ese caso resulta

Ker(B) ={(n,{) € V:V(=mn}
Ademss, B! : T' — V' estd definido por

< BtXa ('I’], g) >vixv= <X VC — M >r'xr

Ker(B)={xeIl':<x,V(-n>=0 Y(n,()eV}=0.

Para esta definicién de @) vale la condicién inf-sup, ya que de acuerdo a la definicién
de la norma dual
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sup [ <x,V(=—m>| _ sup | <x,V(—n>|
(n,¢) eV IVC =7l g1(rot, ) ~ (n,Q) eV 1(n, Ollv

(3:23) Pl e =

donde hemos utilizado los resultados de la Proposicién 3.1 .

Teniendo en cuenta la desigualdad de Korn, la forma a(.,.) resulta coerciva sobre el
Ker(B) pero no lo es sobre todo el espacio V. Por lo tanto de la teoria general no se
obtienen resultados inmediatos que permitan acotar la H’yHF/ (ver Teorema 3.2). No

obstante en [6] se demuestra la siguiente proposicion:

Proposicién 3.2 : Sea (B, w,~) la solucion de (3.16), (3.17). Entonces eziste una
constante C' > 0 tal que para todo t > 0, H’yHF/ < C.
O

Por otro lado, las soluciones de (3.21), (3.22) estdn relacionadas con las del problema
limite :

Hallar (8, wo) € V, v, € I tal que

(3.24) a(Bg, M)+ <7, VC—m>=<g,(> VY(n,()eV

(3.25) <Vwy—By,x>=0 Vxel
a través de las siguientes propiedades de convergencia:
Teorema 3.3 : Sea (B, w,~) la solucion de (3.16), (3.17). Entonces para t — 0
B — By en Hy(Q)
(3.26) w— wy en H(Q)

Y= en T’

donde By, wo, v, satisfacen la ecuacion (3.24), y las relaciones

(3.27) Bo = Vuwo

(3.28) EA%w, = 12(1 — v%)g
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3.2 Regularidad de la solucion

Es posible estudiar la regularidad de la solucién del modelo de placas de Reissner-Mindlin
a través de la utilizacién de una formulacion equivalente introducida por Brezzi y Fortin
[13]. Para ello se utiliza el teorema de Helmholtz [21] que permite descomponer una
funcién x € L*(2), donde Q es un dominio simplemente conexo, en la forma

(3.29) X = Vs +curl g

donde
s € Hy()

qe H'(Q) = {f € H'(Q), [ fdudy =0}

—0q/0
curl g = ( é)qq//ﬁazr/ )

Reemplazando
~=Vr+curl p

y x segun (3.29) en las ecuaciones (3.21), (3.22), se demuestra facilmente, que la solucién
(B,w) del modelo de placas, y el par (r,p) satisfacen el siguiente problema:

Hallar (r, 8, p,w) € HL(Q) x HY(Q) x HY(Q) x HL(Q) que verifiquen

(3.30) a(r,¢) = (9.¢) V¢ € Hy(Q)

(3.31) a(B,m) — (curl p,n) = (Vr,n) Vn e Hy(Q)
(3.32) —(B,curl ¢) — t;(curl pcurl ) =0 VYge H(Q)
(3.33) (Vw, Vs) = (8 + t;Vr, Vs) Vs e HH(Q)

Reciprocamente, las soluciones (3, w) de este problema satisfacen las ecuaciones (3.21),
(3.22), de manera que los dos problemas son equivalentes.

Se observa que la primera y tltima ecuacién constituyen dos problemas de tipo Poi-
sson. Las ecuaciones intermedias forman un sistema, que para t = 0, efectuando el cambio
de variable (3, 3,) = (85, —8;), corresponde a la forma débil de las ecuaciones de Stokes.
Para t > 0 se trata de una perturbacion del mismo problema. En efecto, las ecuaciones
que describen el movimiento de un fluido viscoso, incompresible, o ecuaciones de Stokes,
estan dadas en forma débil por el siguiente sistema:

(3.34) 2,u/ v)dzdy — / fvdxdy — /pdwvdxdy =0 VveH|Q)
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(3.35) / gdivadady =0 Vg € L*(Q)
Q

donde u es el campo de velocidades, e(u) es el tensor de deformacién linealizado y p es
la presion.

Los resultados de regularidad que se dan a continuacion, provienen de resultados
conocidos previamente sobre regularidad de soluciones para los problemas de Poisson y
Stokes [2], [13].

Teorema 3.4 : Sea ) un poligono convexo o un domimio acotado suave en el plano.
Parat € (0,1], g € HY(Q), sea (r, B, p,w) € HY(Q)xHA(Q) x H'(Q) x HL(Q) la solucién
del sistema (3.30) - (3.33). Entonces 3 € H3(Q)) y existe una constante C' independiente
dety g, tal que

(3.36) eIl + 118112 + llplls + tllpllz + llwlly < Clgll-

Si g € L*(Q), entonces r,w € H*(Q) y

(3.37) [[r[l2 + [w]]2 < Cllgllo

En ese caso
(3.38) rlls + 1182 + [lplls + tl[pll2 + [Jwlli < Cllgllo

4 Aproximaciéon numérica

En [14], Brezzi y Fortin analizan los problemas que se presentan al intentar aproximar
numéricamente mediante el método de elementos finitos, la solucién de las ecuaciones
(3.21), (3.22). Las dificultades mencionadas seran descriptas al comienzo de esta seccién.
En el Inciso 1, se dara un nuevo enfoque para el andlisis del error, que como se vera mas
adelante, permitira estudiar la convergencia de varios métodos.

Para la aproximacién numérica mediante el método de elementos finitos de la solucion
de las ecuaciones (3.21), (3.22), se define en primer lugar sobre la regién € una familia
regular de elementos triangulares o rectangulares Y. Asociada a dicha familia se definen
los espacios de elementos finitos Hy,, W), y I'j,, tales que

H, C H)(Q), W), C Hy(Q), T, € L(Q)

Llamando
V5, =Hy x Wy,

el problema a resolver es:

Hallar (3, wp) € Vi, v, € T'y, tal que
(41) a(/Bha ’r’h) + (7ha vCh - T’h) = (gu Ch) v(’r’ha Ch) € Vh
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2

t
(4.2) (Vwn — By, Xn) — X(’Ym xn) =0 Vx;, €Ty

mientras que el correspondiente problema limite resulta,

Hallar (B, 5, wo,n) € Vi, Yo € T, que verifiquen

(4.3) a(/BO,ha ny,) + (’70,h> Ve —n,) = (9:¢) Y. C) €V
(44) (Vwo,h - ﬁO,h? Xh) =0 VXh el

A diferencia del problema continuo, en el problema discreto se cumple

¥, =t (Vw, — B,)

solo si I'y, = VW, — H,,.

Dificultades similares a las mencionadas en el Inciso 3.1, no permiten la aplicacion de
la teoria abstracta a fin de obtener acotaciones del error para las soluciones discretas de
(4.1), (4.2).

En el caso del problema limite, dentro de la teoria abstracta para métodos mixtos, se
conocen los siguientes resultados de aproximacion:

Teorema 4.1 : Sean V), C V, Qn C Q, subespacios de dimension finita de V y Q.
Sean u, p las soluciones de (3.1), (3.2). Sean uy, py pertenecientes a Vi, X Qp, soluciones
del sistema

(45) a(uh,vh) + b(l)h,ph) =< f, Vh >y v Yu, € Vj,

(4.6) b(un, gn) =< g,qn >qg'xq Y € Qn
Se introducen los operadores By, : Vi, — Q" y Bl : Q — V,, definidos por :
(4.7) < Bron, gh >/ =< Un, B'qy >y o= b(vn, qn)  Vun, € Vi, VY € Qn
Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

(4)

Jay > 0 tal que

inf sup a(up, vp)
48 (TR T T
(4.8) up € Ker(By) vy € Ker(By) [ugllv|lonlly = °°
(4.9) inf ey alun,v)_ ap

vy € Ker(By) uy € Ker(By,) m
(47)
Condicion Inf-Sup:
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Jko > 0 tal que

sup b(”h, Qh)

4.10 ok )
( ) vn € Vi luplly T OHQhHQ/K Bt
Entonces
1 = unlly + 1o = pallgicers, <
=C u—vylv + _
> { v, € Vi H h||V o €O, ||p Qh||Q}

O

La condicién inf-sup (4.10), o condicién de Brezzi, suele ser dificil de verificar. No
obstante existe una condicién equivalente debida a Fortin [20], de més fécil verificacion,
que permite garantizar su cumplimiento:

Teorema 4.2 : Supongamos que se cumple la condicion inf-sup (3.7). Entonces se
verifica (4.10) con ko independiente de t, sii existe una familia de operadores uniforme-
mente continuos Il : V. — V), tales que:

(4.12) b(Ilyv —v,qn) =0 Vg, € Q
Y
(4.13) |TTp||v < Cllv]|v

con C' independiente de h.
O

Para aplicar estos resultados al problema limite (3.24), (3.25) y a su discretizacién
(4.3), (4.4), se introduce el operador By, : V), — T}, definido por:

(4.14) < Bu(n: Ch)s X T T, T (VCh — 11, Xa)-

Entonces
Ker(Bp) = {(ny,,C) € Vi : (Xn, VG — 1) = 0,Vx;, € Tr}

Reemplacemos por simplicidad la condicién (i) del Teorema 4.1, por la de coercividad
de a(.,.) sobre Ker(By). Las hipdtesis del teorema son entonces,

dag > 0 tal que

(4.15) a(my,mn) = colllmulli + 1ICl1T)  V(nh, Gu) € Ker(By)
y la condicién inf-sup:

dko > 0 tal que

(416) /Lnf sup (Xh7 Vgh - "7h)

> ko > 0.
Xn € Ln (01, Gr) € Vi [Ixullpe 1, Gi)llv — ’
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La primer dificultad de la discretizacién es hallar espacios que verifiquen simultanea-
mente ambas condiciones: si se aumenta V), para que se cumpla (4.16), crece también
Ker(By,) y no se verifica (4.15).

No obstante para las aproximaciones de 8, y wy, soluciones de (3.24), (3.25), se dispone
del siguiente resultado:

Teorema 4.3 :  Dado el problema (4.3),(4.4), sea By, el operador definido en (4.14).
Supongamos que a(.,.) es una forma bilineal coerciva sobre Ker(By,). Entonces existe una
tnica solucion (B, Won, You), Y dicha solucion verifica

@11 118y = Boalh + llwo—woalh <€ (T p (18— mlik

inf

+llwo — +
||wo — Cull1) x, €T

7o = Xl

En particular si se elige I', = VIV, — Hj, se tiene

Ker(By) = {(n,,Ch) : 1 = VGr}

_ (™ L_ [ ™
"h <n2>’ "h <m>

resulta rot(n,) = div(n;t) = 0, para todo n,, € Ker(By,) donde

Llamando

_Om  Om

div(n) = or oy

La utilizacién de espacios discretos que satisfagan exactamente la condicién div(nit) =
0 suele provocar dificultades numeéricas. El problema de minimizacién se reduce en este
caso a hallar

min

1
{(my, ) = divmik = 0} §a(77ha M) — 9(G)

La estructura de este problema es similar a la que se presenta en el problema de Stokes.
Para dicho problema, existen dificultades en la utilizaciéon de espacios discretos que sean
exactamente incompresibles. En general la condicién div(n;t) = 0 resulta altamente
dependiente de la red, y suelen existir pocas funciones independientes que satisfagan
dicha condicién. Esto implica una cota pobre en la expresiéon (4.17) para el error. En
particular puede dar lugar a un fenémeno de bloqueo, en el cual la Unica funciéon que
cumple la condicién mencionada es la funcién nula.

La formulacion (4.3), (4.4) es suficientemente general, con respecto a la eleccién de la
discretizacion para I'j, y no requiere que sea exactamente igual a VW, — Hj. No obstante
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esta eleccion es de especial interés, ya que el modelo resulta en ese caso un modelo de
desplazamientos.

Por lo tanto, para evitar los problemas descriptos, se trata de debilitar la condicién
div(m;-) = 0, conservando la estructura de desplazamientos. Esto es posible apelando
a técnicas de integraciéon aproximada, o bien proyectando o interpolando (V({, — n;) en
espacios apropiados.

4.1 Aproximacion mediante elementos finitos mixtos y un nuevo
enfoque para el analisis del error.

De acuerdo a lo expresado anteriormente, se plantea la definicién de un nuevo problema
que reemplazard a las ecuaciones (4.1), (4.2), en el cual se introducird un operador de
interpolacién o proyeccion. Para dicho problema se estudiaran condiciones suficientes que
garanticen convergencia para diversos métodos de elementos finitos. Consideraremos de
aqui en adelante, por simplicidad, A = 1.

Dados los espacios de elementos finitos Hy,, W), y I',, se define un operador
I:X — Ty, con H(Q) € X C L?(Q) que efectia la interpolacién o proyeccién y
que cumple

(4.18) In — ||y < CHMlmlly ¥m € HY(Q) N X

Observacion 4.1 : Si k = 1 ésta es la propiedad clésica de aproximacién en L2

Suponemos ademas que

(4.19) VW, cTy

En lugar del problema (4.1), (4.2) se resolvera el siguiente problema:

Hallar (8r, wn,y,) € Hp x Wy, x T'y, tal que

(4.20) a(Br,mp) + (¥, VG — ) = (f,G) V(04, G) € Hiy x Wy,
(4.21) Y =t (Vw, —118,,)

Sea V;, = H, x Wj,. Se puede demostrar que la forma bilineal definida por el primer
miembro de (4.20), es V,, eliptica con constante de coercividad dependiente de t. Esto
garantiza existencia y unicidad de la solucion del sistema dado, para t fijo.

Observacion 4.2 : La condicién (4.19) no es necesaria para la existencia de solucién,
ya que se puede reemplazar V(;, por II(V(,) en (4.20) sin afectar la coercividad. No
obstante todos los métodos que se analizaran cumplen dicha condicién.

Con el objeto de analizar el comportamiento del error, observamos qué ecuacién sa-
tisface. A partir de (3.16) se obtiene
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(4.22) a(B,my) + (v, V¢ —1(ny,)) = (f,G) — (v, 1l(ny,) —n,) V(04 ) € Vi

Restando de (4.22), la ecuacién (4.20) resulta

(4.23) a(B = Bp,ny) + (v =94, VG — U(ny,)) = (v,m, — (1)) V(np,Cn) € Vi

Llamamos a esta ecuacién, ecuacion del error.
En particular tomando 1, = 0,

(4.24) (v =71, V) =0. V¢ €W,

Lema 4.1 : Sean B € Hy,, € W), y 4 =t 2(Vi — I18) € T,. Se cumple
(4.25) (1B =Bull + I = vallo < CUIB = Bl + t1IA = lo + ~¥[1v 5]
Dem. : A partir de (4.23) se obtiene

(4.26) a(B = Bpmy) + (¥ — i VG — (ny,)) =

= CL(B - /87 Tlh) + ('AY -7 vCh - H(nh)) + (7a Ny — H(nh)) v(nha Ch) € Vh

Eligiendo como funciones de prueba

A

nh:ﬂ_IB}u Ch:w_wh

resulta )
Y= = t_Q(v(w —wy) — (B = By))

Reemplazando estas expresiones en (4.26)

(4.27) G(B - By, B Bh) + (¥ — V¥ —Yn) =

:a(IB_ﬁvlé_l@h)+t2(:Y_77’?_7h)+<’Y7B_/3h_n(3_/6h))

Utilizando la coercividad y continuidad de a(.,.) y la desigualdad de Schwarz

(4.28) al[B = Bulli + 117 = vlls < ClIB — BlIulIB — Bulli+

15 = ol = Yallo + B* IV [1k-1]18 — Balli]

donde se ha utilizado (4.18). De aqui obviamente resulta (4.25).
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De (4.25) se observa que eligiendo convenientemente los elementos B y 7 de manera
que resulten buenas aproximaciones de 3 y - respectivamente, se obtendran resultados
de aproximacién para el error en la norma [|3 — 8,1 + t||v¥ — Vullo-

La forma en que se definan las aproximaciones dependera del método considerado.

El teorema que sigue es el resultado central de nuestro anélisis, ya que proporciona
condiciones generales en cuyo marco es posible analizar la convergencia de los diversos
métodos mixtos.

Teorema 4.4 :  Sea H;, C H}(Q), W), € Hy(Q), T, C L*(Q). Supongamos que se
cumple la inclusion (4.19). Sea Il : X — T, un operador que satisface (4.18). Si existe
B € Hy, weW,yun operador Il : Hy(rot, Q) — Ty, tal que

(4.29) 18 = Bl < Ch¥|Blles B € HY(Q) NH(Q)
(4.30) § =1t7(Vi — TIB) = TI()
Y -
(4.31) In —Tnllo < CR*|nllx  ¥n € HY(Q) N Hy(rot, Q)
entonces
(4.32) 1B = Bulls + Y — vallo < CRP1Blksr + 1k + 1Y) 5-i]
Dem. : Resulta en forma inmediata a partir de (4.25) y de la eleccién indicada para B
y -

O

Corolario 4.1 Bajo las hipotesis del teorema anterior y considerando k = 1, resulta
(4.33) |lw —wally < CA[|B]l2 + t][7Il + [1¥]lo]

Dem. :
Vuw — Vuwy, = (v —,) + (8 —118,)

Por lo tanto

IVw = Vwnllo < €[l = vullo + |18 = TIBllo + [|TI8 — TIB,[o

A partir de (4.18)
T8 —T1B4|lo < C1|B — Bulls
Utilizando nuevamente (4.18) para acotar el segundo término y aplicando (4.32) se obtiene

(4.33).
O

Si €2 es un poligono convexo se dispone de los resultados de regularidad mencionados
en el Inciso 3.2 . En particular si g € L*(Q)
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(4.34) 18Iz + tll7[lx + [l7llo < Cllgllo

En este caso, suponiendo que se verifiquen las hipétesis del Teorema 4.4 con k = 1,
resulta

(4.35) 1B = Bulls + tlly = vallo + [[w — wally < Chllgllo

La condicién (4.30) del Teorema 4.4 puede ser descripta més claramente mediante un
diagrama.

Sea B el operador definido en (3.18) y B:H,xW, — T} el operador correspondiente
al problema discreto definido por

(4.36) B(ny,, ) = (VG — Iny,)

La condicién (4.30) se expresa a través de la existencia de un operador
®: HY(Q) x Hy(Q) — Hy x W,

para el cual denotamos (7}, éh) = ®(n, (), tal que el siguiente diagrama conmute :

B
H}(Q) x H)(Q) — Hy(rot, Q)

(4.37) o | | 10

Hh X Wh — Fh

~

B

En el caso particular en que II = IT = P donde P es el operador proyeccién L2, se
cumple

(VC—n) = (VG — 1), X)) =0 Vx, €T

Esta es precisamente la propiedad de Fortin (4.12), que es equivalente a la condicién
inf-sup, de manera que la condicién (4.30) puede ser considerada como una generalizacién
de la misma.

4.2 Espacios de elementos finitos y operadores.

Las condiciones del Teorema 4.4 indican que la eleccién de los espacios Hy,, W), vy T'j, de
elementos finitos, a utilizar en el problema discreto (4.20), (4.21), no puede ser realizada
en forma independiente. En particular se deben verificar las relaciones (4.19) y (4.30).

El lema que sigue proporciona condiciones suficientes para garantizar (4.30) a través
de una eleccién apropiada de espacios y operadores. En particular, bajo esas condiciones
resulta II = II.
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Lema 4.2 : Sean H,, W,, Iy, y Il definidos como en el Teorema 4.4. Sea
R : H(Q) — H;, un operador de interpolacion en Hy. Si se eligen los espacios y
operadores de modo que se cumplan las siguientes propiedades:

(4.38) I'y, € Ho(rot, Q)

IT: H'(Q) NHy(rot, Q) — T}, verifica

(4.39) / rot(n —In)gndrdy =0 Vg, € Qn, Y0 € Hy(rot, ) N H'(Q)
Q

donde

Qn =rot(Ty) = {nn : mr = rot(xs), Xn € Tn}
(4.40) Six, €Ty yrot(x, =0= 3¢, € Wy : x, =V
(4.41) /Qrot(n — Rn)qpdxdy =0 Vg, € Qp
Y
(4.42) In — Rnll1 < CR¥||nlles1 VY € HE(Q) N H*(Q)

Entonces Fw € Wy, y B € Hy, tal que se cumple

(4.43) y =tV —TIB) = TI(~)
donde B verifica (4.29).

Observacion 4.3 : Estas condiciones son las utilizadas por Bathe, Brezzi y Fortin en
[11], para obtener estimaciones del error en el caso limite ¢ = 0. Utilizando los mismos
argumentos se demuestra (4.43).

Dem. : Eligiendo 3 = R8 y tomando n = B8 — 3 en (4.39) se tiene

A

(4.44) | rotl(8 = B) =118 = Blandady = 0 Vo € Q

Utilizando (4.41) resulta
/Qrot(ﬂ — B)qhdxdy =0

y por lo tanto
/Qrotl_[(ﬁ — B)qhdxdy =0

De aqui, eligiendo ¢, = rotll(8 — B) se tiene rotll(8 — ,@) = 0 y de acuerdo con
(4.40) existe vy € W), tal que II(8 — ﬁ) = Vuv;. En forma similar existe v, € W), que
verifica II(Vw) = Vs, y eligiendo @ = vy 4 vy, resulta I1(3 — B) + [I(Vw) = Vi que es
equivalente a (4.43).

Finalmente (4.29) es consecuencia inmediata de (4.42).
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El Lema 4.2 proporciona una forma sistematica de construccién de elementos conver-
gentes.

Como se mencioné en el Inciso 3.2, las ecuaciones del modelo de Reissner- Mindlin,
estan relacionadas con el problema de Stokes. También los espacios a utilizar estan
intimamente ligados a los empleados en la resolucion mediante elementos finitos de dicho
problema.

En relacion al problema de Stokes, se han estudiado [14], [21], varias aproximaciones
al espacio H(div, ). La consideracién fundamental en la definicién de los espacios de
aproximacién conforme de H(div, §2) es garantizar la continuidad de la componente normal
en los bordes interelemento.

Los mismos argumentos que los utilizados para obtener una aproximacion conforme
para H(div, Q) determinan que para obtener I', C Hy(rot, (), es necesario que los ele-
mentos de I';, posean componente tangencial continua [14]. Es decir que salvo rotaciones,
las mismas aproximaciones son validas para ambos espacios.

Es importante observar que las condiciones del Lema 4.2, comprometen también en la
definicién de espacios, la estructura del espacio Qp = rot(I';).

Analicemos con més detalle las condiciones (4.39) a (4.42) de dicho lema. La condicién
(4.39) esta ligada a la definicién de los grados de libertad para la interpolacién en T'y,.

En relacién a la condicién (4.40), se conoce un resultado general [21]:

Teorema 4.5 : Una funcién v € L*(Q) satisface rotv = 0 y < v7,1 >gq= 0 sii
existe una funcién ¢ € HY(Q) tal que v = V.
O

Como se vera en el andlisis de los ejemplos, mediante la utilizacion de el teorema
anterior, la correspondencia entre T', y W), para (4.40), se basa solo en una eleccién
apropiada de los polinomios en cada espacio.

También estan asociadas a la resolucién del problema de Stokes, las condiciones (4.41)
y (4.42). De la aplicacién del Teorema 4.1 a la discretizacién de las ecuaciones de Stokes
(3.34), (3.35) se deduce que los espacios discretos para la aproximacién de velocidades y
presion deben satisfacer una condicién inf-sup. Se conocen varios ejemplos de pares de
espacios que la satisfacen y para los cuales se ha efectuado la contruccién de un operador
que cumple la condicién (4.12). Precisamente esa es la condicién (4.41) requerida en
la definicién del operador R. Por otro lado la condicién (4.42) surge de las técnicas de
construcciéon de los operadores R en las aplicaciones, ya que éstos son operadores de
interpolacién. De modo que los pares de espacios estables para el problema de Stokes son
utilizables en el modelo de placas.

5 Ejemplos

En esta seccion se aplican los resultados del andlisis de error a varios elementos.

Se utilizara la notacion Py, para el espacio de polinomios de grado menor o igual que
k, vy Q;; para el espacio de polinomios de grado menor o igual que ¢ en la primer variable
y que j en la segunda. Se utilizard también Q) = Q-
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En los dos primeros ejemplos los espacios y operadores satisfacen las hipdtesis del
Lema 4.2.

5.1 Un elemento triangular de bajo orden

Sea T} una particiéon de €2 en tridngulos.
Se define I'j, como la rotacion del espacio de Raviart-Thomas de méas bajo orden,

(51) I, = {’l’]h € Ho(TOt, Q) : 77h|T € PodPo ( _jf ) VT € Th}

En general los espacios de Raviart-Thomas de orden k se pueden definir a partir de
su expresion sobre cada elemento 7' de la triangulacién:

RT(T) = Pw(T) +x" Pi(T)

donde

(5.2) x" = ( _;12 )

y el superindice r indica rotacién. Para cada tridngulo 7" € Y}, sean {97 },—1 2,3 los lados
de T'y T, el vector unitario tangente al lado OT;.

Proposicién 5.1 :Para cada elemento T y para m, € RT(T') se cumplen las siguien-
tes propiedades :

rot(my,) € Pr(T)

nhT|8T - Rk(aT)

donde las funciones de Ry (OT) son polinomios de grado < k en cada lado de T'. Ademds
el operador rot es suryectivo de RT}(T) sobre Py(T).
O

Los grados de libertad que definen la interpolada n,, € RT}(T),k > 0, son los siguien-
tes:

(5.3) / N, TiPkds :/ nTpeds Vpr € Re(0T) i=1,2,3
8Ti 8Ti

(5.4) [ mpisdedy = [ mpiadedy Vo1 € Pry(T)

En las relaciones precedentes sera necesario que 1 posea mayor regularidad que per-
tenecer solo a H(rot, 2), para que tengan sentido las integrales en el segundo miembro de
(5.3).

Teniendo en cuenta que el operador II se aplica a funciones de H*(Q), la traza tan-
gencial pertenecerd a Hz(87T). Por lo tanto el operador IT correspondiente a (4.39), con
I';, dado en (5.1), queda definido a partir de la relacién (5.3) con k = 0 y satisface (4.18)
para k = 1, por ser un operador de interpolacion.

26



Para definir H;, utilizamos la rotacion de un espacio utilizado para el problema de
Stokes [21], [14].

Sean Aq, Ao, A\3 las coordenadas baricéntricas correspondientes a un elemento 1" € Y.
Sea T; el vector unitario tangente al borde 0T}, en el cual \; = 0. Se definen

(55) 6251 = A A\3T1, ¢2 = A3\ T2, ¢3 = M AoT3

El espacio para las rotaciones es

Hy, = {n, € Hy(Q) : mylr € P1® < ¢1,¢2, 03 > VI € 1y}

donde < ¢1, ¢o, @3 > indica el espacio generado por las funciones ¢;.
La definicién de un elemento de éste espacio se efectiia a través del operador R [14]
que verifica, para cada T € Y}, y para cada n € H}(Q2), las propiedades:

(5.6) R(n)|r € Pa(T)
(5.7) R(n)|r(P) =Cr(n(P;)) VP, vérticede T. i=1,2,3
(5.8) /BTi Rnt,; ds = /aTi nrTids i=1,2,3

Debido a que las funciones de H}(2) no son necesariamente continuas, en (5.7) se
introduce el operador de regularizacion local de Clement Cj, [21]. Su definicién se efectia
a través de la utilizacion de macroelementos que contengan a 7'y posee propiedades
similares a las de un operador de interpolacién para funciones continuas.

El operador R definido previamente verifica la condicién (4.41), que se deduce en
forma inmediata de (5.8) ya que

/ rot(Rn —n) dxdy = / (R —m)1ds =0
T or

y se demuestra con las técnicas usuales [21] que R satisface (4.42) para k = 1.
Finalmente el espacio para los desplazamientos transversales es

Wy, = {Uh € H(IJ(Q) : Uh|T eP, VIe Th}

y verifica las propiedades (4.19) y (4.40). La primera es inmediata, mientras que para la
segunda basta observar que si x;, € 'y, v rot(x;) = 0, entonces x,,|r € Po vy, de acuerdo
al Teorema 4.5, existe un elemento ¢ € H'(Q) tal que ¢|r € P; y x;, = V¢. Teniendo
en cuenta que la derivada tangencial de ¢ es nula sobre 0f), ¢ resulta constante sobre el
borde y por lo tanto se puede elegir ¢ = ¢}, € W}, que verifique (4.40).

Aplicando el Lema 4.2, eligiendo [‘3 = R y considerando II = II, se verifican todas
las hipétesis del Teorema 4.4, obteniéndose la correspondiente acotacion del error (4.32)
con k = 1, mientras que si la region €2 es un poligono convexo tendremos una estimacion
6ptima del error de la forma (4.35).
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5.2 Elemento de Bathe - Brezzi de segundo orden.

En [5] Bathe y Brezzi introdujeron un elemento rectangular de O(h?), demostrando la
convergencia del mismo para el caso limite ¢ = 0, bajo hipdtesis similares a las del Lema
4.2 .

Llamamos ahora T, a una particiéon de ) en rectangulos.

Se define

Ty, = {n € Hy(rot, Q) : my|x € Q, VK €T,}

donde Q es el espacio rotado del definido por Brezzi, Douglas, Fortin y Marini de orden
2.

A 2 2
Q= < 1,21, 29, 2122, 75 > X < 1,21, T2, 2129, 27 >
Su definicién general para orden k, sobre cada elemento rectangular K es:
BDFM}, = P— < 0,25 > — < 2% 0 >

Dado un elemento rectangular K € Tj, sea 0K = U;<;<4 OK;, el borde del elemento.
El rotor y las componentes tangenciales cumplen las siguientes propiedades:

Proposicién 5.2 : Para cada elemento K y para n, € BDF M (K)

rot(n,) € Pr_1(K)

N7 lox € Ri-1(0K)
O

Los grados de libertad correspondientes a BDF M (K) estan dados por las relaciones:

(5.9) / N, TiPk—1ds :/ NTipr—1ds Vpp_1 € R_1(0K) 1=1,2,3,4
BKi 8Ki

(5.10) /Knhpk—zdﬂfdy = /Kﬁpkddxdy VPi—2 € Pra(K) (k> 2)

El operador II definido a partir de (5.9), (5.10) con k = 2 satisface (4.39) [12], [21],
y, suponiendo las condiciones de regularidad necesarias para 1, resulta un operador de
interpolacién. En ese caso se tendra

(5.11) ln —Tnllo < Ch?||nlls  ¥n € H? N Hy(rot, Q)

Veremos que se cumple (4.18). Para ello utilizamos los mismos argumentos que en [6].
Observemos que II verifica

(5.12) In— Tnlly < Chlnll, v € HY(Q) N Ho(rot, Q)
y segun (5.10)
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(5.13) /(= 11(m))dady = 0

Dada & € H}(Q), sea &, la proyeccién L? de € sobre las constantes a trozos. Entonces

(m—1n.&) _(m—1n.&—&) _ |ln—"1nllo[|€ — &llo _ cr(nl;

[1€]]s [1€]]x N [1€]]x
de donde se sigue (4.18) con k =2 :

(5.14) ln —TIn||-1 < h?||nl)y
El espacio Hj, utilizado es :
Hh == {nh € Hé(Q) : nh‘K € Q27 VK € Th}

En este ejemplo el operador R se corresponde (salvo rotaciones) con el construido
para satisfacer la condicién (4.12) entre los espacios Q2 — P; en el problema de Stokes.
R queda definido a partir de las siguientes condiciones:

(5.15) R(n)|x € Qu(K)
(5.16) R(n)|x(P;) = Cr(n(P;)) VP; vértice de K.
(5.17) R ds:/ nds i=1,234
0K; 0K;
(5.18) / Rndxdy = / ndxdy
K K

donde en (5.16) se utiliza nuevamente el operador de regularizacién mencionado en el
ejemplo anterior. El operador R satisface (4.41) [12], [21]. La acotacién (4.42) se cumple
para k= 2:
(5.19) [In — Rl < CR?|Inl|5
Finalmente
Wy, = {’Uh € H(l)(Q) : Uh’K € Qg, VK € Th}
donde
Qb = < 1,21, Ty, 119, 15, 5, 2320, T175 > .

De acuerdo a lo expresado en el ejemplo anterior, la construccion de W), permite verificar
las relaciones (4.19) y (4.40).

Aplicando el Lema 4.2, considerando IT = II y, teniendo en cuenta (5.19), (5.11) y
(5.14), se obtiene mediante el Teorema 4.4 una acotacién de la forma

18 = Bully + tlly = vullo < CR2[[1BI]5 + tl¥ll2 + |7]1]
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5.3 Elemento de Bathe - Dvorkin

Este elemento rectangular, ha sido definido en [9]. En [6] se demostré también conver-
gencia de O(h) para redes uniformes, pero a diferencia de los ejemplos anteriores, las
estimaciones obtenidas suponen mayor regularidad para las soluciones : v € H*(Q), y
B € H3(Q).

En la demostracién utilizando el Teorema 4.4 hemos obtenido nuevos resultados,
también considerando redes uniformes. Las estimaciones obtenidas mejoran a las pre-
sentadas en [6] y [18], ya que los requerimientos de regularidad sobre 3 y - permiten
obtener cotas de error éptimas independientes del espesor de la placa, pues se requiere
que B € H*(Q) y~ e HY(Q).

A diferencia de los ejemplos anteriores, en este caso no es posible construir un operador
R que satisfaga las hipétesis (4.41) y (4.42) del Lema 4.2 [21], por lo cual se aplicar
directamente el Teorema 4.4.

La definicion de los espacios es la que sigue:

I'}, es el espacio de Raviart-Thomas de mas bajo orden rotado,

(520) Fh = {’I]h < HO(T’Ot,Q) . ’I’]th € QO,I X QLO? VK € Th}

donde como antes K es un rectangulo perteneciente a una particion T, de €.
En general el espacio de Raviart-Thomas de orden k rotado estd definido por

(521) RT,: = Pk7k+1<K) X PkJrl,k(K)

La definicion de los grados de libertad para los elemento del espacio de Raviart-Thomas
rotado de orden k se efectiia sobre un elemento K, de acuerdo a las relaciones:

(5.22) / 7T ipds :/ nripeds Vp € Ry(OK), i=1,2,3,4
(9K¢ 6Ki

(5.23) /K nydrdrdy = /K néndedy Vo € W (K)

donde

Ui (K) = {Pr-1x(K) X Prp-1(K)}

Vale el siguiente resultado:

Proposicién 5.3 : Para K € T}, ym, € RT}(K),

rot(mny) € Qk

N7 lox € Pr(OK)

donde las funciones de Pr(0K) son polinomios de grado < k en cada lado de T, que se
pegan con continuidad en los vértices.
O

El operador de interpolacién II definido a partir de estas relaciones satisface (4.39) y
(4.18) con k =1 [6], [23].

30



La definicién del espacio W), es :
Wh:{UhEHé(Q)ZUh’KEQl, VKET}L}

y por su construccién satisface (4.19) y (4.40).
El espacio para las rotaciones se define como:

H, ={n, e H(Q) :m,|x € Q1, VK € Tp}

El espacio Q) = rot(T',) esta definido por

Qn=1{qn € LQ(Q) Sqnlk € Py, VK €Ty y/ﬂqudy =0}

Para el par de espacios H;, — @), se conoce, en el contexto del analisis del problema de
Stokes, que no existe un operador R que satisfaga las relaciones (4.41) y (4.42) [21], como
se menciond anteriormente. No obstante las técnicas denominadas de macroelementos
[14], [21] permiten garantizar la condicién inf-sup sobre subespacios H, cH,v Q) C Qs,
definidos a partir de redes mas gruesas, donde cada elemento esta formado por la uniéon
de un nimero fijo de elementos de la red original. Con el objeto de definir dichos espacios,
se introduce la siguiente notacion: Sea ¢y € @, la funcién que toma los valores 1 y -1
alternadamente sobre los elementos de T}. Sea Qh el espacio ortogonal a qq, es decir

Qn = {an € Qn : (qn, ) = 0}

Dada una red perteneciente a una familia de redes Y, formada por elementos rectan-
gulares, definiremos una nueva red de macroelementos. Por simplicidad se suponen solo
elementos cuadrangulares. Sea por lo tanto una red de N x N elementos cuyos nodos se
numeran con indices I, J, 1 < I,J < N. Siguiendo la notacién de [21] llamamos € ;
al macroelemento formado por los cuatro cuadrados con vértice comin I,J. Sobre cada
macroelemento se definen cuatro funciones (vg)rs, 1 < k < 4, que toman los valores 1y
-1 sobre cada subcuadrado de €1 ;, de acuerdo al diagrama de la Figura 2.

1 1 —1 1 1 1 —1 1
1 1 —1 1 -1 -1 1 -1
(Vl)IJ (VQ)IJ (V3)1J (V4)1J

Figure 2: bases definidas sobre los macroelementos

Finalmente se descompone Qh = Aj, + Qy, donde
(5.24) An = {an € Qu; e, = (cuva)rs}
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(5.25) Qh = AIJ{ ={an € Qh; Qh‘ﬂu = (a1 + ot + a3vs)g g}

A estos espacios se asocia el subespacio de H;, definido por

(5.26) H), = {n, € H) : /Qrotnhqhdxdy =0 Vg, € Ap}

Para los espacios Hy, Q) se demuestra [21] que satisfacen la condicién inf-sup sobre
una nueva red, denominada de super-macro elementos. El super-macro elemento se define
como la unién de cuatro elementos {1; ;, de manera tal que formen una nueva particién
de €.

Con el objeto de definir II se introduce la siguiente notacién: Llamamos P : L2 — Q)
a la proyeccion ortogonal. El operador proyeccién satisface

(5.27) lg — Pqllo < Chllqll: Vq € H'(Q)

ya que Qh contiene a las funciones constantes a trozos, sobre una malla mas gruesa de
didmetro 2h.

Sea || ||-1 la norma en el espacio dual de H'(2). Teniendo en cuenta que
(¢ — Pg,qn) = 0 Ygq, € Qp y, llamando v al elemento en H(Q) tal que |jv]| = 1y
lg — Pql[-1 = (¢ — Pq,v), se tiene

(5.28) |l¢ — Pall-1 = (¢ — Pg,v — Pv) < Chllg — Pqllo < Chllglle V¥q € L*(Q)

Utilizando argumentos similares a los de [6], es posible probar el siguiente lema:

Lema 5.1 :  Para los espacios H, Y Qn definidos anteriormente, dado 3 € H}(Q),
existe 3 € Hy, que cumple

(5.29) /Qrot(ﬁ - B)qhd:cdy =0 Vg, €Q,
y A
(5.30) 118 — Bll1 < Chl|B|l2

Dem. : Sea 0 = (01,65), donde 6, = By y 03 = —f31, de modo que rot(3) = div(0). Se

considera el problema auxiliar

(5.31) ~AO+Vp=—-A8

(5.32) div(8) = div(0)

cuya unica solucion es 0 = 6, p=0.
Consideramos la forma débil de dicho problema :

(5.33) (VO,Vn) + (p,divn) = (VO,Vn) Vn e HL(Q)
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(5.34) (div8, q) = (divl,q) Yq € L*(Q)

_Si se aproxima numéricamente la solucién de este problema, utilizando los espacios
H, , Q) y la red de super-macro elementos, se obtienen soluciones 6y, y p, que, de acuerdo
a resultados conocidos para el problema de Stokes [21] verifican

(5.35) 116 — 64|11 + ||pallo < CR|0]]> = Ch||B]|»
Llamando
(5.36) 8= ( ~On2 )

On1

se verifican las relaciones (5.29) y (5.30).
O

Las relaciones (5.29) y (5.30) son similares a (4.41) y (4.42) del Lema 4.2, pero solo
se cumplen para los espacios Hy, Q. Utilizando (4.39) y (5.29) concluimos que

(5.37) /Qrotl_[(,@ — B)qhdxdy =0 Vg, €Qn
Teniendo en cuenta que B € Hy, y utilizando nuevamente (4.39)
/QrotHthdxdy = /Qrot,éqhdxdy =0 Vg, € A,
es decir que rotHB € Qp, y por (5.37) rotHB = Protll3, o en forma equivalente
(5.38) rotll3 = —t*ProtIly
Sea x € Hy(rot, Q) tal que
rotx = rotlly — Protllvy

Si tal x existe entonces rotx € @ y por lo tanto, segiin (4.39), rotx = rotllx. De
aqui y teniendo en cuenta (5.38), existe w € W), tal que

(5.39) Vi = t*(Tly — IIx) 4 113

Esto sugiere la forma de construccién del operador II. Definiremos en primer lugar x.
Dado m € Hy(rot, §2) se define

x(n) = curlg = (—0¢/0xs,0p/0x;)
donde ¢ es la solucién del problema
—A¢ = rotlln — Protlln en ()

con condiciones de Neumann homogéneas.
x(n) satisface
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(5.40) rotx(n) = rotlln — Protlln

y

(5.41) lIx(M)||s < C||rotlln — Protlln||s—1 s=0,1
Entonces se define

(5.42) [y = T(n — x(n))

Tomando n= ~ se verifica la condicién (4.30) del Teorema 4.4. Resta verificar (4.31).
Por la definicién de IT

(5.43) [lm = TInllo < [ln — Tnllo + [[Tx(n)|o

El primer término se acota de acuerdo a (4.18), mientras que para el segundo se tiene

[[TIx (n)]lo < Chllx(m)||1 + [Ix(M)[lo < Chl|rotlin||y + C||rotlln — Protlln|| -,

donde se ha utilizado (5.41). Finalmente la tltima expresién se puede acotar utilizando
(5.28) y se tiene

Tx(m)llo < Chl[rotlin(lo < Chllrotnllo < Chlnlh

Aplicando el Teorema 4.4, se obtiene la siguiente estimacién del error :

(5.44) I8 = Bulli +tllv — vullo + [lw — wally < CL||B]|2 + t|[¥[|1 + [|7]]o]

que como se menciond anteriormente, resulta una estimacién 6ptima ya que se considera
una region rectangular.

5.4 El elemento no conforme de Arnold y Falk

En esta seccién se extiende el andlisis del Inciso 4.1 al método de Arnold-Falk introducido
en [2]. En este método el desplazamiento w se aproxima mediante elementos no conformes,
es decir que el espacio discreto W), ¢ H(€2).

Sea T} una particion de € en tridngulos. Se define

(5.46) Wi =A{v, € Ly(Q) = vp|p € Py, VT € T vy, e continua en los
puntos medios de los bordes interelemento y se anula en los

puntos medios de los bordes de la regién}

y
(547) H, = {’I’]h S H[l)(Q) : ’I’]h|T eP. PobT, VT € Th},

donde by es una funcién burbuja de grado 3, es decir by € P3 y by = 0 sobre 0T
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Dada v, € Wy, sea Vyv, € L?(Q) la funcién vectorial constante a trozos cuya re-
striccién a cada tridngulo estd dada por Vo, |r.
Sea P : L?(Q2) — T, la proyecciéon L2. El problema discreto para el método es:

Hallar (8;,, wn,7;,) € Hy x W), x T, tal que

(5.48) a(Bpn, M) + (Y, Viln — Pny) = (f,G)  Ymy, € Hyy G € W,
y
(5'49> Yh = t_Q(Vhwh - Pﬂh)

Debido a que W), ¢ H}(Q), la ecuacién de error debe incluir términos de consistencia
que surgen de reemplazar V,,(;, en la ecuacion (3.16).
En este caso la ecuacién de error (4.23) se reemplaza por

(5.50) a(B — B, ) + (¥ — Y VG — P(my,)) =

=(v.m—Pmy))+ Y /BT Crynds  Vm, € Hy, ¢, € W)

TeY

donde n es el vector unitario normal al borde de T
Procediendo como en el Lema 4.1, se obtiene

(5.51) al[B = Bulli + 117 = vlls < ClIB — BlIulIB — Bulli+

][5 = loll& = Yaullo + [¥]lohlIB = Brll1] + ] Z/ vpynds|
Tex, /9T

para B eHy, weW,, ¥=t2(Vy — PB) ely, yv, =w—w, €W, Deaqui

(5.52) 18 = Bullf + 2115 = alls < C{IIB = BIE + 17 — 115

g ++1 3 [ vemds))

TeY),

donde se ha utilizado la relacién ab < icﬂ + %bz, Vs > 0. Para estimar el ultimo término
en (5.52) se utilizara el siguiente lema debido a Crouzeix y Raviart [17], que es central en
el analisis de métodos no conformes.

Lema 5.2 : Sea ¢ € HY(Q) y ¢, € Wy, entonces

(5.53) | > | Ggnds 1< ChlIgILIIVaGllo

TeY),
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Si se aplica directamente este lema, las estimaciones dependeran de ||v|]1, que no
estd acotada uniformemente en ¢t. Por ese motivo serd necesario efectuar una acotacion
mas precisa de los términos de consistencia. Para ello recurrimos a la descomposicion de
Helmholtz mencionada en el Inciso 3.2 y expresamos

v = Vr +curlp

donde r € Hy(2) y p € H'(Q) con [, pdzdy = 0.
Lema 5.3: Sea BcH,, we W, ydy=t2(Vyb— PB) €T}, entonces
(5.54) 18 = Bull + 15 = vallo <
< OB = Bl + 17 =l + hllvllo + hlIr[l2 + [Iplh + t[pl[2)]

Dem. : Aplicando el Lema 5.2

(5.55) B> AthVr.ndsK ChlJr|l|[Vaonllo

TeY

Tomando v, = w — wy, y teniendo en cuenta que

(5.56) Vil — wy) = (¥ —v,) + P(B - By),

se obtiene

(5.57) > / v Vrads |< Chllrll2(E]1% — vullo + 18 = Bullo).
Tex, /T

Por otro lado,

(5.58) Z/a vpeurlpnds = ) /curlp.thhda:dy
T T

TeY), TeYy

Sea p € H'(2) la funcién lineal a trozos y continua, definida a partir de p mediante
el proceso de interpolacién y regularizacién de Clement. En ese caso p aproxima a p
cumpliendo las siguientes propiedades:

(5.59) llp — p|l1 < Chllp||2

(5.60) [l — pllo < Chllp||x

y

(5.61) 1151 < [lp =l + Il < Cllpllh

Se cumple ademas

(5.62) > /curlﬁ.vhvhdxdy: Z/ vpeurlp.nds = 0
T oT

TeY), TeY,
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ya que curlp es una funcién vectorial constante y la ultima integral queda definida por
el valor del integrando en el punto medio, que es continuo en dicho punto y cero en los
puntos medios de los bordes de la regién de integraciéon. Teniendo en cuenta (5.62) y
(5.58) se obtiene

(5.63) Z /aT vpeurlp.nds = (curl(p — p), (5 — ;) + P(B - B))

TEY,
Utilizando (5.59),
| (curl(p — p), (4 — 1)) |< Chlpll2t*|5 — Yallo,

mientras que para la estimacién del otro término en (5.63) sumamos y restamos
(curl(p — p), (B — B;)). Por (5.61) y las propiedades de aproximacién de la proyeccion
L2

?

|(curl(p — p), P(B — B,) — (B — By))| < Cllpl[1h]|B — Bl

y utilizando (5.60) obtenemos

[(curl(p — §), 8 = By)| = |(p — B, rot(B — By))| < Chllp|l||B — Bulh-

De acuerdo a las estimaciones anteriores se obtiene

660 | Y [ weurlpnds) < Ch{llpllsF ~ villo + Iplll18 ~ Byl11}

TeTh

De (5.57) y (5.64) se obtiene

> /ava.nds\g Ch(lfrlle + tl[pllz + 12l EY = Yallo + 118 = Bullb),

TeY)

que junto con (5.52) permite obtener el resultado (5.54) del lema.
O

El resto del andlisis se efectia como en el caso conforme. Es decir que es suficiente
hallar 3 € H;, que satisfaga

(5.65) 18— B8l < Cnl|Bll,
y w € W), tal que ¥ = Py, es decir

(5.66) P(Vw) + P(8 — B) = Vi

Sea R : H{(2) — H, el operador de interpolacién definido en [1] mediante las
siguientes condiciones :

(5.67) R(n)|r(P) = Cr(n(P;)) VP vérticede T. i=1,2,3
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(5.68) /Rndxdy:/ndxdy
T T

donde como antes Cy, es el operador de regularizacion de Clement. R
Sea B = R(3). Entonces se cumple (5.65) y teniendo en cuenta (5.68) P(3 — 3) = 0.
En este caso se verifica (5.66), si existe w € W), tal que P(Vw) = V,w, es decir si

(5.69) / (Vw — Vaid).qudady =0 Yq, € Po, T € Th
T

La expresién anterior es equivalente a

(5.70) /a (w—i)q,nds = 0.

Sea [ un lado de T y sea M; el punto medio de [. Tomamos w € W), tal que
1
w(M;) = T /wds
!

donde || es la longitud de [. Entonces se cumple (5.70) y en consecuencia (5.66). Apli-
cando el Lema 5.3, se obtiene la siguiente estimacion del error

(5.71) 18 = Bully + tlv — allo < Ch{lIBIl2 + 7|2 + Ilpll1 + tl[pl]2}
y en consecuencia
(5.72) IVw = Viywallo < CR{|IBIl2 + [[7]l2 + [Ipllx + tllpll2}

Como se menciona en el Inciso 3.2, si €2 es un poligono convexo,

1B = Bl + v = vallo + [IVw = Viwa[lo < Chllgllo-

6 Elemento de Zienkiewicz, Taylor, Papadopoulos y
Onate

Este método, que utiliza elementos triangulares, fue introducido en [26]. También fue
testeado numéricamente en [22], pero no se conocian resultados tedricos referidos a la
convergencia del mismo.

La estructura de este método, no se corresponde con la de los métodos analizados
previamente, por lo cual la demostracion de convergencia no se efectiia en forma directa
mediante la aplicacion del Teorema 4.4, sino a través de la comparacion con el método
definido en la Seccion 5.1, ya que ambos estan fuertemente relacionados. Se mostrara que
la diferencia entre las soluciones de ambos métodos es de orden h? para las rotaciones,
mientras que para el desplazamiento transversal es de orden h. Dado que el método
introducido en la Seccién 5.1 converge con orden A uniformemente con respecto al espesor
t de la placa, el mismo resultado se obtendra para el elemento de Zienkiewicz, Taylor,
Papadopoulos y Onate.

Para facilitar el andlisis llamaremos método I al definido en 5.1 y II al que vamos a
analizar.

38



6.1 Definicion del método

El método II utiliza los mismos espacios que el método I, para las rotaciones y la defor-
macion de corte, es decir

H), = {n, e H(Q) : ny|r € P1® < é1, ¢2, 3 >,VT € Y1}

con ¢, ¢a, ¢3 definidas en (5.5), y

(61) I, = {’f]h c H()(TOt, Q) : 77h|T € Pod Py ( _;2 > VT € Th}

El desplazamiento transversal en cambio, se aproxima en el método II, utilizando un
espacio de elementos finitos que denotamos con W}, y que verifica W), C H é(Q) Con el
objeto de definir este espacio, introducimos las siguientes funciones.

Para cada lado 0T; de un elemento 7', sean j y k los otros lados de T.

Definimos

Ui=NN Y, b = NN

(62) Wh = {Ch S H(l)(Q) : Ch|T € P < @Z);,’lﬁ% >1<i<3 VT € 771}

En este caso no se cumple la inclusién (4.19), una de las hipétesis del Teorema 4.4 .

La idea principal del método II es restringir las funciones (n,,(,) € H, x W, al
subespacio en el que (V(, —1n,) posee componente tangencial constante sobre los lados
de la triangulacion. De ésta condicién se deduce que si

3
(6.3) Calr = p1 + D (o] + Bidh)
=1

donde p; € Py entonces, o; y ; deben estar relacionados con 7,. Mds precisamente, como
Vp; es constante sobre cada T, (V(;, —n,,) tendra componente tangencial constante sobre
el lado 0Ty, si y solo si

ov3
81-k

donde ¢, es una constante. Teniendo en cuenta que ¥ y 95 se anulan en los vértices de
0T}, resulta

k
(6.4) L Y

—MNp-Tk = Ck
61-k h

k k
/ 9y ds = / vy sOTr =0
E) o, d

T, OT
Integrando la ecuacién (6.4) sobre 0T}, se obtiene,

1
Cp = ——— 1},-Trds

Por lo tanto, con la notacién
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1

T = —— Ted
Tk =187 Jor, ™ TR

la condiciéon de componente tangencial constante es equivalente a

ok ok
(6.5) Oékaqﬁllg + kaii =M, Tk — Np-Tk

En particular, dado (n;, () € H, x W}, donde

Wy, = {Uh € Hé(Q) : Uh|T epP, VI e Th}

es el espacio utilizado en el Ejemplo 5.1, definimos (|r como en (6.3) con p1 = Gl y
ag, B segun (6.5). Entonces (V(, —m,) posee componente tangencial constante sobre

cada lado de la triangulacién. Notemos que existen oy y [ que cumplen (6.5). En

oyy . Y3
0T y OT &
que son linealmente independientes, cualquier funcién con esas propiedades (tal como

N,-Tr — M,-T%) puede ser univocamente expresada como combinacién lineal de ellas.
Es posible obtener expresiones explicitas para ay y O a partir de (6.5) de la siguiente
manera : Sean Py () los puntos pertenecientes a 0T} que lo dividen en tres partes iguales.

efecto son funciones cuadraticas cuyo valor medio se anula sobre 97}, y dado

k
Entonces un calculo elemental muestra que g;b_lk se anula en uno de ellos (p.ej. P) mientras
k k k
que g;p_i se anula en el otro, gff}k (Q) = —3|81Tk| Y, gff_i (P) = 3|81Tk|, donde se ha elegido

una direccién fija para 7. Por ello, evaluando la ecuacién (6.5) en Py @ se obtiene,

(6.6) ar, = =3[0T,|{(n),- 71)(Q) — M, Tx}
Y
(6.7) By = 3|0 {(my,-T)(P) — M- Tw )

Para definir una funcién q que posea componente tangencial constante, y que interpole
a la deformacién de corte, se define en [22], el operador Il,q|7 = q; donde q; es lineal
sobre Ty, llamando {V;}1<i<3 a los vértices of T, q; satisface,

(6 S(@ 00 + a (V)7 = am
(69 S(@ (V) — a,(V) 7 =0

para k =1,2,3 donde, i # j y, 0T}, es el lado con vértices V; y V.

En particular, se deduce de (6.9) que las componentes tangenciales de q; son constantes
y, es facil ver que Il,q € T',. En efecto, el espacio I';, puede ser caracterizado, como el
espacio de funciones vectoriales que poseen componente tangencial constante sobre cada
lado, y continua en los bordes interelemento.

A fin de dar una definicién mas precisa del método II, introducimos la siguiente no-
tacion, que sera también utilizada para el analisis del error en la préxima seccién. Dada
una funcién 1, € Hj, definimos,
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3
Sr(my) = D (awdy + Bity)
k=1
donde oy, y Ok estan definidas en (6.6) y (6.7) v,

S(mp)lr = Sr(ny)

De acuerdo a ello, para (n,,(,) € H, x Wy, (V¢ + VS(n,) — n,) posee componente
tangencial constante sobre cada lado.
La solucion aproximada

(Bhawhaﬁlh) € Hh X Wh X Fh

se define mediante,

(6.10) wp, = Wy, + S(/@h)a wy, € Wy,

(6.11) G(Bhv ny) + (Y, H2(VG +VS(ny,) —my)) = (f, ¢+ S(ny))
vn, € Hp, V¢, € Wy,

(6.12) ), = t (Vi + VS(B,) — By)

6.2 Relacién con el método 5.1 y analisis del error.

En esta seccion, analizamos la relacion entre los dos métodos y obtenemos estimaciones
para la diferencia entre las dos soluciones aproximadas. Como consecuencia de ello, ob-
tenemos estimaciones del error 6ptimas para el método II, con constantes independientes
del espesor de la placa.

Comencemos por senalar que los espacios de elementos finitos para las rotaciones
y las deformaciones de corte, son los mismos para ambos métodos. Por lo tanto los
métodos difieren en la aproximacién del desplazamiento transversal, y en principio, en la
interpolacién usada para la deformacion de corte. No obstante mostraremos que ambas
interpolaciones son esencialmente las mismas.

Llamaremos II; al operador de interpolacién en I'j, para el método I, es decir

H1 . H0<7“0t, Q) — Fh

es tal que
Iq|r = q;
donde
(6.13) / Qyrids = / qrids i—=1,23
8Ti 8Ti
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La relacién entre los operadores II; y Il se establece en el siguiente lema.

Lema 6.1 : Para cada 1, € Hy, y ¢, € W), se cumplen las siguientes ecuaciones,

L (V¢ —mny) = (VG + VS(ny,) — ) = 1(VEG+ VS(n,) — 1)

Dem. : La primer ecuacion es equivalente a la condicion
(6.14) [(VS(n,)) =0
y esto se deduce de la definicién de II; y el hecho de que,
oS
(6.15) VSp.Tds = / T s =0
oT, oTy, 0T}

debido a que S7(m;) se anula en los vértices de T'.
La segunda ecuacion se obtiene en forma inmediata, ya que para q.7 constante, (6.13)
y (6.8) coinciden.
O

Recordemos que, de acuerdo a la inclusion VW, C I}, las ecuaciones que definen
(B, wn,v,) € Hy x W), x T'y,, para el método I, se escriben como

(6.16) a(By, ) + (v, VG —i(ny,) = (9,C)  Vmy, € Hy, VG, € W,

(6.17) Vi =t (Vun — IL(By))

mientras que de acuerdo al Lema 6.1, las ecuaciones (6.11) y (6.12), correspondientes
al método II para determinar (8, Wp,7;) € Hy x W), x T';, pueden ser reescritas en la
siguiente forma

(6.18) a(Bh?"?h) + (Y, VG — Hi(ny)) = (9, + S(my,)) Iy, € Hy, VG, € W,

(6.19) A, =2V, — 111(By,))

En particular, restando (6.16) de (6.18) obtenemos las siguientes ecuaciones para la
diferencia de las soluciones,

(6.20) a(By — BrsM) + (Y — Vi, VG — () = (., S(ny))
vn,, € Hy, V¢, € W),
que nos permitiran estimar las mencionadas diferencias. Dicha estimacion se efectiia en

el siguiente teorema.

Teorema 6.1 : Sean (B, wn,~,) v (B, Wn, ) las soluciones definidas por (6.16),
(6.17) y (6.18), (6.19) respectivamente. Entonces,
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(6.21) 181 = Bully + tl7n = vally < CR?[gll,

y
(6.22) [ @y, — wplls < CR?|gllo

Dem. : Tomando m, = B, — B, vy Cn = W, — wy en (6.20) y usando coercividad de
a(.,.), (6.17) y, (6.19) se obtiene

~ 2 - ~
(6.23) 181 = Bully + #11%, = ulls < Clg. 5By — Br))
Un argumento standard de escala muestra que

[¥5llor < Ch . [¥5lor < Ch.

Por ello, de la definicién de S(mn,;,) tenemos,

(6.24) 1S(mu)llor < Ch ];ﬂak\ + 1Bxl)

Con el objeto de acotar ||+ |Gk utilizamos las definiciones (6.6) y (6.7) y obtenemos,

(6.25) || + Bk < ChrllnyTi = M, Tkl oo o) <

< ChlIVallze(ry < Chrl|Vay,flor

con hp el didmetro de T, donde hemos utilizado una desigualdad inversa en el tltimo

paso.
Combinando (6.24) y (6.25) se obtiene,

(6.26) 1S(mu)llo < CRZ([Vmlo

que junto con (6.23) y la desigualdad de Schwartz, prueban (6.21).
A partir de (6.17) y (6.19) se tiene,

IV@n = Vwnllo < 15, = allo + IT(By) — Li(By)llo

< tQH’?h - ’Yh“o + HBh - 5hH1

donde se ha utilizado la propiedad de interpolacion de IT;.
Esta estimacién junto con (6.21) prueba (6.22) con lo que se concluye el teorema.
U

Observacion 6.1 : Es importante notar que la estimacién obtenida para el desplaza-
miento transversal, es vélida solo para la parte lineal de la solucion .

Podemos ahora establecer el resultado concerniente a la convergencia del método II.
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Teorema 6.2 : Sean (B, Wn, ;) y Wy las soluciones definidas por (6.10), (6.11) y
(6.12). Entonces,

(627) 18 = Bully +tly = Anlly + lw —wall, < CR{IBIL, + tllvll, + Ivllo}

y cuando ) es un poligono convezo,

(6.28) 18 = Bully + tlly = Aully + 1w —wall, < Chlgll,
También,
(6.29) lw —wnll, < CR{IBIly + tllvIl; + lIvllo}

y, cuando €2 es un poligono convexo,

(6.30) lw —wnll, < Chliglly

Dem. : A partir de (6.10) se tiene,

(6.31) lw —@yll, < [lw —@nll, + 1S(BuI,

Para acotar ||S(3,,)|: procedemos como en el Teorema 6.1 para la estimacién (6.26)
obteniendo

157(B4) Iz < ChIVBllor

Combinado esta desigualdad con el Teorema 6.1 y las acotaciones (4.32), (4.34) vélidas
para el método I, se obtiene el resultado del teorema.
U

6.3 Resultados numéricos

En esta seccién presentamos algunos experimentos numéricos, con el objeto de ilustrar
los resultados tedricos y comparar ambos métodos. Consideraremos dos ejemplos, para
los cuales las soluciones exactas se obtuvieron en [4], utilizando desarrollos asintéticos.

El primer ejemplo es una placa circular empotrada de radio unitario, sujeta a una carga
transversal dada por g = cos(¢) donde ¢ es el dngulo en coordenadas polares. Debido a
la simetria del problema, resulta suficiente discretizar un cuadrante. Lo hemos efectuado
utilizando cuatro redes uniformes, obtenidas a partir de una red inicial, subdividiendo
sucesivamente cada triangulo en cuatro. En cada paso de refinamiento se movieron los
vértices del borde con el objeto de que pertenecieran al borde del circulo, aplicando
ademas un proceso de suavizacion para que los elementos resulten lo mas regular posible.
La primeras dos redes se muestran en la Figura 3.

Hemos elegido los parametros de elasticidad, £ = 10.92, v = 0.3 y el factor de
correccién para el esfuerzo de corte, Kk = % ( la eleccién efectuada para k corresponde a
la mencionada en el Inciso 2.1). Hemos tomado ademads, tres espesores diferentes, t = .1
, .01,y .001.
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Figure 3: redes de elementos finitos para la placa circular

En las tablas 1 y 2 se listan los resultados obtenidos con ambos métodos para el
desplazamiento vertical y las rotaciones en el punto P = (.4214,.4219) (Ver Fig. 3), para
el espesor de placa t = .01.

Tabla 1 - Desplazamiento vertical en P - Placa Circular - ¢t = .01

’ elementos \ wp, \ wp, ‘
10 0.1909D-02 | 0.1903D-02
40 0.1755D-02 | 0.1761D-02
160 0.1701D-02 | 0.1702D-02
640 0.1683D-02 | 0.1683D-02
Sol. exacta | .1675D-02

Tabla 2 - Rotaciones en P - Placa circular - ¢t = .01

elementos ‘ Bhi ‘ B, ‘ betap o Bh.2
10 -.6430D-03 | -.6932D-03 | -.5541D-02 | -.5495D-02
40 -.7072D-03 | -.6326D-03 | -.5016D-02 | -.5050D-02
160 - 7677D-03 | -.7537D-03 | -.4844D-02 | -.4850D-02
640 -.7978D-03 | -.7953D-03 | -.4809D-02 | -.4810D-02
Sol. exacta | -.8062D-03 -.4785D-02

En las tablas 3 y 4 se listan las magnitudes de los errores para ambos métodos, y
también las diferencias entre ambas soluciones para el mismo valor de ¢ y para la red de

640 elementos.

Tabla 3 - Normas de los errores - Placa circular - ¢ = .01

\ Metodo 1 \

|

Metodo 11

181, — Bl
|[wn — wll,
Ht@h—’?’mo
181 = Bllo

0.21156232D-02
0.90184961D-03
0.25190834D-03
0.45593840D-04

18, — Bl
[lwn, — wl]y
Ht<’7h—’7)H0
18, — Bllo

0.21138810D-02
0.39281820D-03
0.25174152D-03
0.44938236D-04
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Tabla 4 - Normas de las diferencias.
’ \ Diferencias ‘
118, — Bull, | 0.22497593D-04
||wp, — wyl], | 0.81487389D-03

It = vu)llo | 0.12482545D-05
181, — Bull, | 0.14521602D-05

Finalmente, en la tabla 5, se muestra el orden de convergencia para las rotaciones
y los desplazamientos verticales, y en la tabla 6, los 6rdenes de las diferencias entre
las soluciones de ambos métodos. Los ordenes se obtuvieron utilizando los resultados
correspondientes a las cuatro redes. No obstante, descartando la primer red, que es la
mas gruesa, se obtuvo el segundo orden predicho por la teoria.

Tabla 5 - érdenes de convergencia. Placa circular
| [t=1[t=.01]t=.001]
18, —Bll, | 0.85 | 1.03 1.04
|lwp, —wl|], | 1.02 1.01 1.01
||wp, — wl|; | 0.98 0.98 0.98
18, —Bll, | 145 | 1.77 1.81

Tabla 6 - érdenes de las diferencias. Placa circular
]nro. de redes: 4 \ t=.1 \ t=.01 \ t =.001 ‘
181, — Bull; 1.49 1.60 1.60
||@), — wall, 1.00 0.99 0.99

nro. deredes: 3 |t=.1|t=.01 | t=.001

BB, | 199 | 215 | 215

Para el segundo ejemplo hemos utilizado la solucién exacta obtenida en [4] para una
carga dada por g = cos(¢) en un semiplano. Hemos restringido la solucién a la regién
cuadrada Q = [0, 1] x [0, 1] dando lo valores exactos de la solucién como condiciones de
borde.

El experimento fue realizado utilizando los mismos valores para los parametros, que
en el caso de la placa circular, y dos valores para el espesor, t = .01 y .001 . Las primeras
dos redes se muestran en la Figura 4.

En las tablas 7 y 8 listamos los valores de las rotaciones y de los desplazamientos
verticales en el centro de la placa, para un espesor ¢t = .001 .
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Figure 4: redes de elementos finitos para la placa cuadrada

Tabla 7 - Desplazamiento vertical en () - Placa cuadrada - ¢t = .001

’ elementos \

Wh

Wh

|

8
32
128
012

0.212147D+-00
0.212195D+-00
0.212222D+-00
0.212229D+-00

0.212147D+-00
0.212195D+-00
0.212222D+4-00
0.212229D+-00

Sol. exacta

0.212232D+-00

Tabla 8 - Rotaciones en () - Placa cuadrada - ¢t = .001

elementos ‘ Bha ‘ Bha B2 B2
8 -.104439D+00 | -.104415D+00 | 0.394060D+00 | 0.394067D+00
32 -.113323D+00 | -.113322D+00 | 0.397787D+00 | 0.397788D+00
128 -.115267D+00 | -.115267D+00 | 0.398827D+00 | 0.398827D-+00
512 -.115773D+00 | -.115773D+00 | 0.399113D+00 | 0.399113D-+00
Sol. exacta | -.115943D-00 0.399210D+00

Las tablas 9 y 10 muestran los errores y las diferencias entre las soluciones, dadas por

los dos métodos, para la misma placa y para la red de 512 elementos.

Tabla 9 - Normas de los errores - Placa cuadrada - ¢ = .001

| Método IT |

’ ‘ Método 1 ‘
18, — BlI, | 0.10047758D-01 | [|B), — Bll,
||wy, — le 0.20709430D-01 ||wp, — le
[E(Yn — Mo | 0-13916887D-01 | [[t(v4 — ¥)llo
18, — Bll, | 0.13910829D-03 | |8, — Bll,

0.10047677D-01
0.11411123D-01
0.13916887D-01
0.13909762D-03
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Tabla 10 - Normas de las diferencias.
’ \ Diferencias ‘

181, — Bull, | 0.60134752D-06
\[@h — wpl], | 0.9298307D-02
13 = )], | 0.46370533D-08
181, — Bull, | 0.73170330D-07

Finalmente, las tablas 11 y 12 muestran el orden de convergencia en distintas normas,
y los 6rdenes de las diferencias entre las soluciones obtenidas mediante ambos métodos.
Los 6rdenes fueron obtenidos utilizando cuatro redes, obtenidas por refinamiento uniforme
de una red inicial.

Como en el caso de la placa circular, los érdenes obtenidos coinciden con los predichos
por los resultados tedricos.

Vale la pena notar que los errores para las rotaciones, en norma L2, son de orden
mayor que uno. Generalmente, el error en la aproximacion por elementos finitos, es de
mayor orden en la norma L? que en la norma H* pero, por lo que conocemos hasta ahora,
ésto no ha sido probado para los métodos considerados.

Tabla 11 - érdenes de convergencia - Placa cuadrada.
| [t =.01]t=.001]

18, = Bll, | 1.16 1.16

lwp —wl|, | 1.19 1.19

[@h, — wl|, | 1.21 1.21

18, —Bll, | 233 2.27

Tabla 12 - érdenes de las diferencias - Placa cuadrada.
] nro. de redes: 4 \ t = .01 \ t = .001 ‘

181, — Bully 2.72 2.72
|[ws, — whl]; 1.2 1.2
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