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ResumenEl objetivo de esta tesis es obtener estimaciones de error en IRN para aproximaciones obtenidasusando cuadrados m��nimos con peso variable Probaremos que, bajo hip�otesis apropiadas sobrela funci�on de peso y la distribuuci�on de puntos, se tienen estimaciones de error de orden �optimoen L1 y L2 para la aproximaci�on de la funci�on y sus derivadas. Estas estimaciones son im-portantes en el an�alisis de aproximaciones de Galerkin basadas en cuadrados m��nimos con pesovariable. En particular, los resultados proveen estimaciones de error, �optimas en orden y regulari-dad, para problemas coercivos de segundo orden. Tambi�en, nuestras estimaciones de error proveenla consistencia de los esquemas que resultan cuando el m�etodo es usado para generar f�ormulas dediferencias �nitas o colocaci�on a partir de un conjunto arbitrario de puntos. Adem�as, se introduceel m�etodo de cuadrados m��nimos continuos y se obtienen tambi�en estimaciones de error de orden�optimo para este m�etodo. Finalmente, como ejemplo de aplicaci�on de estos m�etodos se considerala ecuaci�on de convecci�on-di�usi�on y se propone una manera de introducir up-wind mediante eluso de una funci�on de peso no sim�etrica. Se presentan varios ejemplos num�ericos que muestran elbuen comportamiento del m�etodo.Palabras claves. estimaciones de error, cuadrados m��nimos con peso variable, m�etodos sin malla, aproxi-maciones de Galerkin. AbstractThe aim of this thesis is to obtain error estimates for moving least square approximations inIRN . We prove that, under appropriate hypotheses on the weight function and the distribution ofpoints, the method produces optimal order error estimates in L1 and L2 for the approximationsof the function and its derivatives. These estimates are important in the analysis of Galerkinapproximations based on the moving least square method. In particular, the results provides errorestimates, optimal in order and regularity, for second order coercive problems. Also, our estimatesallows to control the consistency error of �nite di�erence or collocation methods obtained from anarbitrary set of points by the moving least square method. Moreover, we introduce the continuousmoving least square method and obtain the error estimates for this method too. Finally, as anapplication of these methods we consider a convection-di�usion equation and propose a way ofintroducing up-wind by means of a non-symmetric weight function. We present several numericalresults showing the good behavior of the method.Key words. error estimates, moving least square, meshless method, Galerkin approximations.
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50.1 Introducci�on0.1.1 Las principales caracter��sticas del m�etodo y los resultados existentesDada una ecuaci�on diferencial es sabido que no siempre es posible hallar la soluci�on anal��tica yse necesita entonces recurrir a alg�un m�etodo para obtener una aproximaci�on a dicha soluci�on. Elm�etodo de elementos �nitos as�� como los m�etodos de diferencias �nitas son algunos de los m�asempleados existiendo para ellos una basta teor��a. Desde hace algunos a~nos una nueva clase dem�etodos, que se han dado en llamar `m�etodos sin malla', han cobrado inter�es y existen numerosostrabajos referentes a la aplicaci�on de este tipo de m�etodos a la resoluci�on num�erica de ecuacionesdiferenciales ([4],[5],[6],[11],[13], [16],[24],[27],[28],[29],[33]). Dentro de estos m�etodos se destaca elm�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable. Este m�etodo fue introducido por Shepard [32],como m�etodo de aproximaci�on, en el caso de menor orden y luego fue generalizado para mayororden por Lancaster y Salkauskas [21]. El objeto principal de estos trabajos era proveer una alter-nativa a la interpolaci�on cl�asica que resultara �util para aproximar una funci�on a partir de su valoren ciertos puntos dados, distribuidos irregularmente, usando cuadrados m��nimos pesados con lavariante de que los pesos dependan del punto donde se desea realizar la aproximaci�on. M�as recien-temente, el m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable comenz�o ha utilizarse como m�etodopara la resoluci�on n�umerica de ecuaciones diferenciales. Entre las principales caracter��sticas delm�etodo que despertaron este inter�es se destacan:- No se requiere la construcci�on de una \malla" para su aplicaci�on y por ello este m�etodo caedentro de los llamados \m�etodos sin malla".- Es sencillo construir aproximaciones tan regulares como se desee (este aspecto es importante sise desean resolver ecuaciones de alto orden).- La posibilidad de incorporar a priori, a trav�es por ejemplo de la elecci�on apropiada de la funci�onde peso, los conocimientos que se tengan sobre el comportamiento de la soluci�on de la ecuaci�ondiferencial.Existen diversos trabajos, especialmente en el ambito ingenieril, referentes a la aplicaci�on delm�etodo a la resoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales ( [5], [6], [11],[13], [16], [27], [28], [29],[33]) sin embargo, la convergencia del m�etodo no hab��a sido demostrada y en particular, no secontaba con una teor��a que provea estimaciones del error cometido al aproximar la soluci�on de laecuaci�on diferencial por la obtenida empleando el m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable.Para llevar a cabo estas estimaciones era fundamental analizar el orden de la aproximaci�on nos�olo para la funci�on sino tambi�en para sus derivadas.En un trabajo reciente Levin [22] analiza una variante del m�etodo de cuadrados m��nimos conpeso variable para una funci�on de peso en particular (cabe se~nalar que la funci�on de peso por�el considerada no es de soporte compacto como es usual en la aplicaci�on del m�etodo para la re-soluci�on n�umerica de ecuaciones diferenciales ( [5], [6], [11], [27], [33])). En este trabajo obtieneestimaciones de error en norma uniforme para la aproximaci�on de una funci�on regular en N di-mensiones. Sin embargo, no obtiene estimaciones de error para las derivadas. Era entonces untema no resuelto obtener esta clase de estimaciones. Teniendo en cuenta adem�as que en generallas soluciones de ecuaciones diferenciales no suelen ser regulares era importante contar con estima-ciones de error en norma L2 con menos requerimientos de regularidad de la funci�on que los que seemplean para obtener estimaciones de error en norma uniforme. La necesidad de obtener este tipo



6de estimaciones a �n de establecer la convergencia del m�etodo cuando es aplicado a la resoluci�onnum�erica de ecuaciones diferenciales son las que motivaron la presente tesis. Cabe mencionarque los resultados obtenidos para el caso unidimensional y luego para el caso N -dimensional sepresentan en los trabajos [1] y [2] respectivamente.Inspirados en este m�etodo estudiamos adem�as un nuevo m�etodo de aproximaci�on el cual hemosdado en llamar Cuadrados m��nimos continuos con peso variable. Para este m�etodo obtenemos es-timaciones de error tanto en norma uniforme como en norma L2 de la aproximaci�on de la funci�ony sus derivadas y explicamos como podr��a implementarse para la resoluci�on num�erica de ecuacio-nes diferenciales. Es importante notar que este m�etodo posee las mismas tres caracter��sticas quemencionamos anteriormente para el m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable.0.1.2 Descripci�on general del contenido de esta tesisLos resultados obtenidos, que han dado lugar a la presente tesis, son presentados de la siguientemanera:El Cap��tulo 1 comienza describiendo el m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable comom�etodo para la aproximaci�on de funciones y sus caract�eristicas m�as sobresalientes. La secci�on1.2 est�a dedicada a explorar las distintas alternativas de la aplicaci�on del m�etodo a la resoluci�onnum�erica de ecuaciones diferenciales. Una de las posibles aplicaciones es la de generar Aproxima-ciones de Galerkin, usando funciones base que se construyen por el m�etodo de cuadrados m��nimoscon pesos variable, como se describe en la secci�on 1.2.1. Pero existen adem�as otras alternativasinteresantes como es la posibilidad de utilizar las aproximaciones obtenidas por el m�etodo pro-puesto en el M�etodo de Colocaci�on, como se describe en la secci�on 1.2.2, as�� como, utilizarlo paragenerar f�ormulas de diferencias �nitas para aproximar la funci�on y sus derivadas como se explicaen la secci�on 1.2.3.En el Cap��tulo 2 abordamos el problema de obtener estimaciones de error para la aproximaci�onde la funci�on y sus derivadas en el caso unidimensional. Este caso es analizado aparte ya quese cuenta con propiedades de la aproximaci�on que no se conocen hasta el momento para el casogeneral. Adem�as est�a claro que en este caso el concepto de malla no adquiere especial signi�cadolo que conduce a que el an�alisis sea esencialemte m�as simple que para el caso N -dimensional. Co-menzamos presentando las estimaciones de error para la aproximaci�on de la funci�on en la secci�on2.1, estas estimaciones se derivan de resultados conocidos en teor��a de aproximaci�on. La secci�on2.2 est�a dedicada a obtener estimaciones de error para las dos primeras derivadas en norma L1.Es importante notar que no se contaba hasta el momento con estimaciones de este tipo siendoentonces este uno de los aportes originales de esta tesis. Una de las ideas fundamentales queposibilitaron tales estimaciones es haber explotado la propiedad de ortogonalidad que satisface laaproximaci�on que resulta de cuadrados m��nimos. Si bien se presentan las estimaciones de errors�olo para las dos primeras derivadas las mismas ideas pueden utilizarse para obtener estimacionespara las derivadas de orden mayor.En el Cap��tulo 3 estudiamos el caso N -dimensional. Este caso presenta la di�cultad de establecercondiciones sobre la distribuci�on de los puntos dados de manera de garantizar la existencia delaproximante y obtener estimaciones del error de aproximaci�on pero permitiendo que los puntosesten distribuidos irregularmente, por ende comenzamos presentando las propiedades que supon-



7dremos sobre la funci�on de peso y la distribuci�on de los puntos. En la secci�on 3.1 presentamoslas estimaciones de error para la aproximaci�on de la funci�on y sus derivadas en L1, estas esti-maciones se realizan generalizando las ideas usadas para el caso unidimensional. Uno de nuestrosprincipales intereses era obtener estimaciones en L2 con menos requerimientos de regularidad dela funci�on que los que se supusieron para obtener estimaciones en L1. En este aspecto no exist��aning�un resultado sobre el error en la aproximaci�on de la funci�on ni de sus derivadas, por ende lasestimaciones de error que obtenemos en la secci�on 3.2, �optimas en orden y regularidad, confor-man otro de los resultados relevantes de esta tesis. En resumen, las estimaciones de error que sepresentan en los Cap��tulos 2 y 3 garantizan la convergencia del m�etodo cuando es aplicado comom�etodo de Galerkin para problemas coercivos de segundo orden , as�� como la consistencia de losesquemas resultantes cuando es usado para generar esquemas de diferencias como se explica en elCap��tulo 1.El Cap��tulo 4, el cual constituye otro de los aportes originales de esta tesis, est�a dedicado alan�alisis de un nuevo m�etodo de aproximaci�on, por nosotros llamado cuadrados m��nimos continuoscon peso variable, en el cual, a diferencia del m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variableanalizado previamente, el aproximante se construye minimizando un promedio de los errores enlugar de considerar s�olo el valor en ciertos puntos. En la secci�on 4.2 presentamos las estimacionesde error en L1 y en L2 para la aproximaci�on de la funci�on y sus primeras derivadas y en la secci�on4.3 explicamos como el m�etodo puede ser empleado para resolver num�ericamente ecuaciones dife-renciales.El �ultimo Cap��tulo de esta tesis est�a dedicado a presentar experimentos num�ericos sobre la apli-caci�on de los m�etodos propuestos para la resoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales. Entrelas caracter��sticas sobresalientes de estos m�etodos, que mencionamos previamente, se destaca laposibilidad de incorporar, a priori, el conocimiento que se tenga sobre el comportamiento de lasoluci�on de la ecuaci�on y es sobre el aprovechamiento de esta cualidad en la que se concentranlos ejemplos. Los experimentos num�ericos se re�eren entonces a la aplicaci�on del m�etodo a laresoluci�on num�erica de la ecuaci�on de convecci�on-difusi�on. En la secci�on 5.1 consideramos el casounidimensional, es sabido que si la convecci�on domina es necesario trabajar con mallas muy �nas,si se emplea el m�etodo de elementos �nitos usual o en su defecto emplear elementos �nitos nocentrados o bien f�ormulas de diferencias �nitas con up-wind a �n de evitar la presencia de os-cilaciones ([25], [31]). Los m�etodos propuestos, en esta tesis, se emplean utilizando una funci�onde peso que tenga en cuenta la asimetr��a del problema y a lo largo de esta secci�on se presentanejemplos de las distintas alternativas de aplicaci�on de los m�etodos y se comparan con las obtenidassi se emplean los m�etodos usuales. La secci�on 5.2 est�a dedicada a la aplicaci�on del m�etodo decuadrados m��nimos con peso variable a la ecuaci�on de convecci�on-difusi�on en dos dimensiones.Se plantea como generalizar el concepto unidimensinal de `up-wind' proponiendo una funci�on depeso conveniente y se presentan gr�a�cos comparativos de la soluci�on obtenida por este m�etodo ydiferencias �nitas.



Cap��tulo 1El M�etodo de Cuadrados M��nimoscon Peso VariableEn este cap��tulo describiremos el m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable y las distintasvariantes de su aplicaci�on para obtener aproximaciones a la soluci�on de ecuaciones diferenciales.1.1 Descripci�on del m�etodoEl m�etodo de cuadrados m��nimos usual ([12],[18],[20]) trata el problema de aproximar una funci�onu(x) a partir de su valor en ciertos puntos f�1; � � � ; �ng pertenecientes a alg�un conjunto 
 � IRN .Para llevar a cabo la aproximaci�on se elige un conjunto de s funciones linealmente independientes(usualmente polinomios) g1; � � � ; gs con s� n y se busca una aproximaci�on a u(x) de la formaû(x) = sXk=1�kgk(x)donde los coe�cientes �1; � � � ; �s son elegidos de manera que mimimicen la expresi�onJ(�) = nXi=1wi(ui � sXk=1 gk(�i)�k)2con wi constantes no negativas dadas (pesos) y ui = u(�i); 1 � i � n.En el m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable, a diferencia del m�etodo de cuadradosm��nimos usual, se consideran pesos que sean funciones de x, i.e, wi = wi(x) 1 � i � n y por lotanto, para cada x, los coe�cientes �1(x); � � � ; �s(x) son elegidos de manera que minimicenJ(�) = nXi=1wi(x)(ui � sXk=1 gk(�i)�k(x))2 (1.1.1)8



El M�etodo de Cuadrados M��nimos con Peso Variable 9y en consecuencia la aproximaci�on est�a dada porû(x) = sXk=1�k(x)gk(x) (1.1.2)Observaci�on 1.1.1 Si se utiliza una sola funci�on g1(x) � 1 se tiene el m�etodo de Shepard [32],y el aproximante û(x) esta dado entonces por:û(x) = Pni=1 wi(x)uiPnj=1 wj(x)En consecuencia, para cada x, û(x) resulta ser en este caso un promedio pesado de los valoresde u en los puntos f�1; � � � ; �ng. La aproximaci�on de�nida en (1.1.2) con s > 1 es entonces unageneralizaci�on del m�etodo de Shepard la cual fue introducida por Lancaster y Salkauskas [21].Es claro que las funciones de peso en (1.1.1) pueden elegirse para producir efectos convenientes.Si la funci�on de peso wi se concentra pr�oxima a �i y se aproxima a cero cuando x se aleja de �i,los puntos lejanos a x tendr�an poca inuencia al considerar û(x). Esto se tiene, por ejemplo, si setoman funciones de peso que sean de la forma wi(x) = �(x��i) con � alguna funci�on no negativacon soporte en un entorno de x. Este es el tipo de funciones de peso que vamos a considerar,como es usual cuando el m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable se utiliza para construiraproximaciones a la soluci�on de ecuaciones diferenciales ([5], [6], [11], [27], [33]).El m�etodo de cuadrados m��ninos con peso variable que consideraremos en esta tesis, el cualllamaremos en adelante MLS, puede describirse de la siguiente manera:Dado R > 0 sea 0 � �R � 1 una funci�on con soporte en BR(0) = fz=kzk � Rg y seaXR = f�1; � � � ; �ng un conjunto de n = n(R) puntos en 
 � IRN , un conjunto abierto acotado ycon borde Lipschitz. Sean fu1; u2; � � � ; ung los valores de la funci�on u en los puntos pertenecientesa XR , i.e, uj = u(�j), 1 � j � n. Vamos a denotar por Pm el conjunto de todos los polinomiosde grado menor o igual a m, sea s = dim Pm y fp1; � � � ; psg una base de Pm.Para cada x 2 
 consideramos P �(x; y) = Psk=1 pk(y)�k(x), donde los coe�cientes �k(x),1 � k � s, son elegidos tal queJx(�) = nXj=1�R(x� �j)(uj � sXk=1 pk(�j)�k(x))2sea m��nimo.De�nimos entonces una aproximaci�on a u(x) comoû(x) = P �(x; x) = sXk=1 pk(x)�k(x) (1.1.3)Para que el aproximante este bien de�nido cualquiera sea x 2 
 debemos garantizar que elproblema de minimizaci�on tenga soluci�on �unica. A tal �n consideramos la siguiente propiedadsobre la funci�on de peso �R y los puntos pertenecientes a XR:



10 Cap��tulo 1Propiedad L : Para cada x 2 
, existe un subconjunto de s puntos �i1 ; � � � ; �is pertenecientesa XR donde la interpolaci�on de Lagrange es posible (es decir, existe un �unico polinomio PI degrado menor o igual que m tal que PI(�ij) = u(�ij) para 1 � j � s) y tal que �R(x � �ij) > 0para aquellos puntos �ij ; 1 � j � s.Si �R satisface la Propiedad L podemos de�nir para cada x 2 
< f; g >x= nXj=1�R(x� �j)f(�j)g(�j) (1.1.4)que resulta ser un producto interno sobre Pm y la correspondiente norma asociada es entonceskfk2x =< f; f >x.Observemos que si notamos f = (f(�1); � � � ; f(�n))t el producto interno (1.1.4) puede escribirseen forma matricial de la siguiente manera< f; g >x= ftW(x)gdondeW(x) es la matriz diagonal de n�n, W(x) = diag(�R(x��1); � � � ;�R(x��n)) con elementosno-negativos. Sabemos que para cada x 2 
 la mejor aproximaci�on P �(x; �) 2 Pm satisface larelaci�on de ortogonalidad < u� P �(x; �); pl >x= 0 81 � l � sdado que P �(x; �) es la proyecci�on ortogonal de u sobre Pm bajo el producto < ; >x ([12],[18].[20]).Por lo tanto los coe�cientes �k(x) , 1 � k � s satisfacen las correspondientes ecuaciones normalessXk=1�k(x) < pk; pl >x=< u; pl >x 1 � l � sSi notamos �(x) = (�1(x); � � � ; �s(x))t las ecuaciones normales pueden escribirse en la formaPW(x)Pt� = PW(x)u (1.1.5)donde P es una matriz de s�n cuya j��esima �la es pj = (pj(�1); � � � ; pj(�n)) y u = (u(�1); � � � ; u(�n))t.Observaci�on 1.1.2 Notemos que la independencia de los vectores pj, lo cual se sigue inmedia-tamente de la independencia de fpjg1�j�s, junto con el hecho de que �R satisface la Propiedad Limplican que PW(x)Pt es de�nida positiva. Luego los coe�cientes �k(x); 1 � k � s son determi-nados univocamente y P �(x; �) est�a bien de�nido.De resultados cl�asicos en teor��a de aproximaci�on por cuadrados m��nimos (ver por ejemplo [18])tenemos entonces que:Teorema 1.1.1 Si la funci�on de peso �R satisface la Propiedad L. Entonces, para cualquierx 2 
 existe un �unico P �(x; �) 2 Pm para el cual ku� P �(x; :)kx � ku� Pkx 8 P 2 Pm.



El M�etodo de Cuadrados M��nimos con Peso Variable 11Observaci�on 1.1.3 A partir de las ecuaciones normales (1.1.5) P �(x; x) puede ser escrito de lasiguiente manera P �(x; x) = nXj=1 �j(x)uj (1.1.6)con �j(x) =Psk=1((PW(x)Pt)�1cj)kpk(x) = (p1(x) � � �ps(x))(PW(x)Pt)�1cj donde cj es la j-�esimacolumna de PW(x) , 1 � j � sObservaci�on 1.1.4 Para ver la regularidad de P � basta notar que si �R 2 Ck(IRN ) luego P � 2Ck(
), lo cual se sigue inmediatamente desde la inversibilidad de PW(x)Pt y (1.1.3) (ver secci�on2 en [21]). En conclusi�on las funciones base �j de�nidas en (1.1.6) son funciones con soporte enBR(�j) y tienen la misma regularidad que la funci�on de peso �R.Observaci�on 1.1.5 Es sencillo ver que si u 2 Pk con k � m, luego û = u. En particularf�jg1�j�n son una partici�on de la unidad, i.e, Pnj=1 �j(x) = 1, 8x 2 
.1.2 La aplicaci�on de MLS para la resoluci�on num�erica de ecua-ciones diferencialesEn esta secci�on presentaremos distintas alternativas de la aplicaci�on de MLS para obtener apro-ximaciones a la soluci�on de ecuaciones diferenciales. En la subsecci�on 1.2.1 explicaremos comoobtener aproximaciones de Galerkin usando MLS. En la subsecci�on 1.2.2 nos ocuparemos del usode MLS como M�etodo de Colocaci�on y por �ultimo en la subsecci�on 1.2.3 describiremos comogenerar f�ormulas de diferencias �nitas usando MLS.1.2.1 Aproximaciones de GalerkinSupongamos que deseamos resolver una ecuaci�on diferencial la cual puede expresarse en su formavariacional de la siguiente manera:Hallar u 2 V � H , donde H es un espacio de Hilbert dotado de un producto interno < �; � >,tal que a(u; v) = L(v); 8v 2 V (1.2.7)donde a(�; �) es una forma bilineal, continua (o sea existe C tal que ja(v; w)j � CkvkV kwkV 8v; w 2V ), y coerciva en V (existe una constante  > 0 tal que a(v; v) � kvk2V 8 v 2 V ), y L es unoperador lineal y continuo en V (i.e, existe una constante � > 0 tal que jL(v)j � �kvkV 8v 2 V ).El m�etodo de Galerkin consiste en obtener una soluci�on aproximada al problema variacional(1.2.7) resolviendo un problema en dimensi�on �nita de la siguiente manera:Hallar uh 2 Vh, donde Vh es un subespacio de V de dimensi�on �nita, tal quea(uh; v) = L(v); 8v 2 Vh (1.2.8)



12 Cap��tulo 1Por el Teorema de Lax-Milgram ([7], [10]) sabemos que tanto el problema (1.2.7) como el problema(1.2.8) tiene soluci�on �unica. Adem�as por el Lema de Cea ([7], [10]) sabemos que:ku� uhkV � C infv2Vhku� vkV (1.2.9)donde C y  son las constantes de continuidad y coercividad de la forma bilineal a.Observaci�on 1.2.1 Si la forma bilineal no resulta coerciva, pero satisface la llamada condici�oninf-sup, i.e,9� > 0 tal que supv2V a(u; v)kvkV � �kukV 8u 2 V (1.2.10)y supu2V a(u; v)kukV � �kvkV 8v 2 V (1.2.11)se tienen tambi�en resultados de existencia y unicidad para el problema (1.2.7) (ver por ejemplo [8])Para tener aproximaciones de Galerkin bien de�nidas asumimos que a satisface la cond inf-supen Vh, i.e., existe  > 0 tal que supv2Vh a(u; v)kvkV � kukV 8u 2 Vh (1.2.12)Bajo estas suposiciones tenemos entonces una generalizaci�on del Lema de Cea dado por Babuska[3]: ku� uhkV � (1 + C )infv2Vhku� vkV (1.2.13)Observaci�on 1.2.2 Notemos que la condici�on (1.2.10) (y an�alogamente (1.2.11)) pueden escri-birse como infu2V supv2V a(u; v)kukV kvkV > 0y de ah�� su nombre.En el m�etodo de elementos �nitos usual se consideran cierto tipos de elementos, por ejemplotri�angulos si 
 � IR2, y se toma como Vh el espacio de funciones de V que restringidas a cadatri�angulo son polinomios de cierto grado (la elecci�on de Vh esta ligada al espacio V en cada caso).Para este tipo de m�etodos existe una teor��a muy completa ([7],[10]) y se tienen estimaciones delerror u�uh en t�erminos del tama~no de la malla, en este caso el subindice h se asocia con el mayordi�ametro de los elementos de la triangulaci�on.El m�etodo de cuadrados m��nimos con peso variable MLS puede ser utilizado para construiraproximaciones de Galerkin de la siguiente manera:



El M�etodo de Cuadrados M��nimos con Peso Variable 13Sea VR = spanf�1; : : : ; �ng, donde �j , 1 � j � n son las funciones base de�nidas en (1.1.6), elproblema es entonces hallar uR 2 VR de la formauR(x) = nXj=1 �j(x)uRjdonde uR1 ; : : : ; uRn son soluci�on del sistemanXj=1 a(�j ; �k)uRj = L(�k); 1 � k � nObservaci�on 1.2.3 Como las funciones base �j tienen la misma regularidad que �R ( ver Ob-servaci�on 1.1.4) es sencillo construir espacios VR adecuados para cada problema.Para ver como es la aproximaci�on es fundamental tener entonces estimaciones del error u�uRen t�erminos de R el cual juega el mismo papel que h en el m�etodo de elementos �nitos (aunquecabe destacar que para la aplicaci�on de MLS no se necesita tener una malla o triangulaci�on en elsentido usual). Notemos que a partir de (1.2.9) o (1.2.13) se tiene queku� uRkV � Cku� vkV 8v 2 VRComo la estimaci�on se tiene cualquiera sea v 2 VR podemos considerar v = û 2 VR de�nido en(1.1.6). Las estimaciones deseadas para u � uR se tendr�an entonces a partir de las estimacionesde error para u� û, las cuales ser�an presentadas en los Cap��tulos 2 y 3.1.2.2 M�etodo de Colocaci�onOtra aplicaci�on de MLS para la resoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales es el M�etodo deColocaci�on el cual puede describirse de la siguiente manera:Dada una ecuaci�on diferencial Lu = f en 
con condiciones de borde Bu = g en @
con L y B operadores lineales, nos proponemos encontrar una aproximaci�on a u de la formauR =Pnj=1 �jaj con �j como en (1.1.6).Por lo mencionado en la Observaci�on 1.1.4 las funciones base �j pueden construirse su�ciente-mente regulares si se eligen funciones de peso convenientes. El m�etodo de colocaci�on consiste enimponerle a uR que satisfaga la ecuaci�on diferencial y las condiciones de borde, en ciertos puntosfz1; � � � ; zng 2 
, i.e, LuRjx=zi = f(zi) zi 2 
BuRjx=zi = g(zi) zi 2 @




14 Cap��tulo 1Arribando de esta manera a un sistema de n ecuaciones con n inc�ognitas a1; � � � ; an.LRa = FRdonde LR es una matriz de n�n tal que (LR)ij = L(�j(x))jx=zi si zi 2 
 y (LR)ij = B(�j(x))jx=zisi zi 2 @
 y FR es un vector con componentes f(zi) o g(zi) seg�un zi 2 
 o zi 2 @
.La convergencia de este tipo de m�etodos se establece a partir de la estabilidad y la consistenciadel esquema resultante [31]. A pesar que MLS como m�etodo de Colocaci�on fue utilizado en variostrabajos ([11], [27], [33]) ninguno de estos presenta resultados de este tipo. Si bien la estabilidaddebe analizarse en cada caso en particular, las estimaciones de error que presentaremos en elCap��tulo 2 (caso unidimensional) y en el Cap��tulo 3 (caso N-dimensional) pueden emplearse paraestablecer la consistencia de los esquemas resultantes al utilizar MLS como m�etodo de colocaci�onpara resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.1.2.3 F�ormulas de diferencias �nitas usando MLSEn [28] Orkisz propone un aprovechamiento de MLS ( distinto al m�etodo de colocaci�on) paragenerar esquemas de diferencias �nitas para resolver ecuaciones diferenciales. Vamos a ejempli�caresta aplicaci�on para el caso unidimensional, el mismo razonamiento puede emplearse para generarf�ormulas de diferencias en m�as dimensiones.Fijado x̂ en 
 podemos condiderar f1; x� x̂; � � � ; (x�x̂)mm! g una base de Pm, yP �(x̂; x) = m+1Xk=1 ak(x̂)(x� x̂)k�1(k � 1)!donde los coe�cientes ak(x̂) son determinados minimizandonXj=1�R(x̂� �j)(uj � m+1Xk=1 ak(x̂)(�j � x̂)k�1(k � 1)! )2Notemos que P �(x̂; x) coincidir��a con el polinomio de Taylor de grado m, centrado en x̂, de lafunci�on u si los coe�cientes ak fuesen las (k�1)-�esimas derivadas de u evaluadas en x̂. Inspirado enesta idea Orkisz propone considerar, para cada x̂ 2 
, a ak(x̂) como una aproximaci�on a u(k�1)(x̂),1 � k � m + 1. De esta manera se pueden generar f�acilmente f�ormulas de diferencias para lasderivadas las cuales podr��an utilizarse para resolver ecuaciones diferenciales de hasta orden m.Si bien u(x̂) se aproxima por a1(x̂) = P �(x̂; x̂) = û(x̂), Orkisz propone que la k-�esima derivadade u en x̂ se aproxime por ak+1(x̂) en lugar de aproximarla por la k-�esima derivada de û en x̂como se propuso en los m�etodos antes mencionados. De esta manera se pueden generar f�ormulasde diferencias �nitas m�as f�acilmente que utilizando colocaci�on ya que nos evitamos el c�alculo delas derivadas de û.La convergencia de las aproximaciones obtenidas usando estos esquemas de diferencias �nitaspuede establecerse si se tiene la consistencia y la estabilidad de los mismos. Si bien nuestroprop�osito es obtener estimaciones del error cometido al aproximar u y sus derivadas por û y las



El M�etodo de Cuadrados M��nimos con Peso Variable 15derivadas de û, es importante notar que los resultados intermedios que se obtienen para arribar aestas estimaciones de error (ver Cap��tulo 2) proporcionan tambi�en estimaciones del error cometidoal aproximar la primer y segunda derivada de u por ak para k = 2; 3 respectivamente, y estasestimaciones proveen entonces la consistencia para esquemas de este tipo cuando se emplean pararesolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.



Cap��tulo 2Estimaciones de Error en L1 - Elcaso unidimensionalEn este cap��tulo vamos a establecer estimaciones de error en norma in�nito para el caso unidi-mensional, en t�erminos del par�ametro R, no s�olo para la aproximaci�on de la funci�on sino tambi�enpara la aproximaci�on de sus derivadas dado que, como mencionamos antes, queremos estable-cer estimaciones de error que provean la convergencia de MLS cuando es aplicado para resolverecuaciones diferenciales.2.1 Estimaciones de error para la aproximaci�on de la funci�onRecordemos que, dado R > 0, �R con soporte en BR(0) y n = n(R) puntos XR = f�1; � � � ; �ng enun intervalo 
 � IR, denotamos por fp1; � � � ; pm+1g una base de Pm y para cada x 2 
 llamamosû(x) = P �(x; x) a la aproximaci�on a u(x) de�nida en (1.1.3).Vamos a denotar, para k entero no-negativo, W k;1(
) al espacio de Sobolev de�nido porW k;1(
) = ff 2 L1loc : kfkW k;1(
) < 1g donde kfkW k;1(
) = maxj�j�k kD�fkL1(
) con � =(�1; � � � ; �N), �i 2 IN0 para 1 � i � n y D�f la derivada d�ebil de f de orden j�j = �1+ � � �+�N , i.e,W k;1(
) es el espacio de las funciones con derivadas distribucionales hasta el orden k en L1(
).Para realizar nuestro an�alisis de error vamos a considerar una serie de propiedades sobre lafunci�on de peso �R y la distribuci�on de los puntos pertenecientes a XR. Todas las constantes queaparecen son independientes de R. En adelante, para simpli�car notaci�on, vamos a descartar elsub��ndice R en �R.1. Dado x 2 
 existen al menos m+ 1 puntos pertenecientes a XR \BR2 (x)2. 9c0 > 0 tal que �(z) � c0 8z 2 BR2 (0).3. � 2 C1(BR(0))\W 1;1(IR) y 9 c1 > 0 tal que k�0kL1(IR) � c1R16



Estimaciones de Error en L1 - El caso unidimensional 174. 9cp tal que R� � cp con � = minj�i��k j donde el m��nimo se considera sobre los m+1 puntosdados por la propiedad 1).5. 9c# tal que para cualquier x 2 
, cardfXR \B2R(x)g < c#.6. � 2 C2(BR(0))\W 2;1(IR) y 9 c2 tal que k�00kL1(IR) � c2R2En primer t�ermino deseamos establecer el orden con que û aproxima a la funci�on u. Estopuede establecerse a partir de resultados conocidos para la mejor aproximaci�on por cuadradosm��nimos. El siguiente Teorema puede verse como un caso particular del Teorema 8 en [26] o elTeorema 1 en [23].Teorema 2.1.1 Supongamos que � satisface la Propiedad L mencionada en el Cap��tulo 1. Seax 2 
 y u 2 Cm+1(BR(x)\ 
). Si P �(x; y) es el polinomio en y que minimiza Jx(�), luegou(y)� P �(x; y) tiene al menos m+ 1 ceros en BR(x) \ 
.Dem. Dado x 2 
 supongamos que u(y)�P �(x; y) tiene exactamente k ceros (no necesariamentedistintos) c1; � � � ; ck con k � m. Entoncesu(y)� P �(x; y) = kYj=1(y � cj)g(y)con g continua y sin ceros en IR = BR(x) \ 
. Luego g > 0 o g < 0 en IR. Supongamos porejemplo que g > 0 en IR y sea  tal que 0 <  < minIR g. Sea Q(y) = P �(x; y) + Qkj=1(y � cj)luego ju(y)�Q(y)j = j kYj=1(y � cj)jjg(y)� j (2.1.1)= j kYj=1(y � cj)j(g(y)� )= j kYj=1(y � cj)g(y)j � j kYj=1(y � cj)j< ju(y)� P �(x; y)jpara todo y 2 IR � fc1; � � � ; ckg. Consideramos ahoraku(y)� Q(y)kx = nXj=1�(x� �j)(u(�j)� Q(�j))2 = X�j2BR(x)�(x� �j)(u(�j)� Q(�j))2 (2.1.2)Observemos que ju(cj)� P �(x; cj)j = ju(cj)� Q(cj)j, 1 � j � k. Como � satisface la PropiedadL hay al menos m+ 1 > k puntos donde � 6= 0 y en consecuencia usando (2.1.1) en (2.1.2)ku�Qkx < ku� P �(x; �)kx



18 Cap��tulo 2Absurdo, pues por Teorema 1.1.1 sabemos que ku � P �(x; �)kx � ku � Pkx; 8P 2 Pm. Luegou� P �(x; �) tiene al menos m+ 1 ceros en IR.Como consecuencia de este resultado y a partir de las estimaciones cl�asicas para el error deinterpolaci�on (ver por ejemplo [12] o [18]). podemos concluir queCorolario 2.1.1 Si � satisface la Propiedad L y u 2 Cm+1(
) luego para cada x 2 
 y cualquierasea y 2 BR(x) \ 
 tenemos queju(y)� P �(x; y)j � Ckum+1kL1(
)Rm+1 (2.1.3)en particular tomando y = x, resultaku� ûkL1(
) � Ckum+1kL1(
)Rm+1 (2.1.4)2.2 Estimaciones de error para la aproximaci�on de las derivadasNuestro prop�osito es estimar el error en la aproximaci�on de u0 por û0. Si bien la estimaci�ondel error cometido al aproximar u por û pudo establecerse desde resultados cl�asicos en teor��ade aproximaci�on por cuadrados m��nimos, no se ten��an resultados similares para la aproximaci�onde las derivadas. Siendo entonces las estimaciones de error que presentaremos ahora uno de losresultados principales de esta tesis.Una de las di�cultades principales para obtener estas estimaciones surg��a del hecho de que paraestimar el error en las derivadas deb��a establecerse como variaban los coe�cientes �k de�nidos en(1.1.3).El siguiente Lema da la herramienta fundamental para llevar a cabo estas estimaciones.Lema 2.2.1 Sea x 2 
 tal que @P �(x;y)@x existe y u 2 Cm+1(
). Si las propiedades 1) a 5) setienen entonces, existe una constante C = C(c0; c1; cp; c#; m) tal que 8y 2 BR(x)\ 
:j@P �(x; y)@x j � CRmkum+1kL1(
) (2.2.5)Dem. Dado x 2 
, en vista de la propiedad 1) existen puntos �j1 ; �j2 ; � � � ; �jm+1 2 XR \ BR2 (x)donde la interpolaci�on de Lagrange es posible. Para cualquier h > 0 de�nimosS(x) = Xk2fjig jP �(x+ h; �k)� P �(x; �k)j2 (2.2.6)Luego por la propiedad 2) tenemos queS(x) � 1c0 Xk2fjig�(x� �k)(P �(x+ h; �k)� P �(x; �k))2



Estimaciones de Error en L1 - El caso unidimensional 19� 1c0 nXk=1�(x� �k)(P �(x+ h; �k)� P �(x; �k))2 (2.2.7)= 1c0 nXk=1�(x� �k)(P �(x+ h; �k)� P �(x; �k))(P �(x+ h; �k)� u(�k))+ 1c0 nXk=1�(x� �k)(P �(x+ h; �k)� P �(x; �k))(u(�k)� P �(x; �k))Dado que, para cada x 2 
, P �(x; �) minimiza ku � P �(x; �)kx, cualquiera sea Q polinomio degrado menor o igual que m se tiene que< u� P �(x; �); Q >x= 0 (2.2.8)Sea Q el polinomio de grado � m de�nido por Q(y) = P �(x+ h; y)� P �(x; y) tenemos entoncesque < u(y)� P �(x; y); Q(y)>x= nXk=1�(x� �k)Q(�k)(u(�k)� P �(x; �k)) = 0 (2.2.9)Luego usando esto en (2.2.7) se sigue queS(x) � 1c0 nXk=1�(x� �k)Q(�k)(P �(x+ h; �k)� u(�k)) (2.2.10)Como � est�a en C1(BR(0))\W 1;1(IR), para h su�cientemente peque~no, 9�k 2 (x��k ; x+h��k )tal que �(x� �k) = �(x+ h � �k)� �0(�k)h y por lo tanto reemplazando en (2.2.10) obtenemosS(x) � 1c0 nXk=1�(x+ h� �k)Q(�k)(P �(x+ h; �k)� u(�k))� hc0 nXk=1�0(�k)Q(�k)(P �(x+ h; �k)� u(�k))A partir de que < u(y)� P �(x+ h; y); Q(y)>x+h= 0, que �0 tiene soporte contenido en BR(0) yla propiedad 3) tenemos queS(x) � hc0 nXk=1�0(�k)Q(�k)(u(�k)� P �(x+ h; �k))� hc0 nXk=1 j�0(�k)jjQ(�k)jj(P �(x+ h; �k)� u(�k))j� c1hc0R X�k2B2R(x) jQ(�k)jj(P �(x+ h; �k)� u(�k))jPor el mismo argumento usado para arribar al Corolario 2.1.1 cualquiera sea x + h 2 
 e y 2B2R(x) \ 
 tenemos que jP �(x + h; y) � u(y)j � Ckum+1kL1(
)Rm+1 y en consecuencia para�k 2 B2R(x) jP �(x+ h; �k)� u(�k)j � Ckum+1kL1(
)Rm+1



20 Cap��tulo 2luego, S(x) � Chkum+1kL1(
)Rm X�k2B2R(x) jQ(�k)j (2.2.11)Como Q es un polinomio de grado � m este puede escribirse de la siguiente maneraQ(y) = Xk2fjigQ(�k)lk(y) (2.2.12)donde lk(y) son los polinomios base de Lagrange asociados a los puntos �j1 ; �j2 ; � � � ; �jm+1 , i.e,lk(y) = Ql2fjig;l6=k y��l�k��l , k 2 fjig 1 � i � s, y en consecuenciaX�k2B2R(x) jQ(�k)j � Xi2fjkg jQ(�i)j( X�k2B2R(x) jli(�k)j)Por la propiedad 4) se tiene jli(y)j � c(R� )m+1 � C(cp; m), 8i 2 fjk; 1 � k � m + 1g y por lotanto haciendo uso de la propiedad 5) y (2.2.11) tenemos que( Xk2fjig jQ(�k)j)2 � (m+ 1) Xk2fjig jQ(�k)j2 = (m+ 1)S(x) (2.2.13)� Chkum+1kL1(
)Rmc# Xk2fjig jQ(�k)jy en consecuencia Xk2fjig jQ(�k)j � Chkum+1kL1(
)Rm (2.2.14)Finalmente usando (2.2.14) y la propiedad 4) en (2.2.12) obtenemos 8y 2 BR(x)\ 
jQ(y)jh = jP �(x+ h; y)� P �(x; y)jh � Ckum+1kL1(
)Rm (2.2.15)y por lo tanto, si x es un punto para el cual @P �(x;y)@x existe, la demostraci�on concluye tomandoh! 0.El siguiente teorema establece el orden con el cual û0 aproxima a u0.Teorema 2.2.1 Si u 2 Cm+1(
) y las propiedades 1) a 5) se satisfacen, entonces existe C =C(c0; c1; cp; c#; m) tal que ku0 � û0kL1(
) � Ckum+1kL1(
)Rm (2.2.16)Dem. Observemos que, como � 2 C1(BR(0))\W 1;1(IR) luego, P �(x; y) es continuo en todos lospuntos y diferenciable para todo x salvo un conjunto �nito de puntos (esto puede ser visto usandonuevamente el argumento dado en [21], secci�on 2). En consecuencia, P �(�; y) 2 W 1;1(
). Paracualquier x 2 
 tal que @P �(x;y)@x existe, queremos estimar ju0(x) � û0(x)j = ju0(x)� ddxP �(x; x)j.Notemos que ddxP �(x; x) = f@P �(x; y)@x + @P �(x; y)@y gjy=x (2.2.17)



Estimaciones de Error en L1 - El caso unidimensional 21Por lo tanto vamos a estimar ju0(y)� @P �(x;y)@x � @P �(x;y)@y j, 8y 2 BR(x)\ 
. Como P �(x; y) es unpolinomio en y de grado � m que interpola a u en m+ 1 puntos (Teorema 2.1.1) luego, @P �(x;y)@yinterpola a u0 en m puntos y en consecuencia,ju0(y)� @P �(x; y)@y j � Ckum+1kL1(
)Rm 8y 2 BR(x)\ 
 (2.2.18)Por el Lema 2.2.1 sabemos que j@P �(x;y)@x j � Ckum+1kL1(
)Rm, usando esta estimaci�on junto con(2.2.18) tenemos queju0(y)� @P �(x; y)@x � @P �(x; y)@y j � ju0(y)� @P �(x; y)@y j+ j@P �(x; y)@x j � Ckum+1kL1(
)RmEn particular tomando y = x concluimos la demostraci�on.Es ahora nuestro inter�es encontrar estimaciones de error para la aproximaci�on de la derivadasegunda, i.e, como aproxima û00 a u00. La idea en la que se basan estas estimaciones es similar a lausada para la primer derivada. Sin embargo en lugar de usar la relaci�on de ortogonalidad (2.2.8)vamos a usar una relaci�on que resulta de derivar esta. A tal �n vamos a suponer de ahora en m�asque � 2 C1(IR). Luego por los mismos argumentos que utilizamos antes (ver Observaci�on 1.1.4)podemos asumir que P �(�; y) 2 C1(
).Lema 2.2.2 Para cualquier Q(x; y) polinomio en y de grado � m y diferenciable como funci�onde x tenemos quenXj=1�0(x� �j)Q(x; �j)(P �(x; �j)� uj) + nXj=1�(x� �j)Q(x; �j)@P �(x; �j)@x = 0 (2.2.19)Dem. A partir de que P �(x; y) es el m��nimo, para cada x 2 
 y para cualquier Q(x; y) polinomioen y de grado � m tenemos que,< u(y)� P �(x; y); Q(x; y)>x= 0 (2.2.20)Luego como P �(�; y) 2 C1(
) y Q(x; y) es diferenciable como funci�on de x, podemos derivarrespecto de x y obtenemos quenXj=1�0(x� �j)Q(x; �j)(P �(x; �j)� uj)+ nXj=1�(x� �j)@Q(x; �j)@x (P �(x; �j)� uj)+ nXj=1�(x� �j)Q(x; �j)@P �(x; �j)@x = 0



22 Cap��tulo 2Como para cada x, @Q(x;y)@x est�a en Pm y P � satisface (2.2.20) el segundo t�ermino es 0 y se tieneel resultado deseado.Procediendo de manera an�aloga a la estimaci�on de error para la primer derivada, vamos enprimer lugar a estimar @2P �(x;y)@x2 y @2P �(x;y)@x@y para cada x 2 
 donde existan. Estas estimaciones sepresentan en los dos lemas siguientes.Lema 2.2.3 Sea x 2 
 tal que @2P �(x;y)@x2 existe, m � 1 y u 2 Cm+1(
). Si las propiedades 1) a6) se satisfacen, entonces existe C = C(c0; c1; c2; cp; c#; m) tal que 8y 2 BR(x) \ 
j@2P �(x; y)@x2 j � CRm�1kum+1kL1(
) (2.2.21)Dem. Sea x 2 
 y �j1 ; �j2 ; � � � ; �jm+1 como en la demostraci�on del Lema 2.2.1. Tomamos h > 0 yQ 2 Pm de�nido por Q(y) = @P �(x+ h; y)@x � @P �(x; y)@x yS(x) = Xk2fjig jQ(�j)j2 (2.2.22)A partir de la propiedad 2) tenemos queS(x) � 1c0 Xk2fjig�(x� �k)Q(�k)2 � 1c0 nXk=1�(x� �k)Q(�k)2= 1c0f nXk=1�(x� �k)Q(�k)@P �(x+ h; �k)@x � nXk=1�(x� �k)Q(�k)@P �(x; �k)@x g(2.2.23)Consideremos ahora el primer t�ermino en el lado derecho de la ecuaci�on (2.2.23). Usando que parah su�cientemente peque~no 9�k 2 (x� �k ; x+ h� �k) tal que �(x� �k) = �(x+ h� �k)� h�0(�k)junto con el Lema 2.2.2 tenemos quenXk=1�(x� �k)Q(�k)@P �(x+ h; �k)@x= nXk=1�(x+ h� �k)Q(�k)@P �(x+ h; �k)@x � h nXk=1�0(�k)Q(�k)@P �(x+ h; �k)@x (2.2.24)= nXk=1�0(x+ h� �k)Q(�k)(uk � P �(x+ h; �k))� h nXk=1�0(�k)Q(�k)@P �(x+ h; �k)@xUsando nuevamente el resultado obtenido en el Lemma 2.2.2 en el segundo t�ermino del ladoderecho de (2.2.23) junto con (2.2.24) tenemos queS(x) � 1c0 f nXk=1�0(x+ h� �k)Q(�k)(uk � P �(x+ h; �k))



Estimaciones de Error en L1 - El caso unidimensional 23� h nXk=1�0(�k)Q(�k)@P �(x+ h; �k)@x+ nXk=1�0(x� �k)Q(�k)(P �(x; �k)� uk)gComo � est�a en C2(BR(0))\W 2;1(IR), para h su�cientemente peque~no, 9�k 2 (x��k ; x+h��k)tal que �0(x+h��k) = �0(x��k)+�00(�k)h. Luego, reemplazando en el primer t�ermino obtenemosS(x) � 1c0f nXk=1�0(x� �k)Q(�k)(P �(x; �k)� P �(x+ h; �k))� h nXk=1�0(�k)Q(�k)@P �(x+ h; �k)@x + h nXk=1�00(�k)Q(�k)(uk � P �(x; �k))g� 1c0f nXk=1 j�0(x� �k)jjQ(�k)jjP �(x; �k)� P �(x+ h; �k)j+ h nXk=1 j�0(�k)jjQ(�k)jj@P �(x+ h; �k)@x j+ h nXk=1 j�00(�k)jjQ(�k)jjuk � P �(x; �k)jgDesde la desigualdad (2.2.15), el Lema 2.2.1, el Corolario 2.1.1, el hecho de que �0 y �00 tienensoporte contenido en BR(0) y las propiedades 3) y 6) concluimos queS(x) � Chkum+1kL1(
)f X�k2B2R(x) c1R jQ(�k)jRm + X�k2B2R(x) c2R2 jQ(�k)jRm+1gy en consecuencia, S(x) � Chkum+1kL1(
)Rm�1 X�k2B2R(x) jQ(�k)jUsando el mismo argumento que utilizamos en la demostraci�on del Lema 2.2.1 tenemos quejQ(y)jh � Ckum+1kL1(
)Rm�1 (2.2.25)y luego, si x es tal que @2P �(x;y)@x2 existe, tomando h! 0 �nalizamos la demostraci�on.Lema 2.2.4 Sea x 2 
 , m � 1 y u 2 Cm+1(
). Si las propiedades 1) a 6) se tienen entonces,existe C = C(c0; c1; c2; cp; c#; m) tal que 8y 2 BR(x)\ 
j@2P �(x; y)@x@y j � Ckum+1kL1(
)Rm�1Dem. Sea x 2 
 y sean �j1 ; � � � ; �jm+1 como en la demostraci�on del Lema 2.2.1. Como P �(x; �) 2Pm podemos escribirP �(x; y) = Pk2fjig P �(x; �k)lk(y) donde lk(y) (con k 2 fji; 1 � i � m+ 1g ) son las bases deLagrange de grado � m asociadas con los puntos �j1 ; � � � ; �jm+1 . Por la propiedad 6) tenemos que



24 Cap��tulo 2P � es de clase C1 en la primer variable. En consecuencia para cualquier x tenemos que@2P �(x; y)@x@y = Xk2fjig @P �(x; �k)@x l0k(y)Notemos que por el Lema 2.2.1 sabemos que 8y 2 BR(x)\ 
: j@P �(x;y)@x j � Ckum+1kL1(
)Rm .Luego j@2P �(x; y)@x@y j � Xk2fjig j@P �(x; �k)@x jjl0k(y)j � Ckum+1kL1(
)Rm Xk2fjig jl0k(y)j (2.2.26)Las bases de Lagrange lk pueden calcularse facilmente y es sencillo ver que satisfacen jl0k(y)j � c�with c = c(cp; m) si la propiedad 4) se tiene. Usando ahora esta estimaci�on en (2.2.26) y la pro-piedad 5) obtenemos el resultado deseado .Con los resultados previos estamos en condiciones de estimar el error cometido al aproximaru00 por û00Teorema 2.2.2 Sea m � 1, si u 2 Cm+1(
) y las propiedades 1) a 6) se satisfacen entonces,existe C = C(c0; c1; c2; cp; c#; m) tal queku00 � û00kL1(
) � Ckum+1kL1(
)Rm�1 (2.2.27)Dem. Notemos que como � 2 C2(BR(0))\W 2:1(IR) luego, @2P �(x;y)@x@y existe cualquiera sea x e yen 
 y @2P �(x;y)@x2 existe para todo x salvo un conjunto �nito de puntos y por lo tanto P �(�; y) 2W 2;1(
). (esto se puede ver usando nuevamente el mismo argumento que antes) .Dado cualquier x 2 
, tal que @2P �(x;y)@x2 existe, queremos estimar ju00(x)� û00(x)j = ju00(x) �d2dx2P �(x; x)j. Notemos qued2dx2P �(x; x) = f@2P �(x; y)@x2 + 2@2P �(x; y)@x@y + @2P �(x; y)@y2 gjy=x (2.2.28)Por lo tanto, 8y 2 BR(x)\ 
ju00(y)� @2P �(x; y)@y2 � 2@2P �(x; y)@x@y � @2P �(x; y)@x2 j� ju00(y)� @2P �(x; y)@y2 j+ 2j@2P �(x; y)@x@y j+ j@2P �(x; y)@x2 j (2.2.29)Observemos que, @2P �(x;y)@y2 es un polinomio de grado � m�2 que interpola u00 en m�1 puntosy en consecuenciaju00(y)� @2P �(x; y)@y2 j � Ckum+1kL1(
)Rm�1 8y 2 BR(x) \ 
 (2.2.30)Usando esta estimaci�on en (2.2.29) junto con los resultados obtenidos en los Lemas 2.2.3 y 2.2.4la demostraci�on concluye tomando y = x .



Estimaciones de Error en L1 - El caso unidimensional 25Observaci�on 2.2.1 Por lo mencionado en el Cap��tulo 1, secci�on 1.2.1 las estimaciones obtenidasen (2.1.4) y (2.2.16) garantizan la convergencia de MLS cuando es aplicado para obtener apro-ximaciones de Galerkin para resolver problemas coercivos de segundo orden o para problemas desegundo orden para los cuales la forma bilineal satisfaga la condici�on inf-sup. Adem�as, como semencion�o en la secci�on 1.2.2 las estimaciones obtenidas para las dos primeras derivadas (2.2.16)y (2.2.27) proporcionan junto con (2.1.4) la consistencia del esquema resultante cuando MLS esutilizado como m�etodo de colocaci�on para resolver problemas de segundo orden.Como mencionamos en la secci�on 1.2.3 del Cap��tulo 1 nuestras estimaciones de error proveen,en particular, las estimaciones de error necesarias para demostrar la consistencia de los esquemasresultantes cuando MLS es utilizado para obtener f�ormulas de diferencias �nitas como proponeOrkisz [28]. El siguiente resultado establece estas estimaciones.Teorema 2.2.3 (sobre la aproximaci�on de Orkisz)Dado x 2 
 y sea f1; y � x; (y�x)22 g una base de P2 y P �(x; y) = P3k=1 ak(x) (y�x)k�1(k�1)! donde loscoe�cientes ak(x) son determinados minimizando Pnj=1 �(x � �j)(uj � (a1(x) + a2(x)(�j � x) +a3(x) (�j�x)22 ))2 si las hip�otesis del teorema 2.2.2 se satisfacen, entonces existe una constante Ctal que ju(k)(x)� ak+1(x)j � Cku000kL1(
)R3�k k = 0; 1; 2 (2.2.31)donde u(k) denota la k-�esima derivada de u para k = 1; 2 y u(0) = uDem. Dado x 2 
 y P �(x; y) = a1(x)+a2(x)(y�x)+a3(x) (y�x)22 notemos que û(x) = P �(x; x) =a1(x) y en consecuencia, la estimaci�on del error cometido al aproximar u(x) por a1(x) est�a dada por(2.1.4). Orkisz propone considerar a2(x) y a3(x) para aproximar las dos primeras derivadas de u(x)en lugar de considerar las derivadas de û(x). Por (2.2.18) y (2.2.30) sabemos que 8y 2 BR(x)\
ju0(y)� @P �(x; y)@y j � Cku000kL1(
)R2ju00(y)� @2P �(x; y)@y2 j � Cku000kL1(
)RPero cualquiera sea y, @P �(x;y)@y = a2(x)+a3(x)(y�x) y @2P �(x;y)@y2 = a3(x) tomando entonces y = xse tienen las estimaciones deseadas.Observaci�on 2.2.2 Es importante se~nalar que las ideas desarrolladas para obtener estimacionesde error al aproximar las dos primeras derivadas pueden generalizarse para obtener estimacionesde error para derivadas de orden superior.



Cap��tulo 3Estimaciones de Error en Espaciosde Sobolev - El caso N-dimensionalA lo largo de este cap��tulo vamos a demostrar, para el caso N-dimensional, que bajo hip�otesisapropiadas sobre la funci�on de peso y la distribuci�on de puntos, MLS tiene orden �optimo en L1y en L2 para la aproximaci�on de la funci�on y sus primeras derivadas.A �n de facilitar la lectura del presente Cap��tulo, vamos a recordar que, dado R > 0, �R lafunci�on nonegativa con soporte en BR(0) y XR = f�1; � � � ; �ng el conjunto de n = n(R) puntosdados en 
 � IRN un conjunto abierto, acotado y con borde Lipschitz, denotamos, como antes,fp1; � � � ; psg una base de Pm, s = dim Pm y para cada x 2 
, û(x) = P �(x; x) la aproximaci�ona u(x) de�nida en (1.1.3). Para poder llevar a cabo nuestro an�alisis de error vamos a establecer,en primer lugar, las propiedades que consideraremos sobre la funci�on de peso y la distribuci�on depuntos. Si bien las condiciones que estableceremos sobre la funci�on de peso �R son an�alogas alas del caso unidimensional, una de las di�cultades que se presentaba en este caso, a diferenciadel caso unidimensional, es que si bien deb��amos establecer condiciones sobre la distribuci�on delos puntos dados (XR = f�1; � � � ; �ng), estas condiciones fuesen bastantes generales de forma deno perder una de las caracter��sticas sobresalientes de MLS que es el hecho de que no se necesitagenerar una \malla" cuando es utilizado para la resoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales.A tal �n, vamos a suponer, como se enunciar�a en la propiedad 1), que la distribuci�on de puntoses tal que cualquiera sea x 2 
 podemos seleccionar un subconjunto de s puntos en un entornode x de forma tal que la interpolaci�on de Lagrange sea posible y tal que las bases de Lagrangeasociadas a dichos puntos satisfagan las acotaciones que enunciaremos en las propiedades 4) y 5).En las propiedades que enunciaremos a continuaci�on todas las constantes que aparecen sonindependientes de R. Nuevamente, a �n de simpli�car notaci�on, descartaremos el sub��ndice R alreferirnos a �R.1. Para cada x 2 
 existe un subconjunto de s puntos pertenecientes a XR \ BR2 (x) donde lainterpolaci�on de Lagrange es posible.2. 9c0 > 0 tal que �(z) � c0 8z 2 BR2 (0). 26



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 273. 9c# tal que para todo x 2 
, cardf�j 2 B2R(x); 1 � j � ng < c#.4. Cualquiera sea x 2 
 existe una constant cL tal que las funciones base de Lagrange asociadascon los puntos de la propiedad 1) est�an acotadas por una constante cL en B2R(x).5. Para cualquier x 2 
 existe una constante c0L tal que las derivadas de las funciones base deLagrange asociadas con el conjunto de puntos de la propiedad 1) estan acotadas por c0LR enB2R(x).6. � 2 C1(BR(0))\W 1;1(IRN) y 9c1 > 0 tal que kr�(z)kL1(IRN) � c1R .3.1 Estimaciones de Error en L1 y W 1;1En esta secci�on vamos a obtener estimaciones de error en L1, en t�erminos del par�ametro R, parala aproximaci�on de u y sus primeras derivadas.Es importante notar que en el caso unidimensional cualquiera sea x 2 
, P �(x; �) es unpolinomio de grado m que interpola a la funci�on u como se demostr�o en el Teorema 2.1.1, hastadonde sabemos, no se ha establecido si esto es tambi�en cierto en m�as dimensiones. Por lo tantovamos a ocuparnos, en primer lugar, de establecer cu�al es el orden con que û aproxima a u.Teorema 3.1.1 Sea x 2 
, si las propiedades 1) a 4) se tienen existe una constante C la cualdepende de c0; c# y cL tal que 8y 2 BR(x) \ 
:ju(y)� P �(x; y)j � Cku� PI(x; �)kL1(BR(x)\
) (3.1.1)donde PI(x; �) es el polinomio en Pm que interpola a u en los puntos 2 XR\BR2 (x) que satisfacenla propiedad 1). En particular tomando y = x tenemos queju(x)� û(x)j � Cku� PI(x; �)kL1(BR(x)\
) (3.1.2)donde û(x) = P �(x; x)Dem. Dado x 2 
, en vista de la propiedad 1) existen puntos �j1 ; �j2 ; � � � ; �js 2 XR\BR2 (x) tal quelas funciones base de Lagrange lji ( lji 2 Pm tal que lji(�jk) = �ik , 1 � i � s), est�an bien de�nidas.Llamemos PI(x; �) al polinomio de grado � m que interpola a u en los puntos �j1 ; �j2 ; � � � ; �js.Usando ahora la propiedad 2) y el hecho de que P �(x; �) realiza el m��nimo tenemos queXk2fjig(u(�k)� P �(x; �k))2 � 1c0 Xk2fjig�(x� �k)(u(�k)� P �(x; �k))2 (3.1.3)� 1c0 nXk=1�(x� �k)(u(�k)� P �(x; �k))2



28 Cap��tulo 3� 1c0 nXk=1�(x� �k)(u(�k)� PI(x; �k))2= 1c0 X�k2BR(x)�(x� �k)(u(�k)� PI (x; �k))2� C(c0; c#)ku� PI(x; �)k2L1(BR(x)\
)Observemos que 8y 2 BR(x)\ 
 podemos escribirjPI(x; y)� P �(x; y)j2 � s Xk2fjig jlk(y)j2jPI(x; �k)� P �(x; �k)j2 = s Xk2fjig jlk(y)j2ju(�k)� P �(x; �k)j2(3.1.4)Usando entonces la propiedad 4) y la acotaci�on obtenida en (3.1.3) tenemos quejPI(x; y)� P �(x; y)j � C(c0; c#; cL)ku� PI(x; �)kL1(BR(x)\
) (3.1.5)y en consecuenciaju(y)� P �(x; y)j � Cku� PI(x; �)kL1(BR(x)\
) 8y 2 BR(x) \ 
En particular tomando y = x concluimos la demostraci�onAhora vamos establecer las estimaciones de error para la aproximaci�on de las primeras deri-vadas de u. Estas estimaciones se obtienen como una consecuencia del siguiente Lema, el cual esuna generalizaci�on del Lema 2.2.1 del Cap��tulo 2.Lema 3.1.1 Sea x 2 
 tal que @P �(x;y)@xj existe para j = 1; � � � ; N . Si las propiedades 1) a 6) setienen , existe una constante C = C(c0; c#; c1; cL) tal que 8y 2 BR(x)\ 
 , j = 1; � � � ; N :j@P �(x; y)@xj j � CRku� PI (x; �)kL1(B2R(x)\
) (3.1.6)Dem. Por simplicidad vamos a demostrar el resultado para j = 1 (claramente el mismo argumentose aplica a cualquier j). Dado x 2 
, en vista de la propiedad 1) existen puntos �j1 ; �j2; � � � ; �js 2XR\BR2 (x) tal que el polinomio que interpola a u en esos puntos existe. Para simpli�car notaci�ondenotamos fjig al conjunto de indices fj1; � � � ; jsg. Para cualquier h > 0 de�nimosS(x) = Xk2fjig jP �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� P �(x; �k)j2 (3.1.7)Luego, por la propiedad 2)S(x) � 1c0 Xk2fjig�(x� �k)(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� P �(x; �k))2� 1c0 nXk=1�(x� �k)(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� P �(x; �k))2 (3.1.8)= 1c0 nXk=1�(x� �k)(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� P �(x; �k))(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� u(�k))+ 1c0 nXk=1�(x� �k)(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� P �(x; �k))(u(�k)� P �(x; �k))



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 29Sea ahora Q el polinomio de grado � m de�nido por Q(y) = P �((x1+h; x2; � � � ; xN); y)�P �(x; y),luego como P � es la proyecci�on ortogonal bajo el producto <;>x tenemos que< u(y)� P �(x; y); Q(y)>x= nXk=1�(x� �k)Q(�k)(u(�k)� P �(x; �k)) = 0 (3.1.9)y se sigue queS(x) � 1c0 nXk=1�(x� �k)Q(�k)(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� u(�k)) (3.1.10)Usando la propiedad 6) podemos garantizar que 9�k = �(�k ; x) tal que si h es su�cientementepeque~no �(x��k) = �((x1+h; x2; � � � ; xN)��k)� @�@x1 (�k)h. Reemplazando en (3.1.10) obtenemosS(x) � 1c0 nXk=1�((x1 + h; x2; � � � ; xN)� �k)Q(�k)(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� u(�k))� hc0 nXk=1 @�@x1 (�k)Q(�k)(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� u(�k))Usando ahora la relaci�on de ortogonalidad< u(y)� P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); y); Q(y)>(x1+h;x2;���;xN)= 0y el hecho de que @�@x1 tiene soporte compacto junto con la propiedad 6) resulta queS(x) � hc0 nXk=1 @�@x1 (�k)Q(�k)(u(�k)� P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k))� hc0 nXk=1 j @�@x1 (�k)jjQ(�k)jj(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� u(�k))j� hc1Rc0 X�k2B2R(x) jQ(�k)jj(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� u(�k))jSi ahora aplicamos el resultado del Teorema 3.1.1 pero para (x1 + h; x2; � � � ; xN) 2 
 tendr��amosquej(P �((x1 + h; x2; � � � ; xN); �k)� u(�k))j � Cku� PI ((x1 + h; x2; � � � ; xN); �)kL1(BR(x1+h;x2;���;xN)\
)� Cku� PI ((x1 + h; x2; � � � ; xN); �)kL1(B2R(x)\
)donde PI ((x1+h; x2; � � � ; xN); �) denota al polinomio que interpola a u en s puntos pertenecientesa la bola BR(x1 + h; x2; � � � ; xN) los cuales existen gracias a la propiedad 1). Pero notemos que,para h su�cientemente chico, podemos suponer que los puntos f�j1 ; � � � ; �jsg 2 BR2 (x)\ XR est�anen BR2 ((x1+ h; x2; � � � ; xN), y por lo tanto el PI((x1 + h; x2; � � � ; xN); �) puede ser elegido como elpolinomio que interpola a u en esos s puntos, i.e, como PI(x; �) y en consecuencia se sigue queS(x) � C hRku� PI(x; �)kL1(B2R(x)\
) X�k2B2R(x) jQ(�k)j (3.1.11)



30 Cap��tulo 3Como Q es un polinomio de grado � m este puede escribirse en t�ermino de las funciones base deLagrange asociadas a los puntos f�j1 ; � � � ; �jsgQ(y) = Xr2fjigQ(�r)lr(y) (3.1.12)Luego X�k2B2R(x) jQ(�k)j � Xr2fjig jQ(�r)j( X�k2B2R(x) jlr(�k)j)Gracias a la propiedad 4), existe una constante cL que acota a lr 8r 2 fjig y usando esto juntocon la propiedad 3) se sigue que( Xk2fjig jQ(�k)j)2 � s Xk2fjig jQ(�k)j2 = sS(x) (3.1.13)� C hRku� PI(x; �)kL1(B2R(x)\
) Xk2fjig jQ(�k)jy en consecuencia, Xk2fjig jQ(�k)j � C hRku� PI(x; �)kL1(B2R(x)\
) (3.1.14)Usando esto en (3.1.12) y la propiedad 4) nuevamente obtenemos que 8y 2 BR(x)\ 
jQ(y)jh = jP �((x1 + h; x2; � � � ; xN); y)� P �(x; y)jh � CRku� PI(x; �)kL1(B2R(x)\
) (3.1.15)y la demostraci�on concluye tomando h! 0.Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente Teorema el cual establece el orden deaproximaci�on para las derivadas.Teorema 3.1.2 Si las propiedades 1) a 6) se tienen, existe una constante C = C(c0; c1; c#; cL; c0L)tal que para cualquier x 2 
 y 1 � j � N tenemosj @@xj (u� û)(x)j � Cf 1Rku� PI(x; �)kL1(B2R(x)\
) + k @@xj (u� PI(x; �))kL1(BR(x)\
)g (3.1.16)Dem. Queremos estimar j @@xj fu(x)� P �(x; x)gj para 1 � j � N . Dado que podemos escribir@@xjP �(x; x) = f@P �(x; y)@xj + @P �(x; y)@yj @yj@xj g���y=x (3.1.17)es su�ciente estimar j@u(y)@yj � @P �(x;y)@xj � @P �(x;y)@yj j, 8y 2 BR(x) \ 
.Tomemos nuevamente PI (x; �) como el polinomio que interpola a u en los s puntos que existenpor la propiedad 1) luegoj@u(y)@yj � @P �(x; y)@xj � @P �(x; y)@yj j � j@u(y)@yj � @PI(x; y)@yj j+ j@PI(x; y)@yj � @P �(x; y)@yj j+ j@P �(x; y)@xj j(3.1.18)



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 31Dado que, para cada x 2 
 y cualquier y 2 BR(x)\ 
, PI(x; y)� P �(x; y) puede escribirse comoPI(x; y)� P �(x; y) = Xk2fjig lk(y)(PI(x; �k)� P �(x; �k))derivando respecto de y tenemos quej@PI(x; y)@yj � @P �(x; y)@yj j � Xk2fjig j@lk(y)@yj jjPI(x; �k)� P �(x; �k)j = Xk2fjig j@lk(y)@yj jju(�k)� P �(x; �k)j(3.1.19)y usando ahora la propiedad 5) y (3.1.5) tenemos quej@PI(x; y)@yj � @P �(x; y)@yj j � CRku� PI (x; �)kL1(BR(x)\
) (3.1.20)Usando este resultado en (3.1.18) junto con el Lema 3.1.1 concluimos la demostraci�on.Dado que nuestras estimaciones de error, tanto para la aproximaci�on de la funci�on como la desus derivadas, est�an en funci�on del error cometido al interpolar u mediante PI , nuestro problemase reduce a estimar el error cometido en dicha interpolaci�on. Si suponemos que las funciones basede Lagrange, asociadas con los puntos dados por la propiedad 1), satisfacen las propiedades 4) y5), dichas estimaciones de error se siguen desde las estimaciones de error cl�asicas en interpolaci�on.Llamamos D�v = @j�jv@x�11 � � �x�NNdonde � = (�1; � � � ; �N), con �i 2 IN0 para 1 � i � n y j�j = �1 + � � � + �N . El siguienteresultado establece las estimaciones de error deseadas, que se desprenden de las estimaciones deerror cl�asicas en teor��a de interpolaci�on (ver, por ejemplo, [19]).Teorema 3.1.3 Sea x 2 
, u 2 Cm+1(
) y supongamos que las propiedades 1), 4) y 5) se tienen,existe una constante C = C(cL; c0L) tal que 8y 2 B2R(x) \ 
,ju(y)� PI(x; y)j � C maxj�j=m+1kD�ukL1(
)Rm+1 (3.1.21)maxj�j=1jD�(u(y)� PI(x; y))j � C maxj�j=m+1kD�ukL1(
)Rm (3.1.22)donde PI (x; �) es el polinomio que interpola a u en los puntos dados por la propiedad 1).Dem. Vamos a presentar la demostraci�on para el caso m = 2 (en [19] se demuestra el resultadopara el casom = 1), con herramientas similares se puede generalizar la demostraci�on para cualquierotro valor de m.Dado x 2 
 sean �j1 ; � � � ; �js los puntos pertenecientes a BR2 (x) \ XR en los cuales, gracias a lapropiedad 1), la interpolaci�on de Lagrange es posible. El polinomio PI(x; �) 2 P2 que interpola au en esos puntos puede escribirse, cualquiera sea y 2 B2R(x) \ 
, comoPI(x; y) = sXi=1 uji lji(y) (3.1.23)



32 Cap��tulo 3donde uji = u(�ji) y lji denota las bases de Lagrange asociadas a �j1 ; � � � ; �js.A partir de que u 2 C3(
) cualquiera sea z y cualquier y en BR(x) \ 
 podemos escribiru(z) = u(y) + NXj=1 @u@yj (y)(zj � yj) + 12 NXi;j=1 @2u@yi@yj (y)(zi � yi)(zj � yj)+ 16 NXi;j;k=1 @3u@yi@yj@yk (�ijk)(zi � yi)(zj � yj)(zk � yk)= u(y) + p(z; y) + q(z; y) + r(z; y) (3.1.24)Si usamos (3.1.24) en los puntos �j1 ; � � � ; �js y reemplazamos en (3.1.23) obtenemosPI(x; y) = u(y) sXi=1 lji(y) + sXi=1 p(�ji; y)lji(y) (3.1.25)+ sXi=1 q(�ji ; y)lji(y) + sXi=1 r(�ji ; y)lji(y)Mediante simples c�alculos, basados principalmente en el hecho de que para cualquier v 2 P2 elpolinomio de interpolaci�on de grado menor o igual a 2, llam�esmoslo PI(v), satisface PI(v) = v,puede verse que sXi=1 lji(y) � 1sXi=1 p(�ji ; y)lji(y) � 0sXi=1 q(�ji ; y)lji(y) � 0Usando esto en (3.1.25) y quien es r(z; y) tenemos que para cualquier y 2 BR(x) \ 
ju(y)� PI(x; y)j � sXi=1 jr(�ji ; y)jjlji(y)j� c maxj�j=3kD�ukL1(
)R3 sXi=1 jlji(y)j (3.1.26)y usando ahora la propiedad 4) obtenemos la primer estimaci�on de error.Resta ver la estimaci�on para las derivadas. Derivando (3.1.23) se tiene @PI@yk (x; y) =Psi=1 uji @lji@yk (y)y usando (3.1.24) en los puntos �j1 ; � � � ; �js obtenemos@PI@yl (x; y) = u(y) sXi=1 @lji@yk (y) + sXi=1 p(�ji ; y)@lji@yl (y) 1 � l � N (3.1.27)+ sXi=1 q(�ji ; y)@lji@yl (y) + sXi=1 r(�ji ; y)@lji@yl (y)



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 33Usando nuevamente el hecho de que para cualquier funci�on v 2 P2 el polinomio de grado menoro igual que 2 que interpola a v en los puntos �1; � � � ; �s satisface PI(v) = v, por simples c�alculospuede verse que para 1 � l � N se tiene quesXi=1 @lji@yl (y) � 0sXi=1 p(�ji ; y)@lji@yl (y) = @u@yl (y)sXi=1 q(�ji ; y)@lji@yl (y) � 0y en consecuencia reemplazando en (3.1.27) tenemos quej @u@yl (y)� @PI@yl (y)j � sXi=1 jr(�ji ; y)jj@lji@yl (y)j� c maxj�j=3kD�ukL1(
)R3 sXi=1 j@lji@yl (y)j (3.1.28)Usando ahora la propiedad 5) obtenemos la estimaci�on para la derivada y la demostraci�on concluye.Como una consecuencia inmediata de este Teorema y las estimaciones de error dadas por losTeoremas 3.1.1 y 3.1.2 tenemos el siguiente resultado el cual establece las estimaciones de error alaproximar u y sus derivadas de primer orden mediante û y sus primeras derivadas.Corolario 3.1.1 Si las propiedades 1) a 6) se tienen y u 2 Cm+1(
) existe una constante C, lacual depende de c0; c#; c1; cL; c0L, tal que para cada x 2 
ju(x)� û(x)j � Cmaxj�j=m+1kD�ukL1(
)Rm+1 (3.1.29)jr(u� û)(x)j � C maxj�j=m+1kD�ukL1(
)Rm (3.1.30)3.2 Estimaciones de Error en L2 y H1En las estimaciones de error de la secci�on previa obtuvimos orden �optimo en L1 y W 1;1 bajola suposici�on de que la funci�on u 2 Cm+1(
). Si bien es cierto que estos resultados claramenteimplican estimaciones de error con orden �optimo en L2 y H1, en muchos casos en los que sedesea llevar a cabo la aproximaci�on, la funci�on a aproximar es menos regular que lo que hastaahora hemos supuesto (como suele suceder cuando la funci�on a aproximar es la soluci�on de algunaecuaci�on diferencial). Era entonces de gran inter�es probar que los mismos ordenes de convergenciaque se obtuvieron se manten��an si la funci�on a estimar era menos regular, digamos u 2 Hm+1(
).Como hemos comentado previamente, no se contaba con esta clase de estimaciones de error nipara la funci�on ni para las derivadas. En consecuencia, las estimaciones de error que presentaremosa continuaci�on es otro de los logros importantes de esta tesis.



34 Cap��tulo 3Sean f�1; � � � ; �lg puntos en 
 tales que 
 � [li=1BR(�i) y el n�umero de las bolas que sesuperponen est�a acotado independientemente de R. Vamos a denotar por j � jHm+1(
) la seminormaen Hm+1(
), i.e, jf jHm+1(
) = ( Xj�j=m+1 kD�fk2L2(
)) 12donde D�f denota la derivada d�edil de f de orden j�j. Nuestro prop�osito es estimarku� ûkL2(BR(�j)\
) cualquiera sea j 2 f1; � � � ; lgTeorema 3.2.1 Sea m+ 1 > N2 . Si las propiedades 1) a 4) se tienen y u 2 Hm+1(
) existe unaconstante C que depende de c0; c#; cL tal que, 8j 2 f1; � � � ; lgku� ûkL2(BR(�j)\
) � CRm+1jujHm+1(B2R(�j)\
) (3.2.1)Dem. Cualquiera sea j 2 f1; � � � ; lg queremos estimarZBR(�j)\
 ju(y)� û(y)j2dy = ZBR(�j)\
 ju(y)� P �(y; y)j2dy (3.2.2)A partir de la propiedad 1), cualquiera sea y 2 BR(�j) \ 
 existe un subconjunto de s puntosde XR, llamemoslos �j1 ; � � � ; �js, que est�an en la bola BR2 (y) de manera que la interpolaci�on deLagrange es posible. LLamemos PI(f)(y; �) al polinomio de grado � m que interpola a f en esospuntos. A partir del resultado obtenido en el Teorema 3.1.1 tenemos queZBR(�j)\
 ju(y)� P �(y; y)j2dy � C ZBR(�j)\
 ku� PI(u)(y; �)k2L1(BR(y)\
)dy (3.2.3)Cualquiera sea y 2 
 tomemos Tmu un polinomio de grado menor o igual a m tal que si u 2Hm+1(
) tenemos queku� TmukL1(BR(y)\
) � CRm+1�N2 jujHm+1(BR(y)\
) m+ 1 > N2 (3.2.4)ku� TmukHj(BR(y)\
) � CRm+1�j jujHm+1(BR(y)\
) 0 � j � mLa existencia de un polinomio con esas caracter��sticas y el an�alisis de como dependen las constantesrespecto del dominio donde se realiza la aproximaci�on, ha sido estudiado en distintos trabajos([14], [15], [34]). Es importante notar que para contar con estas estimaciones necesitamos que,para cualquier y 2 BR(�j) \ 
 el conjunto BR(y) \ 
 sea estrellado respecto de alguna bola,i.e , existe una bola B tal que para cualquier z 2 BR(y) \ 
 la c�apsula convexa de fzg [ Best�a contenida en BR(y) \ 
. En vista de que 
 tiene borde Lipschitz esta condici�on se tiene sitomamos R su�cientemente chico.Una posible elecci�on de Tm, ver por ejemplo [7], es la siguiente:Llamemos e
 = BR(y) \ 
. Dada u 2 Hm+1(e
) y sea B una bola contenida en e
 de�nimos elpolinomio de Taylor centrado en z de grado � mTmz u(x) = Xj�j�m 1�!D�u(z)(x� z)�



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 35con � 2 INN0 , j�j = �1 + � � � + �N , �! = �1! � � ��N !, (x � z)� = (x1 � z1)�1 � � � (xN � zN)�N yD�f = ( @@x1 )�1 � � �( @@xN )�N , En general, si u est�a en Hm+1(
), D� puede no existir y es claroque no se podr��a de�nir un polinomio de Taylor para tal funci�on, esto se soluciona de�niendo un`promedio' de los polinomios Tmz u(x) de la siguiente maneraTmu(x) = 1jBj ZB Tmz u(x)dzel cual satisface (3.2.4) (una demostraci�on de este hecho puede verse en [7]).Como Tmu es un polinomio de grado � m , PI(Tmu) = Tmu y podemos escribirku� PI(u)(y; �)kL1(BR(y)\
) � ku� TmukL1(BR(y)\
) + kPI(Tmu� u)kL1(BR(y)\
) (3.2.5)Dado que, para cualquier funci�on v 2 L1(BR(y)\ 
), PI(v) =Psi=1 v(�ji)lji , con lji las bases deLagrange asociadas a los puntos �j1 ; � � � ; �js. Usando la propiedad 4) tenemos quekPI(v)kL1(BR(y)\
) � CkvkL1(BR(y)\
)donde la constante C depende de cL (cota de las bases de Lagrange).Luego, usando este resultado, con v = Tmu� u, en (3.2.5) junto con (3.2.4) resulta queku� PI(u)(y; �)kL1(BR(y)\
) � Cku� TmukL1(BR(y)\
) � CRm+1�N2 jujHm+1(BR(y)\
) (3.2.6)y en consecuenciafZBR(�j)\
 ju(y)� P �(y; y)j2dyg 12 � CRm+1�N2 fZBR(�j)\
 juj2Hm+1(BR(y)\
)dyg 12� CRm+1�N2 fZBR(�j)\
 juj2Hm+1(B2R(�j)\
)dyg 12� CRm+1jujHm+1(B2R(�j)\
)arribando as�� al resultado deseado.Ahora nos vamos a ocupar de obtener las estimaciones de error para las derivadas. A tal �nvamos a hacer uso de las estimaciones de error en L1 que obtuvimos en las secci�on 3.1.Teorema 3.2.2 Sea m + 1 > N2 . Si las propiedades 1) a 6) se tienen y u 2 Hm+1(
). Luego,existe una constante C la cual depende de c0; c#; c1; cL; c0L tal que 8j 2 f1; � � � ; lgkr(u� û)kL2(BR(�j)\
) � CRmkukHm+1(B3R(�j)\
) (3.2.7)Dem. Consideremos RBR(�j)\
 j @u@yk (y) � @@ykP �(y; y)j2dy para k = 1; � � � ; N . En virtud de lapropiedad 1), cualquiera sea �j , 1 � j � l podemos construir un polinomio PI(�j ; �) que interpolea u en un subconjunto de s puntos de f�1; � � � ; �ng que pertenezcan a la bola BR2 (�j) luego,ZBR(�j)\
 j @u@yk (y)� @@ykP �(y; y)j2dy � cfZBR(�j)\
 j @u@yk (y)� @PI@yk (�j; y)j2dy (3.2.8)+ ZBR(�j)\
 j@PI@yk (�j ; y)� @@ykP �(y; y)j2dyg



36 Cap��tulo 3Vamos a analizar, en primer lugar, el segundo t�ermino en el lado derecho de (3.2.8). Cualquierasea y 2 BR(�j) \ 
 y z 2 BR(y)\ 
 notemos que@@ykP �(y; y) = f@P �@yk (y; z) + @P �@zk (y; z)g���z=yEn vista de esto vamos a estimar j@PI@zk (�j; z)�(@P �@yk (y; z)+ @P �@zk (y; z))j para cualquier z 2 BR(y)\
.Sea Tmu como en el Teorema anterior, i.e, el polinomio de grado menor o igual que m quesatisface (3.2.4). Usando la estimaci�on obtenida en el Lema 3.1.1 y con el mismo argumento queusamos para obtener (3.2.6) podemos concluir que para cualquier z 2 BR(y)\ 
j@P �@yk (y; z)j � CRku�PI(y; �)kL1(BR(y)\
) � CRku�TmukL1(BR(y)\
) � CRm�N2 jujHm+1(B2R(�j)\
)(3.2.9)Vamos ahora a estimar j@PI@zk (�j ; z)� @P �@zk (y; z)j. Comoj@PI@zk (�j ; z)� @P �@zk (y; z)j � j@PI@zk (�j ; z)� @P �@zk (�j ; z)j+ j@P �@zk (�j ; z)� @P �@zk (y; z)j (3.2.10)Usando la acotaci�on obtenida en (3.1.20) en el primer t�ermino del lado derecho de (3.2.10), ypor el mismo argumento que utilizamos para obtener (3.2.6) se sigue quej@PI@zk (�j ; z)� @P �@zk (�j ; z)j � CRku� PI(�j; �)kL1(BR(�j)\
) � CRm�N2 jujHm+1(BR(�j)\
) (3.2.11)Miremos ahora el segundo t�ermino del lado derecho de (3.2.10), notemos que, dado y 2 BR(�j)\
,@P �@zk (�j; z) y @P �@zk (y; z) son polinomios en z de grado m � 1. Sean ahora f�j1 ; � � � ; �jsg 2 BR2 (y)los puntos en los que, en virtud de la propiedad 1), podemos construir las bases de Lagrange lascuales satisfacen las propiedades 4) y 5), luego se sigue quej@P �@zk (y; z)� @P �@zk (�j ; z)j = j sXi=1 @lji@zk (z)(P �(�j; �ji)� P �(y; �ji))j� CR sXi=1 jryP �(�j ; �ji) � (�j � y)jUsando ahora el Lema 3.1.1 (es f�acil ver que el resultado (2.2.5) puede extenderse a puntos en labola de radio 2R) y por los mismos argumentos utilizados para arribar a (3.2.6) resulta quej@P �@zk (y; z)� @P �@zk (�j; z)j � CRku� PI(�j ; _)kL1(B2R(�j)\
) � CRm�N2 jujHm+1(B3R(�j)\
) (3.2.12)Por lo tanto, en vista de (3.2.12),( 3.2.9), (3.2.11), cualquiera sea z 2 BR(y) \ 
 tenemos quej@PI@zk (�j ; z)� (@P �@yk (y; z) + @P �@zk (y; z))j � CRm�N2 jujHm+1(B3R(�j))



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 37en particular tomando z = y tenemos quefZBR(�j)\
 j@PI@yk (�j ; y)� @@yk (P �(y; y))j2dyg 12 � CRmjujHm+1(B3R(�j)\
) (3.2.13)Consideremos ahora el primer t�ermino del lado derecho de (3.2.8), usando nuevamente que PI(Tmu) =Tmu podemos escribirk @u@yk � @PI@yk (�j; �)kL2(BR(�j)\
) � k @u@yk � @Tmu@yk kL2(BR(�j)\
) + k@PI@yk (u� Tmu)kL2(BR(�j)\
)(3.2.14)Para cualquier v 2 L1(BR(�j) \ 
), dado que las bases de Lagrange satisfacen la propiedad 5)tenemos que,k@PI@yk (v)kL2(BR(�j)\
) � kvkL1(BR(�j)\
) sXi=1 k@lji@yk (y)kL2(BR(�j)\
) � CkvkL1(BR(�j)\
)RN2 �1Si v 2 H2(BR(�j) \ 
) por los Teoremas de inmersi�on de Sobolev sabemos adem�as quekvkL1(BR(�j)\
) � cfR�N2 kvkL2(BR(�j)\
)+R�N2 +1kD�vkL2(BR(�j)\
)+R�N2 +2kD�vkL2(BR(�j)\
)gj�j=1;j�j=2En vista de estas estimaciones y (3.2.4) el segundo t�ermino en el lado derecho de (3.2.14) satisfacek@PI@yk (u� Tmu)kL2(BR(�j)\
) � CRku� TmukL2(BR(�j)\
) � CRmjujHm+1(BR(�j)\
)En virtud de (3.2.4) el primer t�ermino en el lado derecho de (3.2.14) satisfacek @u@yk � @Tmu@yk kL2(BR(�j)\
) � CRmjujHm+1(BR(�j)\
)la cual junto a las estimaciones anteriores provee el resultado deseadoObservaci�on 3.2.1 Notemos que, como 
 est�a contenido en [1�j�lBR(�j) \ 
 por el resultadoobtenido en el Teorema 3.2.1 tenemos queku� ûkL2(
) �Plj=1 ku� ûkL2(BR(�j)\
) � CRm+1Plj=1 jujHm+1(B2R(�j)\
).Dado que, por hip�otesis, el n�umero de bolas que se solapan est�a acotado independientemente deR, existe una constante C tal que Plj=1 jujHm+1(B2R(�j)\
) � CjujHm+1(
) y por ende, existe unaconstante C, independiente de R, tal queku � ûkL2(
) � CRm+1jujHm+1(
). An�alogamente a partir del resultado obtenido en el 3.2.2tenemos que kr(u� û)kL2(
) � CRmjujHm+1(
).Observaci�on 3.2.2 Si bien hemos obtenido estimaciones de error s�olo para la funci�on y susprimeras derivadas, haciendo uso de los mismos argumentos y generalizando las hip�otesis sobre lafunci�on de peso y las bases de Lagrange (por ejemplo que las k-�esimas derivadas tanto de la funci�onde peso como de las funciones base de Lagrange puedan acotarse por CRk , con C independiente deR) podr��an obtenerse estimaciones de error para derivadas de mayor orden.



38 Cap��tulo 33.3 Cotas de las bases de LagrangeEn los resultados obtenidos en las secciones 3.1 y 3.2 hemos supuesto que para cada x 2 
 lasbases de Lagrange asociadas a los s puntos, s = dimPm, pertenecientes a XR\BR2 (x), que existenen virtud de la propiedad 1), satisfacen las propiedades 4) y 5). En esta secci�on vamos a demostrarpara N = 2 ym = 1; 2 que, para una distribuci�on de puntos bastante general, las correspondientesbases de Lagrange satisfacen dichas propiedades.Para llevar adelante nuestro an�alisis introducimos la siguiente de�nici�on:De�nici�on 3.3.1 Para cualquier x 2 
, sea T el tri�angulo de vertices a1; a2; a3 2 BR2 (x) y sea� el di�ametro de la mayor bola contenida en T . Vamos a decir que T satisface la condici�on deregularidad, i.e, T satisface la condici�on CR, con constante � > 0 (independiente de R y �), siR� � �El siguiente resultado, (ver por ejemplo [7]), nos proporciona una herramienta fundamentalpara llevar a cabo nuestras acotaciones. Para simpli�car notaci�on, nos referiremos al hiperplanofy : L(y) = 0g, con L funci�on lineal, simplemente como hiperplano L.Lema 3.3.1 Sea P un polinomio en N variables de grado d � 1 que se anula en un hiperplanoL. Luego podemos escribir P = LQ, donde Q es un polinomio de grado d� 1.Dem. LLamemos ŷ = (y1; � � � ; yN�1), podemos mediante un cambio af��n de coordenadas suponerque L(ŷ; yN) = yN y el hiperplano L(ŷ; yN) = 0 es el eje ŷ. En consecuencia P (ŷ; 0) = 0. ComoP tiene grado d podemos escribir P (ŷ; yN) = dXj=0 Xĵij�d�j ĉij ŷ îyjNdonde î = (̂i1; � � � ; îN�1), ĵij = î1+� � �+îN�1, ik 2 IN0. Como por hip�otesis P (ŷ; 0) =Pĵij�d ĉij ŷ î �0 resulta ĉi0 = 0 para ĵij � d y en consecuenciaP (ŷ; yN) = dXj=1 Xĵij�d�j ĉij ŷ îyjN = yN d�1Xj=1 Xĵij�d�j ĉij ŷ îyj�1N= yNQ = LQdonde Q es un polinomio de grado d� 1.Vamos a considerar en primer lugar el caso m = 1.Lema 3.3.2 Sea m = 1. Dado x 2 
 , si existen puntos a1; a2; a3 en XR \ BR2 (x) tal que eltri�angulo T de v�ertices a1; a2; a3 veri�ca la condici�on CR entonces, existe una constante C = C(�)



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 39tal que las bases de Lagrange li, 1 � i � 3, asociadas con esos puntos satisfacen, 8y 2 B2R(x)\
jli(y)j � C (3.3.15)j@li(y)@yj j � CR 1 � j � 2 (3.3.16)Dem. Sea T el tri�angulo de v�ertices a1; a2; a3 y sea � el di�ametro de la mayor bola contenida enT . Las bases de Lagrange pueden construirse f�acilmente haciendo uso del Lema (3.3.1) , pues,dado que li(aj) = �ij , para 1 � i; j � 3 podemos escribir li = iLi donde Li es la recta a la quepertenecen los aj con j 6= i, i.e, la recta a la que pertence el lado del tri�angulo opuesto a ai, y laconstante i se determina usando que li(ai) = 1. Por un simple c�alculo y usando que T satisfacela condici�on CR puede verse quejli(y)j � CR2�2 � C(�)j@li(y)@yj j � C R�2 � C(�)R 1 � j � 2 :Consideremos ahora el caso m = 2. Vamos a obtener cotas para las bases de Lagrange ysus primeras derivadas, como las que proponen las propiedades 4) y 5), para una distribuci�on depuntos bastante general como se muestra en la Figura 1.
s s ss sa6 a5 a3a4a2a1 ssFigura 1A �n de hacer nuestro an�alisis m�as sencillo vamos a considerar, en primer t�ermino, dos casosparticulares de la situaci�on mostrada en la Figura 1.



40 Cap��tulo 3Lema 3.3.3 Seam = 2. Dado x 2 
 supongamos que existen puntos aj ; 1 � j � 6 en XR\BR2 (x)de tal forma que alguna de las dos siguientes situaciones se tienei) aj ; 1 � j � 6 distribuidos como se muestra en la Figura 2 y tales que los tri�angulos de v�erticesfa1; a2; a6g, fa2; a3; a4g y fa4; a5; a6g satisfacen la condici�on CRii) aj ; 1 � j � 6 se distribuyen como indica la Figura 3 y los tri�angulos de v�ertices fa1; a2; a6g,fa2; a3; a4g, fa4; a5; a6g y fa1; a2; a5g satisfacen la condici�on CR.Entonces, existe una constante C = C(�) tal que 8y 2 B2R(x) \ 
 las bases de Lagrange liasociadas a los puntos ai, 1 � i � 6, satisfacenjli(y)j � Cj @li@yj (y)j � CR 1 � j � 2Dem. Sea x 2 
 , consideremos el tri�angulo T de v�ertices a1; a3; a5 contenido en la bola BR2 (x).Para simpli�car notaci�on, a la recta fy : Lij(y) = 0g a la cual pertenecen ai y aj la notaremossimplemente Lij .Supongamos primero que los puntos est�an en la situaci�on mencionada en i). Sean a2; a4; a6 lospuntos que, respectivamente, est�an en L13; L35; L15 como se muestra en la Figura 2.
s s scpp cp c̀a6 a5 a3a4a2a1 L35L13L15Figura 2Vamos a demostrar el resultado solo para la base de Lagrange l1 2 P2 la cual satisface l1(aj) =�1j , 1 � j � 6, ya que, el mismo argumento puede ser usado para obtener las cotas para las otrasbases.A partir de que l1 2 P2 y se anula en a3; a4; a5 2 L35 se sigue que , l1 = 0 en L35 y usando el



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 41Lema 3.3.1 podemos escribir l1 = L35q1 donde q1 2 P1. Pero l1 se anula tambi�en en a2 y a6 loscuales no pertenecen a L35, por lo tanto, q1 = 0 en L26 y en consecuencia , usando nuevamente elLema (3.3.1), l1 = cL35L26 y como l1(a1) = 1 la constante c queda univocamente determinada.Mediante un simple c�alculo podemos ver entonces que, 8y 2 B2R(x) \ 

jl1(y)j � c R4(area de T135)(area de T126) (3.3.17)j @l1@yj (y)j � c R3(area de T135) (area de T126) j = 1; 2

donde Tijk denota el tri�angulo de v�ertices fai; aj; akg.LLamemos �ijk al di�ametro de la mayor bola contenida en Tijk. Notemos que �135 � �234 y comoel tri�angulo T234 y el tri�angulo T126 satisfacen, por hip�otesis, la condici�on CR, usando esto en(3.3.17) obtenemos las estimaciones deseadas.Consideremos ahora la situaci�on descripta en el caso ii). Notemos que usando el mismo ar-gumento que utilizamos antes para el caso i), podemos construir lj 2 P2 tales que lj(ai) = �ijpara i; j = 1; 2; 4; 5; 6 , i.e, usando el Lema 3.3.1 podemos escribir l1 = c1L35L26 , l2 = c2L35L16 ,l4 = c4L13L56 , l5 = c5L13L46 y l6 = c6L13L35 donde las constantes cj son determinadas a partirde que lj(aj) = 1. Por lo tanto, por el mismo argumento usado antes, si los tri�angulos de v�erticesfa1; a2; a5g, fa1; a2; a6g, fa4; a5; a6g y fa2; a3; a4g, satisfacen la condici�on CR mediante un simplec�alculo se puede ver que jljj � C y j @lj@yk j � CR , para k = 1; 2 y j = 1; 2; 4; 5; 6.No obstante el argumento usado hasta ahora falla cuando deseamos construir la base l3 yaque, no podemos trazar una l��nea que incluya a 3 puntos, de los 6 dados, que sean diferentes dea3. Sin embargo, podemos f�acilmente construir b3 2 P1 independiente de fl1; l2; l4; l5; l6g de formatal que b3(a3) = 1 y b3jL15 = 0 y mediante un simple c�alculo concluir que jb3j � C y j @b3@yk j � CR ,para k = 1; 2.



42 Cap��tulo 3
s s ss sa6 a5 a3a4a2a1 ss sFigura 3Notemos que, la base de Lagrange l3 est�a dada por l3(y) = b3(y)�Pj=1;���;6;j 6=3 b3(aj)lj(y), yen consecuencia se deduce inmediatamente que l3 tambi�en satisface las cotas deseadas .Finalmente, vamos a demostrar que las bases de Lagrange asociadas a la distribuci�on de puntospara el caso m�as general, como se muestra en la Figura 1, satisfacen las propiedades 4) y 5)Lema 3.3.4 Sea x 2 
 , m = 2 y supongamos que existen puntos aj ; 1 � j � 6 en BR2 (x) comose muestra en la Figura 1 tales que los tri�angulos de v�ertices fa1; a2; a5g, fa4; a5; a6g, fa1; a2; a6gfa2; a3; a4g y fa2; a3; a5g satisfacen la condici�on CR luego, existe una constante C = C(�) tal que8y 2 B2R(x)\
 las bases de Lagrange li, 1 � i � 6 asociadas a los puntos aj ; 1 � j � 6 satisfacenjli(y)j � Cj @li@yj (y)j � CR 1 � j � 2 (3.3.18)Dem. Por el mismo argumento utilizado en el Lema anterior las bases de Lagrange lj 2 P2,4 � j � 6 pueden escribirse como l4 = c4L13L56, l5 = c5L13L46, y l6 = c6L13L45, donde lasconstantes cj se determinan usando que lj(aj) = 1 , 4 � j � 6.Usando nuevamente el resultado del Lema 3.3.1 podemos construir b1; b2 2 P1 de la formab1 = c1L35 y b2 = c2L15 donde las constantes cj se determinan inponiendoles que bj(aj) = 1 ,1 � j � 2. Con esta construcci�on resulta que fb1; b2; l4; l5; l6g son independientes y satisfacen laacotaciones deseadas si los tri�angulos de v�ertices fa1; a2; a5g, fa4; a5; a6g, fa1; a2; a6g y fa2; a3; a4gsatisfacen la condici�on CR.Necesitamos ahora construir b3 de forma tal que resulte independiente de las otras, i.e, quere-



Estimaciones de Error en Espacios de Sobolev - El caso N-dimensional 43mos ver que existe b3 2 P2 con b3(a3) = 1 tal que la siguiente matriz resulta nosingular.0BBBBBBB@ 1 0 b3(a1) 0 0 0b1(a2) 1 b3(a2) 0 0 00 b2(a3) 1 0 0 0b1(a4) b2(a4) b3(a4) 1 0 00 0 b3(a5) 0 1 0b1(a6) b2(a6) b3(a6) 0 0 1 1CCCCCCCAObservemos que esta matriz resultar�a nosingular si la submatriz0B@ 1 0 b3(a1)b1(a2) 1 b3(a2)0 b2(a3) 1 1CAes nosingular.Dado T el tri�angulo de v�ertices fa1; a3; a5g consideramos F la transformaci�on af��n que mandaT̂ en T , i.e, F (T̂ ) = T (y1; y2) = F (ŷ1; ŷ2), donde T̂ es el tri�angulo de referencia que se muestraen la Figura 4.
c cccc

c â4 â5 = (1; 0)â6
â3 = (0; 1)
â1 = (0; 0)â2

Figura 4A �n de facilitar los c�alculos para obtener b3 trabajaremos en el tri�angulo de referencia T̂ . Eneste caso las correspondientes bases b̂1 y b̂2 estan dadas por b̂1(ŷ1; ŷ2) = 1�ŷ1�ŷ2 y b̂2(ŷ1; ŷ2) = ŷ2â22 ,con â2 = (0; â22) (observemos que si los tri�angulos de v�ertices fâ1; â2; â5g y fâ2; â3; â5g satisfacen lacondici�on CR, lo cual se sigue del hecho de que los tri�angulos de v�ertices fa1; a2; a5g y fa2; a3; a5gla satisfacen, â22 es diferente de 0 y 1). Vamos a tomar b̂3 2 P2 tal que b̂3jL15 = 0, b̂3(â3) = 1



44 Cap��tulo 3independiente de las otras. Un simple c�alculo muestra que podemos seleccionar b̂3(ŷ1; ŷ2) = ŷ22 yen consecuencia b3 = b̂3 � F�1, i.e, b3(y1; y2) = b̂3(ŷ1; ŷ2).A partir de que el tri�angulo de v�ertices fa1; a2; a5g satisface la condici�on de regularidad, eltri�angulo de v�ertices fa1; a3; a5g tambi�en la cumple y en consecuencia la base b3 est�a acotadaindependientemente de R.Finalmente, podemos obtener las bases de Lagrange l1; l2; l3 simplemente como una combi-naci�on lineal de b1; b2; b3; l4; l6 donde los coe�cientes de la combinaci�on resultan acotados por unaconstante que depende de � y la demostraci�on concluye .Observaci�on 3.3.1 Es cierto que la hip�otesis de tener tres puntos alineados, como supone ladistribuci�on de puntos que consideramos en la Figura 1, puede parecer bastante restrictiva. Sinembargo, es importante notar que como las bases de Lagrange son continuas respecto de los pun-tos de interpolaci�on las cotas obtenidas deber�an mantenerse si tenemos puntos que tengan unadistribuci�on su�cientemente pr�oxima a la que se muestra en la Figura 1.



Cap��tulo 4El m�etodo de cuadrados m��nimoscontinuos con peso variableEn este Cap��tulo presentaremos un m�etodo de aproximaci�on, el cual hemos dado en llamar m�etodode cuadrados m��nimos continuos con peso variable (el que denotaremos de ahora en m�as CMLS),para el cual obtendremos estimaciones, tanto en L1 como en L2, del error cometido al aproximarla funci�on y sus derivadas. Explicaremos, adem�as como el m�etodo puede ser aprovechado pararesolver ecuaciones diferenciales.4.1 Descripci�on del m�etodoEl m�etodo CMLS puede describirse de la siguiente manera: Sea 
 � IRN , un conjunto abierto,acotado y con borde Lipschitz y sea u la funci�on que deseamos aproximar. Denotamos, comoantes, Pm el conjunto de todos los polinomios en N variables de grado menor o igual a m yfp1; � � � ; psg una base de Pm con s = dim Pm. Dado R > 0, consideramos �R una funci�on consoporte en BR(0) tal que 0 � �R � 1. Para cada x 2 
 sea P c(x; y) =Psj=1 �cj(x)pj(y) donde loscoe�cientes �cj , 1 � j � s son elegidos de forma tal que minimizanJcx(�) = Z
 �R(x� z)(u(z)� P c(x; z))2dz (4.1.1)De�nimos el aproximante a u como ûc(x) = P c(x; x) =Psj=1 �cj(x)pj(x).Vamos a enunciar las propiedades que supondremos sobre la funci�on de peso �R:1. 9c0 > 0 tal que �R(z) � c0 , 8z 2 BR2 (0).2. � 2 C1(BR(0))\W 1;1(IRN ), y kr�RkL1(IRN) � c1R .donde c0 y c1 son constantes independientes de R.45



46 Cap��tulo 4En primer lugar notemos que, si �R satisface la propiedad 1) podemos de�nir para cada x 2 
el producto interno < f; g >x= Z
 �R(x� z)f(z)g(z)dz (4.1.2)con la correspondiente norma asociada kfk2x =< f; f >x. Luego, a partir de la teor��a cl�asicade cuadrados m��nimos, existe un �unico P c(x; �) que minimiza ku � Pkx sobre todos los P 2 Pm([12],[18],[20]) y por ende ûc est�a bien de�nido.Teorema 4.1.1 Si �R satisface la propiedad 1) cualquiera sea x 2 
 existe un �unico P c(x; �) 2 Pmpara el cual ku� P c(x; :)kx � ku� Pkx cualquiera sea P 2 Pm.Observaci�on 4.1.1 Observemos que, para cada x 2 
 si derivamos Jcx(�) respecto de �j obtene-mos Z
 �R(x� y)P (x; y)pj(y)dy = Z
 �R(x� y)u(y)pj(y)dy 1 � j � sComo P c(x; y) = Psi=1 �ci(x)pi(y) reemplazando en la expresi�on anterior arrivamos al siguientesistema sXi=1 �ci (x) Z
 �R(x� y)pi(y)pj(y)dy = Z
 �R(x� y)u(y)pj(y)dy 1 � j � si.e, �c(x) = (�c1(x); � � � ; �cs(x)) es la soluci�on del sistema A(x)�c(x) = b(x) con(A(x))ij = Z
 �R(x� y)pi(y)pj(y)dy bj(x) = Z
 �R(x� y)u(y)pj(y)dy 1 � i; j � sObservaci�on 4.1.2 Para analizar la regularidad de ûc, basta con ver cual es la regularidad de loscoe�cientes �cj, 1 � j � s. Dado que �c es la soluci�on del sistema mencionado en la Observaci�onanterior, es claro que si �R 2 Cl entonces �c tambi�en, y por ende ûc ser�a tan regular como lo sea�R.4.2 Estimaciones de errorNuestro prop�osito es establecer como aproxima ûc y sus derivadas a u y las derivadas de u. Enprincipio vamos a suponer que la funci�on a aproximar u est�a en Wm+1;1(
) (depu�es considera-remos el caso en que u sea menos regular, digamos u 2 Hm+1(
)).Llamamos f � g a la convoluci�on de f con g, i.e,f � g(x) = ZIRN f(z)g(x� z)dzPor C10 denotaremos las funciones en C1 con soporte compacto. Para llevar a cabo nuestroan�alisis de error vamos a hacer uso del siguiente resultado de Calder�on y Zygmund [9], el cual nosproporciona una de las herramientas fundamentales para llevar adelante nuestras estimaciones.Por completitud incluiremos aqu�� la demostraci�on.



El m�etodo de cuadrados m��nimos continuos con peso variable 47Teorema 4.2.1 Existe una funci�on ' 2 C10 (B1(0)), i.e, ' in�nitamente diferenciable con soporteen B1(0), tal que cualquiera sea P 2 PmZIRN 1�N '(x� y� )P (y)dy = P (x)i.e, P = P � '� donde '�(z) = 1�N '( z� )Dem. Consideremos la clase de todas las funciones in�nitamente diferenciables '(x) con soporteen jxj � 1, i.e, C10 (B1(0)), y sea V el espacio vectorial de los puntos ��, � = (�1; � � � ; �N),�i 2 IN0, 0 � j�j � m. De�nimos la aplicaci�on linealT : C10 (B1(0)) �! Vcomo T (') = �� = ZIRN '(x)x�dxdonde x� = x�11 � � �x�NN . Si la aplicaci�on T no es suryectiva, i.e , la imagen de T no es todo elespacio V , entonces debe existir alg�un elemento en el ortogonal a la imagen de T , i.e , existenn�umeros ��, 0 � j�j � m, no todos nulos, tales queX ���� = 0 = ZIRN '(x)X��x�dx = 0cualquiera sea '. En particular esto se tiene para cualquier ' de la forma ' =  P ��x� con  funci�on in�nitamente diferenciable con soporte en jxj � 1 positiva para jxj < 1. EntoncesZIRN  (x)jX��x�j2dx = 0lo que implica queP ��x� = 0 para cualquier x con jxj < 1 y en consecuencia, �� = 0, 0 � j�j � m,arrivando as�� a una contradicci�on. Luego, la imagen de T es V , i.e, dado cualquier elemento ��de V , existe una funci�on ' 2 C10 (B1(0)) tal que �� = T ('), en particular existe ' tal queZIRN '(x)dx = 1; ZIRN '(x)x�dx = 0; 0 < j�j � mDado cualquier polinomio Q de grado � m, es claro que si elegimos ' en esas condiciones re-sulta que RIRN '(z)Q(z) = Q(0) y en consecuencia haciendo el cambio de variables z = x�y� yreemplazando Q(z) por Q(z) = P (x� �z) tenemos queZIRN 1�N '(x� y� )P (y)dy = P (x)y la demostraci�on concluye .Observaci�on 4.2.1 Notemos que el resultado anterior tambi�en se tiene si consideramos las fun-ciones ' in�nitamente diferenciables pero con soporte en la intersecci�on de la bola de radio 1 conun cono abierto con v�ertice en el origen.



48 Cap��tulo 4Teorema 4.2.2 Sea u 2 Wm+1;1(
) y para cada x 2 
 consideremos P c(x; �) como antes, si� satisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C independiente de R tal que8y 2 BR4 (x) \ 
jD�y (u(y)� P c(x; y))j � CRm+1�j�jkDm+1ukL1(BR(x)\
) � CRm+1�j�jkDm+1ukL1(
) 0 � j�j � ky en consecuencia 8x 2 
ju(x)� ûc(x)j � CRm+1kDm+1ukL1(BR(x)\
) � CRm+1kDm+1ukL1(
)Dem. Sea x 2 
, como 
 tiene borde Lipschitz para R chico podemos suponer que, cualquierasea y 2 BR4 (x) \ 
 existe un cono abierto con v�ertice en y y de amplitud , independiente de y,tal que la intersecci�on del cono con BR4 (y), la cual llamaremos CR4 (y), est�a contenida en 
 (ver,por ejemplo, [17]). Dado que u 2 Wm+1;1(
) , para cada x 2 
 y cualquiera sea y 2 BR4 (x) \ 
podemos construir T (x; y) el polinomio de Taylor, asociado a u, centrado en x de grado � m, i.e,T (x; y) = Xj�j�m 1�!D�u(x)(y � x)�En vista del Teorema 4.2.1 y la observaci�on 4.2.1, existe una funci�on in�nitamente diferenciable R con soporte en CR4 (0) de�nida por  R(w) = ( 1R4 )N (wR4 ) con  2 C10 (C1(0)) tal que, cualquierasea Q 2 Pm, Q = Q �  R, i.e, Q(y) = RIRN Q(z) R(y � z)dz = RCR4 (y)Q(z) R(y � z)dz.Sea Q(y) = P c(x; y)� T (x; y), como Q es un polinomio de grado � m. LuegojQ(y)j � ZCR4 (y) jP c(x; z)� u(z)jj R(y � z)jdz + ZCR4 (y) ju(z)� T (x; z)jj R(y � z)jdz (4.2.3)Consideremos ahora el primer t�ermino en el lado derecho de (4.2.3) aplicando la desigualdad deSchwartz tenemos queZCR4 (y) jP c(x; z)� u(z)jj R(y � z)jdz � (ZCR4 (y) jP c(x; z)� u(z)j2dz) 12 (ZCR4 (y) j R(y � z)j2dz) 12(4.2.4)Como  2 C10 (C1(0)) existe una constante C tal queZCR4 (y) j R(y � z)j2dz � CR2N ZCR4 (y) dz = C 1RNUsando esto en (4.2.4) y el hecho de que CR4 (y) � BR4 (y)\ 
 � BR2 (x) \ 
 tenemos queZCR4 (y) jP c(x; z)� u(z)jj R(y � z)jdz � CR�N2 (ZBR2 (x)\
 jP c(x; z)� u(z)j2dz) 12



El m�etodo de cuadrados m��nimos continuos con peso variable 49A partir de que �R satisface la propiedad 1), i.e, existe una constante c0 > 0, independiente deR, tal que �R(z) � c0 para z 2 BR2 (0), se sigue que(ZBR2 (x)\
 jP c(x; z)� u(z)j2dz) 12 � C(ZBR2 (x)\
 jP c(x; z)� u(z)j2�R(x� z)dz) 12� C(ZBR(x)\
 jP c(x; z)� u(z)j2�R(x� z)dz) 12Como P c(x; �) es el polinomio en Pm que minimiza Jcx(�) tenemos que cualquiera sea P 2 Pm.ZBR(x)\
 jP c(x; z)� u(z)j2�R(x� z)dz = Z
 jP c(x; z)� u(z)j2�R(x� z)dz� Z
 jP (z)� u(z)j2�R(x� z)dz= ZBR(x)\
 jP (z)� u(z)j2�R(x� z)dzEn particular se tiene para P (z) = T (x; z) y entonces resulta que(ZBR(x)\
 jP c(x; z)� u(z)j2�R(x� z)dz) 12 � (ZBR(x)\
 jT (x; z)� u(z)j2�R(x� z)dz) 12Como por hip�otesis 0 � �R � 1 se sigue que(ZBR(x)\
 jT (x; z)� u(z)j2�R(x� z)dz) 12 � (ZBR(x)\
 jT (x; z)� u(z)j2dz) 12De�nimos la funci�on NRu(x) comoNRu(x) = 1Rm+1 ( 1RN ZBR(x)\
 jT (x; z)� u(z)j2dz) 12En consecuencia, para el primer t�ermino del lado derecho de (4.2.3), existe una constante C,independiente de R, tal queZCR4 (y) jP c(x; z)� u(z)jj R(y � z)jdz � CRm+1NRu(x) (4.2.5)Consideremos ahora el segundo t�ermino del lado derecho de (4.2.3). Usando la desigualdad deSchwartz y el hecho de que  est�a acotada tenemos queZCR4 (y) ju(z)� T (x; z)jj R(y � z)jdz � (ZCR4 (y) ju(z)� T (x; z)j2dz) 12 (ZCR4 (y) j R(y � z)j2dz) 12� CR�N2 (ZCR4 (y) ju(z)� T (x; z)j2dz) 12� CR�N2 (ZBR(x)\
 ju(z)� T (x; z)j2dz) 12



50 Cap��tulo 4y por ende ZCR4 (y) ju(z)� T (x; z)jj R(y � z)jdz � CRm+1NRu(x) (4.2.6)Usando (4.2.5) y (4.2.6) en (4.2.3) resulta quejP c(x; y)� T (x; y)j � CRm+1NRu(x) (4.2.7)y en consecuencia para cualquier y 2 BR4 (x)\ 
 existe una constante C, independiente de R, talque jP c(x; y)� u(y)j � CRm+1NRu(x) + jT (x; y)� u(y)j (4.2.8)En particular tomando y = x concluimos quejP c(x; x)� u(x)j = jP c(x; x)� T (x; x)j � CRm+1NRu(x) 8x 2 
 (4.2.9)Notemos que D�yQ = D�y (Q �  R) = Q �D�y R, i.e,D�yQ(y) = ZIRN Q(z)D�y R(y � z)dz = R�N�j�j ZCR4 (y)Q(z)(D� )(y � zR )dz= R�N�j�j ZCR4 (y)(P c(x; z)� T (x; z))(D� )(y� zR )dz (4.2.10)En vista de que  2 C10 (C1(0)) y (4.2.7) existe una constante C tal que, cualquiera sea �,0 � j�j � k se tiene quejD�y (u(y)� P c(x; y))j � jD�y (u(y)� T (x; y))j+ jD�y (T (x; y)� P c(x; y))j� jD�y (u(y)� T (x; y))j+ CRm+1�j�jNRu(x) (4.2.11)Como u 2 Wm+1;1(
) y T es el polinomio de Taylor de grado menor o igual que m, cualquiera seay 2 BR4 (x) \ 
 (podemos suponer que el segmento que une x con y est�a contenido en BR4 (x)\ 
para R chico) se tiene que NRu(x) � CkDm+1ukL1(BR(x)\
)y dado que para cualquier funci�on u sabemos que la derivada del polinomio de Taylor de grado mde u es el polinomio de Taylor de grado m� 1 de la derivada de u, se tiene adem�as quejD�y (u(y)� T (x; y))j � CRm+1�j�jkDm+1ukL1(BR4 (x)\
)Usando esto en (4.2.9) y (4.2.11) concluye la demostraci�on.Observaci�on 4.2.2 En el teorema anterior hemos establecido que dado x 2 
 para cualquiery 2 BR4 (x) \ 
 se tiene quejD�y (u(y)� P c(x; y))j � CRm+1�j�jkDm+1ukL1(
) 0 � j�j � k



El m�etodo de cuadrados m��nimos continuos con peso variable 51Como P c(x; y) = Psj=1 �cj(x)pj(y) entonces D�yP c(x; y) = Psj=1 �cj(x)D�pj(y), dado que la esti-maci�on se tiene para cualquier y 2 BR4 (x)\
 en particular se tiene para y = x y en consecuenciajD�u(x)� sXj=1�cj(x)D�pj(x)j � CRm+1�j�jkDm+1ukL1(BR(x)\
)Tenemos entonces, hasta ahora, estimaciones del error cometido al aproximar u por ûc y D�u porPsj=1 �cjD�pj en lugar de aproximarlas por D� ûc.Antes de proceder con las estimaciones de error para las derivadas hagamos la siguiente observaci�onObservaci�on 4.2.3 Supongamos que u est�a de�nida en todo IRN (recordemos que si u 2 Wm+1;1(
)entonces, u puede extenderse a IRN con la misma regularidad en vista de que 
 tiene borde Lips-chitz) y sea, para cada x 2 
, P (u; x; y) = Psj=1 �j(x)pj(y) donde los coe�cientes �j, 1 � j � sson elegidos de forma tal que minimizanJx(�) = ZIRN �R(x� z)(u(z)� P (u; x; z))2dzcon �R como antes. De�nimos el aproximante a u como P (u; x; x) = Psj=1 �j(x)pj(x) entonces,en este caso se tiene que, @@xj (P (u; x; x)) = P ( @u@xj ; x; x) 1 � j � s (4.2.12)i.e, la derivada del aproximante es el aproximante de la derivada.Dado que ZIRN (P (u; x; y)� u(y))q(y)�R(x� y)dy = 0cualquiera sea q 2 Pm, (4.2.12) se demuestra, b�asicamente, usando esta relaci�on de ortogonalidaden xh = (x1; � � � ; xj+h; � � � ; xN) y haciendo el cambio de variables y ! yh = (y1; � � � ; yj+h; � � � ; yN )lo que conduce a concluir queZIRN (P (u; xh; yh)� u(yh))q(y)�R(x� y)dy = 0cualquiera sea q 2 Pm y en consecuenciaP (u(xh)� u(x)h ; x; x) = P (u; xh; xh)� P (u; x; x)hy la demostraci�on concluye tomando l��mite para h! 0.Este argumento falla en nuestro caso pues al considerar R
 en lugar de RIRN al hacer el cambio devariables podr��a modi�carse el conjunto de integraci�on a un conjunto no contenido en 
.El resultado que nos proporciona el siguiente Lema nos permitir�a establecer el orden con queaproximan las primeras derivadas de ûc a las primeras derivadas de u.



52 Cap��tulo 4Lema 4.2.1 Sea u 2 Wm+1;1(
) y para cada x 2 
 consideremos P c(x; �) como antes, si �Rsatisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C independiente de R tal que8y 2 BR4 (x) \ 
 j@P c(x; y)@xj j � CRmkDm+1ukL1(B2R(x)\
); 1 � j � NDem. Vamos a hacer la demostraci�on para el caso j = 1, dado que para los otros valores de j esan�aloga. Sea x 2 
 tomemos h > 0 su�cientemente peque~no de manera que (x1 + h; : : : ; xN) 2 
para simpli�car notaci�on llamamos xh a (x1 + h; : : : ; xN). Por el mismo argumento usado en lademostraci�on del Teorema 4.2.2 existe  R 2 C10 con soporte en CR4 (0) tal que cualquiera seaQ 2 Pm, Q = Q �  R. Para cada y 2 BR4 (x) \ 
, de�nimos Q(y) = P c((x1 + h; : : : ; xN); y) �P c(x; y) = P c(xh; y)� P c(x; y). Como Q es un polinomio en y de grado menor o igual que m setiene que Q(y) = ZCR4 (y)Q(z) R(y � z)dzcon CR4 (y) � 
. Luego usando la desigualdad de Schawrtz y el hecho de que  R(w) = 1(R4 )N  (wR4 )con  acotada, independientemente de R, tenemos quejQ(y)j � ZCR4 (y) jQ(z)jj R(y � z)jdz� CRN2 (ZCR4 (y) jQ(z)j2dz) 12 � CRN2 (ZBR2 (x)\
 jQ(z)j2dz) 12Usando esta acotaci�on y el hecho de que �R satisface la propiedad 1) tenemos quejQ(y)j2 � CRN ZBR2 (x)\
 jQ(z)j2dz � CRN ZBR2 (x)\
 jQ(z)j2�R(x� z)dz � CRN Z
 jQ(z)j2�R(x� z)dzNotemos queZ
 jQ(z)j2�R(x� z)dz = Z
(P c(xh; z)� u(z))(P c(xh; z)� P c(x; z))�R(x� z)dz+ Z
(u(z)� P c(x; z))(P c(xh; z)� P c(x; z))�R(x� z)dzEn vista de que P c(x; �) es la proyecci�on ortogonal de u sobre el espacio Pm respecto delproducto < ; >x, sabemos que, < u � P c(x; �); P >x= 0 cualquiera sea P 2 Pm en particular setiene para P = Q y en consecuenciaZ
 jQ(z)j2�R(x� z)dz = Z
(P c(xh; z)� u(z))Q(z)�R(x� z)dzPara h su�cientemente chico existe � tal que �R(x� z) = �R(xh� z)�h@�R@x1 (�� z) y usando que< u� P c(xh; �); P >xh= 0 cualquiera sea P 2 Pm tenemos queZ
(P c(xh; z)� u(z))Q(z)�R(x� z)dz = h Z
(u(z)� P c(xh; z))Q(z)@�R@x1 (� � z)dz� h Z
 ju(z)� P c(xh; z)jjQ(z)jj@�R@x1 (� � z)jdz



El m�etodo de cuadrados m��nimos continuos con peso variable 53Sabemos que @�R@x1 tiene soporte contenido en BR(0) luego la integral se reduce a aquellos puntosz 2 BR(�) \ 
 � BR+h(xh)\ 
, como adem�as �R satisface la propiedad 2) tenemos queZ
(P c(xh; z)� u(z))Q(z)�R(x� z)dz � C hR ZBR+h(xh)\
 ju(z)� P c(xh; z)jjQ(z)jdzEn (4.2.7) demostramos que dado xh 2 
, jT (xh; z) � P c(xh; z)j � CRm+1NRu(xh) cualquierasea z 2 BR4 (xh) \ 
. En vista de que T (xh; z)� P c(xh; z) es un polinomio en z, la estimaci�on setiene tambi�en para z 2 B 32R(xh)\ 
 (ver Observaci�on 4.2.4) y en consecuenciaju(z)� P c(xh; z)j � ju(z)� T (xh; z)j+ CRm+1NRu(xh)cualquiera sea z 2 B 32R(xh) \ 
. Como nos interesa estimar para h chico podemos suponer queBR+h(xh) \ 
 � B2R(x)\ 
 luegoZBR+h(xh) ju(z)� P c(xh; z)jjQ(z)jdz � CRm+1NRu(xh) ZB2R(x)\
 jQ(z)jdz+ ZBR+h(xh) ju(z)� T (xh; z)jjQ(z)jdz� CRm+1NRu(xh) ZB2R(x)\
 jQ(z)jdz+ CRN2 (ZBR+h(xh) ju(z)� T (xh; z)j2dz) 12 kQkL1(B2R(x)\
� CRm+1+NN 32Ru(xh)kQkL1(B2R(x)\
)Usando nuevamente que Q es un polinomio, existe una constante C que depender�a solo de N talque kQkL1(B2R(x)\
) � CkQkL1(BR4 (x)\
) (ver nuevamente Observaci�on 4.2.4) y por lo tantojQ(y)j2 � CRmhN 32Ru(xh)kQkL1(BR4 (x)\
)cualquiera sea y 2 BR4 (x)\ 
 y en consecuenciakQkL1(BR4 (x)\
) � CRmhN 32Ru(xh)y por ende jQ(y)jh � CRmN 32Ru(xh) (4.2.13)Usando que N 32Ru(xh) � kDm+1ukL1(B 32R(xh)\
) � kDm+1ukL1(B2R(x)\
), la demostraci�on con-cluye tomando h! 0.Observaci�on 4.2.4 Dado x 2 
 y Q un polinomio de grado menor o igual que m para el cual setiene que existe E = E(R) tal que cualquiera sea y 2 BR4 (x) \ 
,jQ(y)j � E(R)



54 Cap��tulo 4Luego existe una constante , independiente de R y de Q, tal que cualquiera sea y 2 B 32R(x)\ 
jQ(y)j � E(R)Esto puede verse simplemente considerando s ( s = dimPm) puntos en BR4 (x)\
, llamemoslos�1; � � � ; �s, seleccionados tal que las bases de Lagrange (lj)1�j�s, asociadas a esos puntos, est�anacotadas en B 32R(x)\ 
 por una constante cL independiente de R. LuegojQ(y)j � sXj=1 jQ(�j)jlj(y)j � scLE(R) � E(R)Corolario 4.2.1 Sea u 2 Wm+1;1(
) y sea ûc(x) = P c(x; x) la aproximaci�on a u dada porCMLS, si � satisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C independiente de Rtal que para cualquier x 2 
jr(u(x)� ûc(x))j � CRmkDm+1ukL1(B2R(x)\
)Dem. Dado que @@xjP c(x; x) = f@P c(x; y)@xj + @P c(x; y)@yj g���y=x (4.2.14)es su�ciente estimar j@u(y)@yj � @P c(x;y)@xj � @P c(x;y)@yj j, 8y 2 BR(x) \ 
. Luego, el resultado se tienecomo una consecuencia del Teorema 4.2.2 y el Lema 4.2.1.El Teorema 4.2.2 junto con el Corolario 4.2.1 proveen estimaciones de error en L1 para lafunci�on y sus primeras derivadas suponiendo que u 2 Wm+1;1(
). Sean f�1; � � � ; �lg puntos en
 tales que 
 � [1�j�lBR(�j) y la cantidad de bolas que se superponen esta acotada por unaconstante C� independiente de R, nuestro inter�es es ahora obtener estimaciones en L2(BR(�j)\
),1 � j � l, del error cometido al aproximar la funci�on y sus primeras derivadas, por el aproximantey sus primeras derivadas con menos requerimiento de regularidad de la funci�on u, esto es u 2Hm+1(
).Corolario 4.2.2 Sea u 2 Hm+1(
) y sea ûc(x) = P c(x; x) la aproximaci�on a u dada por CMLS,si � satisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C independiente de R tal queku� ûckL2(BR(�j)\
) � CRm+1jujHm+1(B2R(�j)\
)kr(u� ûc)kL2(BR(�j)\
) � CRmjujHm+1(B3R(�j)\
)Dem. Como u 2 Hm+1(
) es claro que en este caso podr��a no tener sentido de�nir el polino-mio de Taylor para u como hicimos en la demostraci�on del Teorema 4.2.2 y el Corolario 4.2.1.Consideremos entonces T un polinonio de grado menor o igual que m el cual satisfaceku� TkHk(B3R(�j)\
) � CRm+1�k jujHm+1(B3R(�j)\
) 0 � k � m (4.2.15)



El m�etodo de cuadrados m��nimos continuos con peso variable 55Una posible elecci�on para T est�a dada por, [7],T (y) = 1jBj ZB T (z; y)dzdonde B � B3R(�j)\
 de forma tal que B3R(�j)\
 es estrellado respecto de B (la existencia deuna bola B en tales condiciones puede suponerse para R chico dado que 
 tiene borde Lipschitz) yT (z; y) denota el polinomio de Taylor para u de grado menor o igual que m centrado en z evaluadoen y (otra posible elecci�on de T puede verse en [34]). Siguiendo la demostraci�on del Teorema 4.2.2pero usando T en lugar de considerar el polinomio de Taylor, y por ende tomando NRu(x) comoNRu(x) = 1Rm+1 ( 1RN ZBR(x)\
 jT (z)� u(z)j2dz) 12tenemos que cualquiera sea y 2 BR4 (x) \ 
ju(y)� P c(x; y)j � CRm+1NRu(x) + jT (y)� u(y)jy en consecuenciaku� ûck2L2(BR(�j)\
) � CR2(m+1) ZBR(�j)\
NRu(x)2dx+ C ZBR(�j)\
 ju(x)� T (x)j2dxen vista de queNRu(x) = R�(m+1+N2 )ku� TkL2(BR(x)\
) � R�(m+1+N2 )ku� TkL2(B2R(�j)\
)cualquiera sea x 2 BR(�j) \ 
, la primer estimaci�on se tiene usando (4.2.15).Para obtener la estimaci�on de error para las derivadas notemos queZBR(�j)\
( @u@xk (x)� @P c(x; x)@xk )2dx � C ZBR(�j)\
( @u@xk (x)� @P c(x; y)@yk ���y=x)2dx+ C ZBR(�j)\
(@P c(x; y)@xk ���y=x)2dx (4.2.16)Consideremos, en primer lugar, el segundo t�ermino del lado derecho de (4.2.16). Siguiendo lademostraci�on del Lema 4.2.1 pero tomando T en lugar de considerar el polinomio de Taylor, sillamamos xh = (x1; � � � ; xk + h; � � � ; xN) y Q(y) = P c(xh; y)� P c(x; y) tenemos queZBR(�j)\
( jQ(x)jh )2dx � CR2(m+1) ZBR(�j)\
N 32Ru(xh)2dx� Cku� TkL2(B 32R(xh)\
) � Cku� TkL2(B3R(�j)\
)Tomando limite para h! 0 y usando (4.2.15) tenemos queZBR(�j)\
(j@P c(x; y)@xk jy=x)2dx � CR2(m+1)jujHm+1(B3R(�j)\
)



56 Cap��tulo 4Analicemos ahora el primer t�ermino del lado derecho de (4.2.16). y notemos queZBR(�j)\
( @u@xk (x)�@P c(x; y)@yk ���y=x)2dx � Cku�Tk2H1(BR(�j)\
)+ZBR(�j)\
( @T@xk (x)�@P c(x; y)@yk ���y=x)2dx(4.2.17)Dado cualquier x 2 BR(�j)\
 y cualquiera sea y 2 BR4 (x)\
 por el mismo razonamiento usadoen (4.2.11) tenemos que jD�y (T (y)� P c(x; y))j � CR�j�j+m+1NRu(x). Como el resultado se tienepara cualquier y, en particular se tiene para y = x y resulta queZBR(�j)\
( @T@xk (x)� @P c(x; y)@yk ���y=x)2dx � CR2m ZBR(�j)\
NRu(x)2dxPor lo tanto usando que T satisface (4.2.15) se sigue quek @u@xk � @ûc@xk kL2(BR(�j)\
) � CRmjujHm+1(B3R(�j)\
)como deseabamos.Observaci�on 4.2.5 Notemos que, como 
 est�a contenido en [1�j�lBR(�j) \ 
 por el resultadoobtenido en el Corolario 4.2.2 y por el mismo argumento que utilizamos en la Observaci�on 3.2.1del cap��tulo 3 se tiene que existe una constante C, independiente de R, tal quekD�(u� ûc)kL2(
) � CRm+1�j�jjujHm+1(
) j�j � 1.4.3 La aplicaci�on de CMLS a la resoluci�on num�erica de ecua-ciones diferencialesEn la secci�on anterior hemos establecido estimaciones del error cometido al aproximar u y susderivadas por ûc y las derivadas de ûc. Es claro que para obtener la aproximaci�on mediante CMLSes necesario calcular ciertas integrales que involucran a u. Nuestro prop�osito es presentar unaalternativa de como se podr��a utilizar el m�etodo CMLS para resolver num�ericamente ecuacionesdiferenciales.Para cada x 2 
 consideremos ûc(x) = P c(x; x) =Psk=1 �ck(x)pk(x) la aproximaci�on obtenidausando CMLS. Por lo mencionado en la Observaci�on 4.1.1 sabemos que �c(x) = (�c1(x); � � � ; �cs(x))es la soluci�on del sistema A(x)�c(x) = b(x) con(A(x))ij = Z
 �R(x� y)pi(y)pj(y)dy bj(x) = Z
 �R(x� y)u(y)pj(y)dy 1 � i; j � sEs claro entonces que, necesitamos aproximar el valor de bj , para ello consideremos PI(u; x; �) elpolinomio de grado � m que interpola a u en s puntos f�j1 ; � � � ; �jsg 2 BR(x) \ 
 luego,bj(x) = Z
 �R(x� y)u(y)pj(y)dy = ZBR(x)\
�R(x� y)u(y)pj(y)dy



El m�etodo de cuadrados m��nimos continuos con peso variable 57podemos aproximarlo porebj(x) = ZBR(x)\
�R(x� y)PI(u; x; y)pj(y)dy= Xk2fjig(ZBR(x)\
�R(x� y)lk(y)pj(y)dy)u(�k)= Xk2fjigakj (x)u(�k)Si de�nimos akj (x) = 0 para aquellos k distintos de j1; � � � ; js, podemos escribir ebj(x) =Pnk=1 akj (x)u(�k)y para cada x 2 
 resolvemos el sistema A(x)e�(x) = eb(x).Construimos entonces una aproximaci�on a u de la forma eu(x) = eP c(x; x) = Psj=1 e�j(x)pj(x).Llamemos pt = (p1(x); � � � ; ps(x)) y ak = (ak1; � � � ; aks)t entonceseP c(x; x) = p(x)tA�1(x)eb = nXk=1p(x)tA�1(x)ak(x)u(�k)= nXk=1�k(x)u(�k) (4.3.18)Observemos que para cada x 2 
, �k(x) = 0 para aquellos k distintos de j1; � � � ; js, y por endesolo el valor de u en �j1 ; � � � ; �js tendr�a inuencia al considerar eu(x).Dada una ecuaci�on diferencial Lu = f en 
con condiciones de borde Bu = g en @
con L y B operadores lineales, nos proponemos encontrar una aproximaci�on a u de la forma uR =Pnj=1 �jaj con �j como se de�ni�o en (4.3.18). El m�etodo de colocaci�on, como ya hemos mencionadoen Cap��tulos anteriores, consiste en imponerle a uR que satisfaga la ecuaci�on diferencial y lascondiciones de borde, en ciertos puntos fz1; � � � ; zng 2 
, i.e,LuRjx=zi = f(zi) zi 2 
BuRjx=zi = g(zi) zi 2 @
Arribando de esta manera a un sistema de n ecuaciones con n inc�ognitas a1; � � � ; an.LRa = FRdonde LR es una matriz de n�n tal que (LR)ij = L(�j(x))jx=zi si zi 2 
 y (LR)ij = B(�j(x))jx=zisi zi 2 @
 y FR es un vector con componentes f(zi) o g(zi) seg�un zi 2 
 o zi 2 @
.La convergencia de este tipo de m�etodos se establece, como hemos mencionado anteriormente,a partir de la estabilidad y la consistencia del esquema resultante. Nuestras estimaciones deerror junto con estimaciones del error cometido al aproximar bj por ebj son las que proveer��an laconsistencia del m�etodo propuesto, y la estabilidad deber�a analizarse para cada caso en particular.



Cap��tulo 5Experimentos Num�ericosEn este Cap��tulo vamos a presentar distintos ejemplos de la aplicaci�on de MLS y CMLS a laresoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales.Dentro de las caracter��sticas sobresalientes de este tipo de m�etodos se destaca la posibilidad deelegir funciones de peso apropiadas para cada problema, es en este aspecto en el que haremoshincapi�e. Con el prop�osito de ejempli�car como se puede aprovechar esta ventaja nos ocuparemosde la aplicaci�on de estos m�etodos a la resoluci�on num�erica de la ecuaci�on de convecci�on - difusi�on.5.1 El caso unidimensionalA lo largo de esta secci�on consideraremos el problema de resolver num�ericamente la ecuaci�on deconvecci�on-difusi�on � u00 + bu0 = 0; en (0; 1) (5.1.1)u(0) = 0 u(1) = 1para diferentes valores de la constante b > 0.5.1.1 Aplicaciones del m�etodo MLSEn el Cap��tulo 1 hemos descripto distintas alternativas de aplicaci�on de MLS a la resoluci�onnum�erica de ecuaciones diferenciales. Como hemos mencionado anteriormente podemos elegir lafunci�on de peso �R de manera de producir efectos convenientes en la aproximaci�on. Como essabido ([25], [31]), si el m�etodo de elementos �nitos standard (tomando puntos equiespaciados yfunciones lineales a trozos) es usado para resolver la ecuaci�on (5.1.1) es necesario considerar mallassu�cientemente �nas h � 2b , donde h es el tama~no de la malla, para que no aparezcan oscilacio-nes. Por otro lado, si se aplica el m�etodo MLS es posible elegir �R de forma tal de incorporarel car�acter no-sim�etrico del problema cuando la convecci�on domina y en consecuencia, introducircierta clase de up-wind para el caso en que b es grande a �n de evitar la presencia de oscilaciones.58



Experimentos Num�ericos 59Aproximaciones de GalerkinVamos a presentar dos ejemplos que ejempli�can el uso de MLS como m�etodo de Galerkin parala resoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales. Recordemos que dado el problema variacional:Hallar u 2 V � H1(
) tal que a(u; v) = L(v); 8v 2 Vcon a una forma bilineal, continua y coerciva en V y L un operador lineal y continuo, podemosusar MLS para de�nir aproximaciones de Galerkin como se explic�o en la secci�on 1.2.1 del Cap��tulo1. Consideraremos entonces VR = spanf�1; : : : ; �ng, donde �j , 1 � j � n son las funcionesbase de�nidas en (1.1.6). Sabemos que si �R 2 C1(BR(0)) \W 1;1(IR) luego �j 2 H1(
) y enconsecuencia podemos de�nir la aproximaci�on de Galerkin uR 2 VR comouR(x) = nXj=1 �j(x)ujdonde u1; : : : ; un es la soluci�on al sistemanXj=1 a(�j ; �k)uj = L(�k); 1 � k � nAdem�as por el Lema de C�ea ([7], [10]), y los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2 tenemos que :ku� uRkV � c minv2VR ku� vkV � c ku� ûkV � CRmkum+1kL1(
) (5.1.2)y en virtud de los resultados de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 tenemos tambi�en que existe C tal queku� uRkV � c ku� ûkV � CRmjujHm+1(
) (5.1.3)donde c es la constante de continuidad y  es la constante de coercividad de a(�; �) en V . Enparticular tenemos que, uR converge a u cuando R! 0.Consideremos ahora una forma equivalente para la ecuaci�on de convecci�on-difusi�on (5.1.1) Seaeu(x) = u(x)� x luego tenemos que, � eu00 + beu0 = �b (5.1.4)eu(0) = eu(1) = 0El problema variacional es entonces hallar eu 2 V = H10 (0; 1), tal que:a(eu; v) = L(v); 8v 2 Vdonde a(eu; v) = Z 10 eu0v0 + Z 10 beu0vL(v) = � Z 10 bv



60 Cap��tulo 5Es sabido que la forma bilineal a(�:�) es coerciva y continua [31] en consecuencia, las estimacionesde error (5.1.2) y (5.1.3) se tienen (con la constante C dependiendo de b).Para R > 0 vamos a considerar la siguiente funci�on de peso�R(z) = 8>>><>>>: e�1( zR )2�e�11�e�1 �R < z < 0e�2( zR )2�e�21�e�2 0 � z < R0 otro caso; (5.1.5)donde �1 y �2 son constantes que elegiremos dependiendo del valor de b. Vamos a considerardos casos, b = 1 y b = 20. En ambos casos elegiremos puntos equiespaciados y el c�alculo de lasintegrales se realizar�a generando una partici�on adecuada del intervalo de integraci�on y calculandola integral en cada intervalito mediante la regla del punto medio. En el primer caso, b = 1, laconvecci�on y la difusi�on son del mismo orden y por lo tanto no es necesario hacer up-wind. La�nalidad de este ejemplo es simplemente chequear el orden de convergencia que predijimos. Por`re�nar' entendemos reducir el valor de R agregando puntos de forma tal de preservar la con�-guraci�on inicial. Podemos tomar, por ejemplo, �1 = �2 = 1 que corresponde a elegir una funci�onde peso sim�etrica como se muestra en la Figura 5.1. En la Figura 5.2 mostramos, comparativa-mente, la soluci�on exacta y la soluci�on aproximada usando MLS con n = 5 puntos equiespaciadosy m = 1. En la Figura 5.3 y la Figura 5.4 mostramos el orden del error, en t�erminos de R, en laaproximaci�on de la funci�on y sus derivadas en norma L1 (para mayor claridad se gra�c�o usandoescala logaritmica, i.e, gra�camos el logaritmo del error en funci�on del logaritmo de R). Observa-mos que, se obtuvo orden �optimo en L1 para la aproximaci�on tanto de u como de u0, i.e el ordenesperado cuando se aproxima usando polinomios de grado 1. En particular se tiene el orden deconvergencia en H1 que predijimos.El caso b = 20 es esencialmente distinto pues en este caso, la convecci�on es dominante y porlo tanto, elegimos una funci�on de peso no-sim�etrica tomando �1 = �30 y �2 = 1 como se muestraen la Figura 5.5. A �n de establecer comparaciones, en las Figuras 5.6, 5.7 y 5.8 se muestranlos resultados que se obtienen, en este caso, cuando se utiliza elementos �nitos lineales standard,el m�etodo usual de up-wind de diferencias �nitas y MLS respectivamente para n=5, y en lasFiguras 5.9, 5.10 y 5.11 para n=10. Como es sabido el primer m�etodo presenta oscilaciones (quepara evitarlas deberiamos trabajar con mallas m�as �nas). Aunque no lo hemos demostrado, esde esperar que MLS permita introducir up-wind preservando el orden de convergencia cuadr�aticocuando R ! 0. En este sentido observemos que, si bien el m�etodo de diferencias �nitas con up-wind al igual que MLS no presenta oscilaciones, la aproximaci�on usando MLS es claramente mejor.Colocaci�onOtra alternativa para la aplicaci�on de MLS para resolver ecuaciones diferenciales es usar Co-locaci�on, como se explic�o en la secci�on 1.2.2. Por la Observaci�on 1.1.4 sabemos que si � 2 C2(IR)luego las funciones base �j est�an en C2(
). Tomemos m = 2, a partir de los Teoremas 2.2.1 y2.2.2 tenemos demostrada la consistencia del m�etodo. Consideramos el caso b = 20 e intentamosintroducir up-wind eligiendo una funci�on de peso no-sim�etrica, como de�nimos a continuaci�on y



Experimentos Num�ericos 61cuyo gr�a�co se muestra en la Figura 5.12 con �1 = �30 y �2 = 1.�R(z) = 8>>><>>>: e�1( zR )4�e�11�e�1 (1� ( zR)2)4 �R < z < 0e�2( zR )4�e�21�e�2 (1� ( zR)2)4 0 � z < R0 otro caso; (5.1.6)En las Figuras 5.13 y 5.14 mostramos las aproximaciones obtenidas tomando puntos equiespacia-dos en los casos n = 8 y n = 15 respectivamente. Nuevamente podemos observar la ausencia deoscilaciones.F�ormulas de DiferenciasComo explicamos anteriormente (ver secci�on 1.2.3 del Cap��tulo 1) el m�etodo MLS puede serusado para generar f�ormulas de diferencias �nitas de la siguiente manera: Para cada x 2 
, seaa(x) = (ak(x))1�k�m+1 el que se obtiene minimizando Pnj=1 �(x��j)(uj�Pm+1k=1 ak(x) (�j�x)k�1(k�1)! )2i.e a es la soluci�on al sistema PW(x)Pta = PW(x)udonde P es una matriz de m + 1 � n cuya j��esima �la es pj = (pj(�1); � � � ; pj(�n)) con pj(y) =(y�x)j�1(j�1)! , u = (u(�1); � � � ; u(�n))t y W(x) es la matriz diagonal de n � n, W(x) = diag(�R(x ��1); � � � ;�R(x� �n)).El m�etodo propone aproximar u(k)(x) por ak+1(x), 1 � k � m+1. y usando esta aproximaci�on enla ecuaci�on (5.1.4) se obtiene un esquema de diferencias �nitas cuya consistencia est�a demostradapor el Teorema 2.2.3. La ventaja de este tipo de esquemas, a diferencia de Colocaci�on, es que nosevitamos el c�alculo de las derivadas de los coe�cientes ak(x).En la Figura 5.15 mostramos la aproximaci�on obtenida para el caso b = 20 tomando n = 8, puntosequiespaciados, m = 2 y la funci�on de peso de�nida en (5.1.6) con los mismos valores de �1 y �2que utilizamos al aplicar colocaci�on para este caso.5.1.2 Ejemplo de aplicaci�on de CMLSPara los mismos ejemplos tratados en la secci�on anterior, mostramos los resultados obtenidos alaplicar CMLS a la resoluci�on num�erica de ecuaciones diferenciales con la t�ecnica que se men-cion�o en la secci�on (4.3) del Cap��tulo 4. En la Figura 5.16 presentamos el resultado obtenido parael caso b = 1 y en la Figuras 5.17 y 5.18 los resultados obtenidos para b = 20 con n = 8 y n = 15puntos equiespaciados respectivamente. En ambos casos se utiliz�o la funci�on de peso de�nida en5.1.5 con los mismos par�ametros de �1 y �2 que se utilizaron previamente, al aproximar medianteMLS, dependiendo del valor de b.
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Experimentos Num�ericos 715.2 El caso bidimensionalEn esta secci�on nos ocuparemos del problema de convecci�on-difusi�on en el caso bidimensional:��u+ bru = 0; en 
 = (0; 1)� (0; 1) (5.2.7)uj@
 = g(x)con g(x; y) = 8><>: xe b12 (x�1)(er1 � er2) y = 1er1y � er2y x = 10 en x = 0 e y = 0;donde r1 = b2�kbk2 y r2 = b2+kbk2 .La soluci�on exacta a este problema se muestra en la Figura 5.19Nuestro inter�es es obtener aproximaciones a la soluci�on de la ecuaci�on (5.2.7) usando MLS.Nuevamente deseamos elegir una funci�on de peso apropiada ( que tenga presente la asimetr��a delproblema) a �n de evitar la presencia de oscilaciones. Se planteaba el problema de generalizar am�as dimensiones la idea de up-wind del caso unidimensional. Inspirados en este caso proponemosla siguiente funci�on de peso: �R(x1; x2) = e�R(x1)e�R(x2) donde e�R es la que utilizamos en el casounidimensional i.e e�R(z) = 8>><>>: e�a( zR )2�e�a1�e�a si �R < z < 0e( zR )2�e1�e si 0 � z < R0 en otro caso;La elecci�on del par�ametro a depender�a de b1 al considerar e�R(x1) y de b2 al considerar e�R(x2)Se realizaron experimentos num�ericos tomando b = (1; 20), la correspondiente funci�on de peso semuestra en la Figura 5.21.Para los experimentos num�ericos que se detallan a continuaci�on tomamos una malla uniformecon 5 nodos en cada direcci�on. En la Figura 5.20 se muestra la aproximaci�on obtenida utilizandola aproximaci�on usual por diferencias �nitas para las derivadas segundas y diferencias centradaspara las de primer orden, como es sabido se observan oscilaciones. En la Figura 5.22 mostramoslos resultados obtenidos usando MLS, nuestra elecci�on de la funci�on de peso, adecuada a lascaracter��sticas del problema, evita la presencia de oscilaciones.
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