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Resumen

El objetivo de esta tesis es obtener estimaciones de error en RY para aproximaciones obtenidas
usando cuadrados minimos con peso variable Probaremos que, bajo hipotesis apropiadas sobre
la funcién de peso y la distribuucién de puntos, se tienen estimaciones de error de orden éptimo
en L™ y L? para la aproximacién de la funcién y sus derivadas. FEstas estimaciones son im-
portantes en el anilisis de aproximaciones de Galerkin basadas en cuadrados minimos con peso
variable. En particular, los resultados proveen estimaciones de error, 6ptimas en orden y regulari-
dad, para problemas coercivos de segundo orden. También, nuestras estimaciones de error proveen
la consistencia de los esquemas que resultan cuando el método es usado para generar férmulas de
diferencias finitas o colocacién a partir de un conjunto arbitrario de puntos. Ademas, se introduce
el método de cuadrados minimos continuos y se obtienen también estimaciones de error de orden
Optimo para este método. Finalmente, como ejemplo de aplicacién de estos métodos se considera
la ecuacién de conveccién-diffusion y se propone una manera de introducir up-wind mediante el
uso de una funcién de peso no simétrica. Se presentan varios ejemplos numéricos que muestran el
buen comportamiento del método.

Palabras claves. estimaciones de error, cuadrados minimos con peso variable, métodos sin malla, aproxi-

maciones de Galerkin.

Abstract

The aim of this thesis is to obtain error estimates for moving least square approximations in
RYN. We prove that, under appropriate hypotheses on the weight function and the distribution of
points, the method produces optimal order error estimates in L> and L? for the approximations
of the function and its derivatives. These estimates are important in the analysis of Galerkin
approximations based on the moving least square method. In particular, the results provides error
estimates, optimal in order and regularity, for second order coercive problems. Also, our estimates
allows to control the consistency error of finite difference or collocation methods obtained from an
arbitrary set of points by the moving least square method. Moreover, we introduce the continuous
moving least square method and obtain the error estimates for this method too. Finally, as an
application of these methods we consider a convection-diffusion equation and propose a way of
introducing up-wind by means of a non-symmetric weight function. We present several numerical
results showing the good behavior of the method.

Key words. error estimates, moving least square, meshless method, Galerkin approximations.
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0.1 Introduccion

0.1.1 Las principales caracteristicas del método y los resultados existentes

Dada una ecuacién diferencial es sabido que no siempre es posible hallar la solucién analitica y
se necesita entonces recurrir a algin método para obtener una aproximacién a dicha solucién. El
método de elementos finitos asi como los métodos de diferencias finitas son algunos de los mas
empleados existiendo para ellos una basta teoria. Desde hace algunos afios una nueva clase de
métodos, que se han dado en llamar ‘métodos sin malla’, han cobrado interés y existen numerosos
trabajos referentes a la aplicaciéon de este tipo de métodos a la resolucién numérica de ecuaciones
diferenciales ([4],[5],[6],[11],[13], [16],[24],]27],[28],[29],[33]). Dentro de estos métodos se destaca el
método de cuadrados minimos con peso variable. Este método fue introducido por Shepard [32],
como método de aproximacién, en el caso de menor orden y luego fue generalizado para mayor
orden por Lancaster y Salkauskas [21]. El objeto principal de estos trabajos era proveer una alter-
nativa a la interpolacion clasica que resultara util para aproximar una funcién a partir de su valor
en ciertos puntos dados, distribuidos irregularmente, usando cuadrados minimos pesados con la
variante de que los pesos dependan del punto donde se desea realizar la aproximacién. Mas recien-
temente, el método de cuadrados minimos con peso variable comenzé ha utilizarse como método
para la resoluciéon nimerica de ecuaciones diferenciales. Entre las principales caracteristicas del
método que despertaron este interés se destacan:

- No se requiere la construccién de una “malla” para su aplicaciéon y por ello este método cae
dentro de los llamados “métodos sin malla”.

- Es sencillo construir aproximaciones tan regulares como se desee (este aspecto es importante si
se desean resolver ecuaciones de alto orden).

- La posibilidad de incorporar a priori, a través por ejemplo de la eleccién apropiada de la funcién
de peso, los conocimientos que se tengan sobre el comportamiento de la solucién de la ecuacion
diferencial.

Existen diversos trabajos, especialmente en el ambito ingenieril, referentes a la aplicacién del
método a la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales ( [5], [6], [11],[13], [16], [27], [28], [29],
[33]) sin embargo, la convergencia del método no habia sido demostrada y en particular, no se
contaba con una teoria que provea estimaciones del error cometido al aproximar la solucién de la
ecuacién diferencial por la obtenida empleando el método de cuadrados minimos con peso variable.
Para llevar a cabo estas estimaciones era fundamental analizar el orden de la aproximaciéon no
sOlo para la funcién sino también para sus derivadas.

En un trabajo reciente Levin [22] analiza una variante del método de cuadrados minimos con
peso variable para una funcién de peso en particular (cabe sefialar que la funcién de peso por
él considerada no es de soporte compacto como es usual en la aplicacién del método para la re-
solucién nimerica de ecuaciones diferenciales ( [5], [6], [11], [27], [33])). En este trabajo obtiene
estimaciones de error en norma uniforme para la aproximacién de una funcién regular en N di-
mensiones. Sin embargo, no obtiene estimaciones de error para las derivadas. Era entonces un
tema no resuelto obtener esta clase de estimaciones. Teniendo en cuenta ademds que en general
las soluciones de ecuaciones diferenciales no suelen ser regulares era importante contar con estima-
ciones de error en norma L? con menos requerimientos de regularidad de la funcién que los que se
emplean para obtener estimaciones de error en norma uniforme. La necesidad de obtener este tipo



de estimaciones a fin de establecer la convergencia del método cuando es aplicado a la resolucion
numérica de ecuaciones diferenciales son las que motivaron la presente tesis. Cabe mencionar
que los resultados obtenidos para el caso unidimensional y luego para el caso N-dimensional se
presentan en los trabajos [1] y [2] respectivamente.

Inspirados en este método estudiamos ademdas un nuevo método de aproximacion el cual hemos
dado en llamar Cuadrados minimos continuos con peso variable. Para este método obtenemos es-
timaciones de error tanto en norma uniforme como en norma L? de la aproximacién de la funcién
v sus derivadas y explicamos como podria implementarse para la resolucién numeérica de ecuacio-
nes diferenciales. Es importante notar que este método posee las mismas tres caracteristicas que
mencionamos anteriormente para el método de cuadrados minimos con peso variable.

0.1.2 Descripcién general del contenido de esta tesis

Los resultados obtenidos, que han dado lugar a la presente tesis, son presentados de la siguiente
manera:

El Capitulo 1 comienza describiendo el método de cuadrados minimos con peso variable como
método para la aproximacién de funciones y sus caractéristicas mas sobresalientes. La seccién
1.2 estd dedicada a explorar las distintas alternativas de la aplicacion del método a la resolucién
numérica de ecuaciones diferenciales. Una de las posibles aplicaciones es la de generar Aproxima-
ciones de Galerkin, usando funciones base que se construyen por el método de cuadrados minimos
con pesos variable, como se describe en la secciéon 1.2.1. Pero existen ademas otras alternativas
interesantes como es la posibilidad de utilizar las aproximaciones obtenidas por el método pro-
puesto en el Método de Colocacion, como se describe en la secciéon 1.2.2, asi como, utilizarlo para
generar formulas de diferencias finitas para aproximar la funcién y sus derivadas como se explica
en la seccién 1.2.3.

En el Capitulo 2 abordamos el problema de obtener estimaciones de error para la aproximacién
de la funcién y sus derivadas en el caso unidimensional. Este caso es analizado aparte ya que
se cuenta con propiedades de la aproximaciéon que no se conocen hasta el momento para el caso
general. Ademads estd claro que en este caso el concepto de malla no adquiere especial significado
lo que conduce a que el andlisis sea esencialemte mas simple que para el caso N-dimensional. Co-
menzamos presentando las estimaciones de error para la aproximacion de la funcién en la seccién
2.1, estas estimaciones se derivan de resultados conocidos en teoria de aproximacion. La seccion
2.2 estd dedicada a obtener estimaciones de error para las dos primeras derivadas en norma L.
Es importante notar que no se contaba hasta el momento con estimaciones de este tipo siendo
entonces este uno de los aportes originales de esta tesis. Una de las ideas fundamentales que
posibilitaron tales estimaciones es haber explotado la propiedad de ortogonalidad que satisface la
aproximacion que resulta de cuadrados minimos. Si bien se presentan las estimaciones de error
sOlo para las dos primeras derivadas las mismas ideas pueden utilizarse para obtener estimaciones
para las derivadas de orden mayor.

En el Capitulo 3 estudiamos el caso NV-dimensional. Este caso presenta la dificultad de establecer
condiciones sobre la distribucién de los puntos dados de manera de garantizar la existencia del
aproximante y obtener estimaciones del error de aproximacién pero permitiendo que los puntos
esten distribuidos irregularmente, por ende comenzamos presentando las propiedades que supon-



dremos sobre la funcién de peso y la distribucién de los puntos. En la seccién 3.1 presentamos
las estimaciones de error para la aproximacién de la funciéon y sus derivadas en L™, estas esti-
maciones se realizan generalizando las ideas usadas para el caso unidimensional. Uno de nuestros
principales intereses era obtener estimaciones en L? con menos requerimientos de regularidad de
la funcién que los que se supusieron para obtener estimaciones en L®. En este aspecto no existia
ningtin resultado sobre el error en la aproximacion de la funcién ni de sus derivadas, por ende las
estimaciones de error que obtenemos en la seccién 3.2, 6ptimas en orden y regularidad, confor-
man otro de los resultados relevantes de esta tesis. En resumen, las estimaciones de error que se
presentan en los Capitulos 2 y 3 garantizan la convergencia del método cuando es aplicado como
método de Galerkin para problemas coercivos de segundo orden , asi como la consistencia de los
esquemas resultantes cuando es usado para generar esquemas de diferencias como se explica en el
Capitulo 1.

El Capitulo 4, el cual constituye otro de los aportes originales de esta tesis, esta dedicado al
analisis de un nuevo método de aproximacién, por nosotros llamado cuadrados minimos continuos
con peso variable, en el cual, a diferencia del método de cuadrados minimos con peso variable
analizado previamente, el aproximante se construye minimizando un promedio de los errores en
lugar de considerar sélo el valor en ciertos puntos. En la secciéon 4.2 presentamos las estimaciones
de error en L™ y en L? para la aproximacién de la funcién y sus primeras derivadas v en la seccién
4.3 explicamos como el método puede ser empleado para resolver numéricamente ecuaciones dife-
renciales.

El dltimo Capitulo de esta tesis estd dedicado a presentar experimentos numéricos sobre la apli-
cacion de los métodos propuestos para la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales. Entre
las caracteristicas sobresalientes de estos métodos, que mencionamos previamente, se destaca la
posibilidad de incorporar, a priori, el conocimiento que se tenga sobre el comportamiento de la
solucién de la ecuacion y es sobre el aprovechamiento de esta cualidad en la que se concentran
los ejemplos. Los experimentos numéricos se refieren entonces a la aplicacién del método a la
resolucién numérica de la ecuacién de conveccién-difusion. En la seccién 5.1 consideramos el caso
unidimensional, es sabido que si la conveccién domina es necesario trabajar con mallas muy finas,
si se emplea el método de elementos finitos usual o en su defecto emplear elementos finitos no
centrados o bien féormulas de diferencias finitas con up-wind a fin de evitar la presencia de os-
cilaciones ([25], [31]). Los métodos propuestos, en esta tesis, se emplean utilizando una funcién
de peso que tenga en cuenta la asimetria del problema y a lo largo de esta seccién se presentan
ejemplos de las distintas alternativas de aplicacién de los métodos y se comparan con las obtenidas
si se emplean los métodos usuales. La seccién 5.2 estd dedicada a la aplicaciéon del método de
cuadrados minimos con peso variable a la ecuacién de conveccién-difusion en dos dimensiones.
Se plantea como generalizar el concepto unidimensinal de ‘up-wind’ proponiendo una funcién de
peso conveniente y se presentan grificos comparativos de la soluciéon obtenida por este método y
diferencias finitas.



Capitulo 1

El Método de Cuadrados Minimos
con Peso Variable

En este capitulo describiremos el método de cuadrados minimos con peso variable y las distintas
variantes de su aplicacidon para obtener aproximaciones a la solucién de ecuaciones diferenciales.

1.1 Descripcion del método

El método de cuadrados minimos usual ([12],[18],[20]) trata el problema de aproximar una funcién
u(z) a partir de su valor en ciertos puntos {£y,---,£,} pertenecientes a algin conjunto @ C RV,
Para llevar a cabo la aproximacién se elige un conjunto de s funciones linealmente independientes
(usualmente polinomios) ¢1,---,¢s con s < n y se busca una aproximacién a u(z) de la forma

i) = 3 angi(e)
k=1

donde los coeficientes ay,- - -, as son elegidos de manera que mimimicen la expresion
i3 S
2
J(a) = wilui — Y gel&)ar)
=1 k=1

con w; constantes no negativas dadas (pesos) y u; = u(&;), 1 <i < n.

En el método de cuadrados minimos con peso variable, a diferencia del método de cuadrados
minimos usual, se consideran pesos que sean funciones de z, i.e, w; = w;(z) 1 < i < ny por lo
tanto, para cada x, los coeficientes ay(2),- - -, as(z) son elegidos de manera que minimicen

J(a) = 3 wile)ui = 3 gel€on(x))? (11.1)
=1 k=1
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y en consecuencia la aproximacién esta dada por

u(x) = ZS: ap(x)gr(x) (1.1.2)
k=1

Observacion 1.1.1 57 se utiliza una sola funcion g1(x) = 1 se tiene el método de Shepard [32],
y el aprozimante u(x) esta dado entonces por:

n .
2 =1 wj(x)
En consecuencia, para cada z, 4(z) resulta ser en este caso un promedio pesado de los valores
de u en los puntos {&1,---,&,}. La aprozimacion definida en (1.1.2) con s > 1 es entonces una

generalizacion del método de Shepard la cual fue introducida por Lancaster y Salkauskas [21].

Es claro que las funciones de peso en (1.1.1) pueden elegirse para producir efectos convenientes.
Si la funcién de peso w; se concentra proxima a & y se aproxima a cero cuando z se aleja de &;,
los puntos lejanos a @ tendran poca influencia al considerar (). Esto se tiene, por ejemplo, si se
toman funciones de peso que sean de la forma w;(z) = ®(z —¢;) con ¢ alguna funcién no negativa
con soporte en un entorno de z. Este es el tipo de funciones de peso que vamos a considerar,
como es usual cuando el método de cuadrados minimos con peso variable se utiliza para construir
aproximaciones a la solucién de ecuaciones diferenciales ([5], [6], [11], [27], [33]).

El método de cuadrados mininos con peso variable que consideraremos en esta tesis, el cual
llamaremos en adelante MLS, puede describirse de la siguiente manera:

Dado R > 0 sea 0 < ®r < 1 una funcién con soporte en Br(0) = {z/||2]] < R} y sea
Xp = {&,--+,&,) un conjunto de n = n(R) puntos en @ C RY, un conjunto abierto acotado y
con borde Lipschitz. Sean {uy,us, -+, u,} los valores de la funcién u en los puntos pertenecientes
a Xr ,ie, u; =u(&), 1 <j <n. Vamos a denotar por P, el conjunto de todos los polinomios
de grado menor o igual a m, sea s = dim P, vy {p1,---,ps} una base de P,,.

Para cada @ € Q consideramos P*(z,y) = 37— pr(y)ak(z), donde los coeficientes ay(z),
1 <k < s, son elegidos tal que

:Z $_£] Zpkfj ak

sea minimo.

Definimos entonces una aproximacion a u(z) como

w(z) = P (x,z) Zpk (1.1.3)

Para que el aproximante este bien definido cualquiera sea z € € debemos garantizar que el
problema de minimizaciéon tenga solucién tdnica. A tal fin consideramos la siguiente propiedad
sobre la funcién de peso ®r v los puntos pertenecientes a A'g:
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Propiedad £ : Para cada z € Q, existe un subconjunto de s puntos ;- --,§;, pertenecientes
a Xr donde la interpolacién de Lagrange es posible (es decir, existe un tnico polinomio P; de
grado menor o igual que m tal que Pr(&;) = u(§;;) para 1 < j < s) y tal que ®p(z — &) > 0
para aquellos puntos §;, 1 < j < s.

Si @R satisface la Propiedad £ podemos definir para cada z € Q
< fog>e= > Pplz—&)f(€)9(&)) (1.1.4)
7=1

que resulta ser un producto interno sobre P, v la correspondiente norma asociada es entonces

IflIZ2 =< f. f >

Observemos que si notamos f = (f(&;1), -+, f(&,)) el producto interno (1.1.4) puede escribirse
en forma matricial de la siguiente manera

< fvg >p= ft\/\/($)g

donde W(z) es la matriz diagonal de n xn, W(z) = diag(®r(z—£&1),- -, Pr(2—&,)) con elementos
no-negativos. Sabemos que para cada z € Q la mejor aproximacién P*(z,-) € P, satisface la
relacién de ortogonalidad

<u— P (z,),pr>,=0 V1 <I[<s

dado que P*(x,-) es la proyeccién ortogonal de u sobre P, bajo el producto <, >, ([12],[18].[20]).
Por lo tanto los coeficientes ay(z) , 1 < k < s satisfacen las correspondientes ecuaciones normales

S
Zak(ﬂf) PPt >e=< U, p >, 1<1<s
k=1

Si notamos a(z) = (ai(z), -, as(x))" las ecuaciones normales pueden escribirse en la forma
PW(z)P'a = PW(z)u (1.1.5)

donde P es una matriz de sXn cuya j—ésima fila es p; = (pi(&1)s -+, pi(&n)) yu = (u(éy), -, ul&))h

Observaciéon 1.1.2 Notemos que la independencia de los vectores p;, lo cual se sigue inmedia-
tamente de la independencia de {p;}1<;<s. junto con el hecho de que ®r satisface la Propiedad L
implican que PW(z)P! es definida positiva. Luego los coeficientes ar(z), 1 <k <s son determi-
nados univocamente y P*(x,-) estd bien definido.

De resultados cldsicos en teoria de aproximacién por cuadrados minimos (ver por ejemplo [18])
tenemos entonces que:

Teorema 1.1.1 57 la funcion de peso ®p satisface la Propiedad L. FEntonces, para cualquier
x € Q existe un unico P*(x,-) € Py, para el cual ||lu — P*(z,.)||; < |lu — P||lz V P € Py,
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Observacién 1.1.3 A partir de las ecuaciones normales (1.1.5) P*(x,x) puede ser escrito de la
siguiente manera

P (z,z)= Zi:ﬂ](x)u] (1.1.6)

con B;(z) = S5 (PW(2)P) ™1 ed )pr(z) = (pu(x) - - - ps(2))(PW(2)P) " ! donde ¢/ es la j-ésima
columna de PW(z) , 1< j<s

Observacién 1.1.4 Para ver la regularidad de P* basta notar que si ®p € C*(RN) luego P* €
C*(Q), lo cual se sigue inmediatamente desde la inversibilidad de PW(2)P! y (1.1.8) (ver seccion
2 en [21]). En conclusion las funciones base [3; definidas en (1.1.6) son funciones con soporte en
BRr(&;) y tienen la misma regularidad que la funcion de peso ®p.

Observacion 1.1.5 Fs sencillo ver que si u € Py con k < m, luego & = u. Fn particular
{Bi1<j<n son una particion de la unidad, i.e, 377_y Bi(z) =1, Yz € Q.

1.2 La aplicaciéon de MLS para la resoluciéon numérica de ecua-
ciones diferenciales

En esta seccién presentaremos distintas alternativas de la aplicaciéon de MLS para obtener apro-
ximaciones a la soluciéon de ecuaciones diferenciales. En la subseccién 1.2.1 explicaremos como
obtener aproximaciones de Galerkin usando MLS. En la subseccién 1.2.2 nos ocuparemos del uso
de MLS como Método de Colocacién y por iltimo en la subsecciéon 1.2.3 describiremos como
generar férmulas de diferencias finitas usando MLS.

1.2.1 Aproximaciones de Galerkin

Supongamos que deseamos resolver una ecuaciéon diferencial la cual puede expresarse en su forma
variacional de la siguiente manera:

Hallar w € V' C H, donde H es un espacio de Hilbert dotado de un producto interno < -,- >,
tal que
a(u,v)= L(v), Vo eV (1.2.7)

donde a(-, -) es una forma bilineal, continua (o sea existe C' tal que |a(v, w)| < C||v||v||w|lv Vv, w €
V), v coerciva en V (existe una constante v > 0 tal que a(v,v) > v||v||} Yv e V), y L es un
operador lineal y continuo en V' (i.e, existe una constante A > 0 tal que |L(v)| < A||v||lv Vv € V).

El método de Galerkin consiste en obtener una solucién aproximada al problema variacional
(1.2.7) resolviendo un problema en dimensién finita de la siguiente manera:
Hallar uy, € Vy, donde Vj, es un subespacio de V' de dimensién finita, tal que

a(up,v) = L(v), Yo €V, (1.2.8)
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Por el Teorema de Lax-Milgram ([7], [10]) sabemos que tanto el problema (1.2.7) como el problema
(1.2.8) tiene solucién tdnica. Ademds por el Lema de Cea ([7], [10]) sabemos que:

C.
Ju—unllv < ;mfuevhHu—vHv (1.2.9)
donde €'y v son las constantes de continuidad y coercividad de la forma bilineal a.

Observacion 1.2.1 Si la forma bilineal no resulta coerciva, pero satisface la llamada condicion
inf-sup, i.e,

da > 0 tal que
a(u,v)

sup > allully YVueV (1.2.10)
vev lollv

Y
sup alu, v) > allv|ly Yo eV (1.2.11)
wev [lullv

se tienen también resultados de existencia y unicidad para el problema (1.2.7) (ver por ejemplo [8])
Para tener aproximaciones de Galerkin bien definidas asumimos que a satisface la cond inf-sup
en Vi, i.e., existe v > 0 tal que

sup a(u,v)

> Alully YueVy (1.2.12)
vevy llollv

Bajo estas suposiciones tenemos entonces una generalizacion del Lema de Cea dado por Babuska
[3]:
..
= wnlly < (1+ Dinuer,lu = ol (1.2.13)

Observacién 1.2.2 Notemos que la condicion (1.2.10) (y andlogamente (1.2.11)) pueden escri-

birse como
a(u,v)

inf sup >0

eV ey [lullv]ollv

y de ahi su nombre.

En el método de elementos finitos usual se consideran cierto tipos de elementos, por ejemplo
tridngulos si Q@ C R%, y se toma como V} el espacio de funciones de V que restringidas a cada
triangulo son polinomios de cierto grado (la eleccién de V), esta ligada al espacio V' en cada caso).
Para este tipo de métodos existe una teoria muy completa ([7],[10]) v se tienen estimaciones del
error u — up en términos del tamano de la malla, en este caso el subindice h se asocia con el mayor
didmetro de los elementos de la triangulacion.

El método de cuadrados minimos con peso variable MLS puede ser utilizado para construir
aproximaciones de Galerkin de la siguiente manera:
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Sea Vg = span{Bi,...,5,}, donde 3;, 1 < j < n son las funciones base definidas en (1.1.6), el
problema es entonces hallar ug € Vg de la forma

n
R
ur(z) =) fi(z)u]
i=1
donde uft, ..., uf son solucién del sistema

a(B;, Bp)ul = L(Br), 1<k <m
1

n

J

Observacién 1.2.3 Como las funciones base [3; tienen la misma regularidad que ®p ( ver Ob-
servacion 1.1.4) es sencillo construir espacios Vi adecuados para cada problema.

Para ver como es la aproximacion es fundamental tener entonces estimaciones del error v — upg
en términos de R el cual juega el mismo papel que h en el método de elementos finitos (aunque
cabe destacar que para la aplicacién de MLS no se necesita tener una malla o triangulacién en el
sentido usual). Notemos que a partir de (1.2.9) o (1.2.13) se tiene que

|lu—ugrllv < Cllu—v||v Yve Vg

Como la estimacién se tiene cualquiera sea v € Vg podemos considerar v = @ € Vg definido en
(1.1.6). Las estimaciones deseadas para u — up se tendran entonces a partir de las estimaciones
de error para u — 1, las cuales serdn presentadas en los Capitulos 2 y 3.

1.2.2 Meétodo de Colocacién

Otra aplicacion de MLS para la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales es el Método de
Colocacién el cual puede describirse de la siguiente manera:
Dada una ecuacién diferencial

Lu=f en Q

con condiciones de borde
Bu =g en 09

con L y B operadores lineales, nos proponemos encontrar una aproximacion a u de la forma
up = y_7_; Bja; con 3; como en (1.1.6).

Por lo mencionado en la Observacion 1.1.4 las funciones base 3; pueden construirse suficiente-
mente regulares si se eligen funciones de peso convenientes. El método de colocacién consiste en
imponerle a up que satisfaga la ecuacion diferencial y las condiciones de borde, en ciertos puntos
{z1,- - 20} € Q, le,

LuR|x:zi = f(Zz) Z; € Q
BuR|x:zi = g(ZZ) zZ; € o0
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Arribando de esta manera a un sistema de n ecuaciones con n incégnitas aq, - - -, @y,.
Lra = Fg

donde Lp es una matriz de n X n tal que (Lr);; = L(B;(2))|o=z 51 2zt € Qy (LR)i; = B(5;(2))|o=2
si z; € 00y Fr es un vector con componentes f(z;) o g(z;) segin z; € Q o z; € 0.

La convergencia de este tipo de métodos se establece a partir de la estabilidad y la consistencia
del esquema resultante [31]. A pesar que MLS como método de Colocacién fue utilizado en varios
trabajos ([11], [27], [33]) ninguno de estos presenta resultados de este tipo. Si bien la estabilidad
debe analizarse en cada caso en particular, las estimaciones de error que presentaremos en el
Capitulo 2 (caso unidimensional) y en el Capitulo 3 (caso N-dimensional) pueden emplearse para
establecer la consistencia de los esquemas resultantes al utilizar MLS como método de colocacién
para resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.

1.2.3 Férmulas de diferencias finitas usando MLS

En [28] Orkisz propone un aprovechamiento de MLS ( distinto al método de colocacién) para
generar esquemas de diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales. Vamos a ejemplificar
esta aplicaciéon para el caso unidimensional, el mismo razonamiento puede emplearse para generar

férmulas de diferencias en mas dimensiones.
.. " . A z—z)™"
Iijado # en  podemos condiderar {1,z — #,---, *~—¢—} una base de Py, y

m+1 (w _ j)k—l
P*(¢,2) = ; ak(i)m

donde los coeficientes a;(&) son determinados minimizando

n o R 4 4 m+1 R (fj_i)k—l 5
]Z:; R(& = &) (u; — k; ak(w)W)

Notemos que P*(Z,z) coincidiria con el polinomio de Taylor de grado m, centrado en &, de la
funcién u si los coeficientes ay fuesen las (k—1)-ésimas derivadas de u evaluadas en Z. Inspirado en
esta idea Orkisz propone considerar, para cada & € 2, a ag(#) como una aproximacién a u(* =1 (%),
1 <k <m+4 1. De esta manera se pueden generar ficilmente férmulas de diferencias para las
derivadas las cuales podrian utilizarse para resolver ecuaciones diferenciales de hasta orden m.

Si bien u(#) se aproxima por a4(2) = P*(2,%) = @(Z), Orkisz propone que la k-ésima derivada
de uw en & se aproxime por ary1(Z) en lugar de aproximarla por la k-ésima derivada de @ en &
como se propuso en los métodos antes mencionados. De esta manera se pueden generar férmulas
de diferencias finitas mds facilmente que utilizando colocacién ya que nos evitamos el calculo de
las derivadas de 4.

La convergencia de las aproximaciones obtenidas usando estos esquemas de diferencias finitas
puede establecerse si se tiene la consistencia y la estabilidad de los mismos. Si bien nuestro
proposito es obtener estimaciones del error cometido al aproximar u y sus derivadas por 4 y las
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derivadas de #, es importante notar que los resultados intermedios que se obtienen para arribar a
estas estimaciones de error (ver Capitulo 2) proporcionan también estimaciones del error cometido
al aproximar la primer y segunda derivada de u por ay para k = 2,3 respectivamente, y estas
estimaciones proveen entonces la consistencia para esquemas de este tipo cuando se emplean para
resolver ecuaciones diferenciales de segundo orden.



Capitulo 2

Estimaciones de Error en L°° - El
caso unidimensional

En este capitulo vamos a establecer estimaciones de error en norma infinito para el caso unidi-
mensional, en términos del pardmetro R, no sélo para la aproximacion de la funcién sino también
para la aproximacién de sus derivadas dado que, como mencionamos antes, queremos estable-
cer estimaciones de error que provean la convergencia de MLS cuando es aplicado para resolver
ecuaciones diferenciales.

2.1 Estimaciones de error para la aproximacion de la funcion

Recordemos que, dado R > 0, & con soporte en Br(0) y n = n(R) puntos Xp = {&,---,&.} en
un intervalo Q C IR, denotamos por {py,-- -, pn+1} una base de P, y para cada z € Q llamamos
@(z) = P*(x,2) a la aproximacién a u(z) definida en (1.1.3).

Vamos a denotar, para k entero no-negativo, Wk’OO(Q) al espacio de Sobolev definido por

Whe(Q) = {f € L], + [fllwreo(qy < 00} donde || fllyyrec(qy = maxisi<k [[D fll 1o (ay con f =

(B1,-++,Bn), B € Ng para 1 <i < ny DPfladerivada débil de f de orden |3]| = 81+ - -+ fn, i.e,

WH(Q) es el espacio de las funciones con derivadas distribucionales hasta el orden k en L>(().

Para realizar nuestro andlisis de error vamos a considerar una serie de propiedades sobre la
funcién de peso g y la distribucién de los puntos pertenecientes a Xr. Todas las constantes que
aparecen son independientes de R. En adelante, para simplificar notacién, vamos a descartar el
subindice R en ®p.

1. Dado @ € Q existen al menos m + 1 puntos pertenecientes a Xr N Br(x)
2
2. Jep > 0 tal que ®(2) > ¢o ¥z € Br(0).
2

3. ® € CY(BR(0)) N WH>(R) y Jer > 0 tal que [|®']] () < %

16



Estimaciones de Error en L - El caso unidimensional 17

4. de, tal que k< ¢, con 0 = min|€; — €| donde el minimo se considera sobre los m+1 puntos
dados por la propiedad 1).

5. deg tal que para cualquier @ € Q, card{Xr N Bap(z)} < c4.
6. ® € C*(Br(0))NW?2>(R)y ¢, tal que H(I)”HLoo(IR) <&

En primer término deseamos establecer el orden con que @ aproxima a la funcién u. Esto
puede establecerse a partir de resultados conocidos para la mejor aproximacién por cuadrados
minimos. Fl siguiente Teorema puede verse como un caso particular del Teorema 8 en [26] o el
Teorema 1 en [23].

Teorema 2.1.1 Supongamos que ® satisface la Propiedad L mencionada en el Capitulo 1. Sea
v € Qyue C"YBr(z)NQ). Si P*(z,y) es el polinomio en y que minimiza J.(a), luego
uw(y) — P*(z,y) tiene al menos m + 1 ceros en Br(z) N (2.

Dem. Dado 2 € Q supongamos que u(y) — P*(z,y) tiene exactamente k ceros (no necesariamente
distintos) ¢1,- -+, ¢, con k < m. Entonces

k
u(y) — P*xy:l:[ —¢j)g

con ¢ continua y sin ceros en Ip = Bpr(2)N . Luego g > 00 ¢ < 0 en [r. Supongamos por
ejemplo que ¢ > 0 en Ip y sea v tal que 0 < v < miny, g. Sea Q(y) = P*(z,y) + ’VH?:l(y —¢j)
luego

k
H y—cillaly) =l (2.1.1)

lu(y) — Qy)| =
k
= H y—ci)lg(y)—7)
k
= H —¢;)g(y)|l =7 H - ¢
< u ( )= P (z,y)|
para todo y € Ir — {¢q,- -+, ¢ }. Consideramos ahora

lu(y) = Q- = Zi: Oz —&)(u(€) - QEN* = D (v —&)ul§) - Q)" (2.12)

&; GBR(9”)

Observemos que |u(¢;) — P*(z,¢;)| = |u(c;) — Q(c;)], 1 < j < k. Como & satisface la Propiedad
L hay al menos m + 1 > k puntos donde ® # 0 y en consecuencia usando (2.1.1) en (2.1.2)

e = Qllz < llu = P (2, )l
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Absurdo, pues por Teorema 1.1.1 sabemos que ||u — P*(z,-)||. < |[[u — P|lz, VP € P,,. Luego
u — P*(x,-) tiene al menos m + 1 ceros en [p. O

Como consecuencia de este resultado y a partir de las estimaciones clisicas para el error de
interpolacion (ver por ejemplo [12] o [18]). podemos concluir que

Corolario 2.1.1 Si ® satisface la Propiedad £ yu € C™ Q) luego para cada x € Q y cualquiera
sea y € Br(z) N QY tenemos que

[u(y) — P*(2,y)| < Cllu™ | oo () R™H! (2.1.3)
en particular tomando y = x, resulta

Hu—ﬁHLoo(Q) S CHum—l—IHLoo(Q)Rm—I—l (214)

2.2 Estimaciones de error para la aproximacion de las derivadas

Nuestro propdsito es estimar el error en la aproximacién de u' por 4'. Si bien la estimacién
del error cometido al aproximar u por @ pudo establecerse desde resultados cldsicos en teoria
de aproximacion por cuadrados minimos, no se tenian resultados similares para la aproximacién
de las derivadas. Siendo entonces las estimaciones de error que presentaremos ahora uno de los
resultados principales de esta tesis.

Una de las dificultades principales para obtener estas estimaciones surgia del hecho de que para
estimar el error en las derivadas debia establecerse como variaban los coeficientes «ay, definidos en

(1.1.3).

El siguiente Lema da la herramienta fundamental para llevar a cabo estas estimaciones.

Lema 2.2.1 Sea z € ) tal que aP;(;,y) eviste y u € C™TYQ). Si las propiedades 1) a 5) se

tienen entonces, existe una constante C' = C(co, €1, ¢p, c,m) tal que Yy € Br(z) N Q:

P~ (z,y) _

=, 1S CR"[|u Tz (2.2.5)

Dem. Dado z € , en vista de la propiedad 1) existen puntos &;,,&;,, -, &0 € AR N Br(x)
2

donde la interpolacién de Lagrange es posible. Para cualquier h > 0 definimos
S(a)= > |P*(a+h,&)— P, &) (2.2.6)
ke{ji}
Luego por la propiedad 2) tenemos que
1
S(e) < — Y ®(a— &) (x +h, &) = P (2.&))?

c ,
O kel
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< LY e - P+ ) = P ) (2.2.7)
0 k=1

L e - (P ) - PGP ) — u(6)
0 k=1

b LY b= (P ) P 606 — P2 60)
0 k=1

Dado que, para cada z € ©, P*(z,-) minimiza ||u — P*(z,-)||, cualquiera sea ¢ polinomio de
grado menor o igual que m se tiene que

<u—Pz,:),Q >,=0 (2.2.8)

Sea @) el polinomio de grado < m definido por Q(y) = P*(« + h,y) — P*(z,y) tenemos entonces

que
n

<u(y) — P(2,y),Q(y) >o=>_ ®(z — &)Q(&)(w(&) — P*(2,£)) =0 (2.2.9)

k=1

Luego usando esto en (2.2.7) se sigue que

scii 0(x — E)Q(E) (P (x + b &) — u(&y)) (2.2.10)

Como ® estd en C''(Bg(0))NWh(R), para h suficientemente pequeiio, 36y € (z — &,z +h—&)
tal que ®(x — &) = ®(a + h — &) — ®'(0x)h v por lo tanto reemplazando en (2.2.10) obtenemos

S(2) € =30+ h— SIQEN P+ )~ u(Es)
0 k=1
- S weneE P g - ()
0 k=1

A partir de que < u(y) — P*(z + h,y), Q(y) >z4+r= 0, que &’ tiene soporte contenido en Br(0) y
la propiedad 3) tenemos que

S(z) < C—Z@’ (0k)Q(&k)(u(&r) — P™(z + h,&x))
Ok 1
< LS OIQEN P+ b6~ )
0k:1
< LS Q@I+ g — (@)
O™ ¢,eBan(x)

Por el mismo argumento usado para arribar al Corolario 2.1.1 cualquiera sea x + h € Q e y €
Bsyr(x) N Q tenemos que |P*(z + h,y) — u(y)| < Cllu” T |peo(@)R™ ! y en consecuencia para
£k € Bap(w)

|P*(2 + By &) = u(€i)] < Cllu™ | ooy R
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luego,
S(x) < Chllu™ | o R™ Y. 1Q(&)] (2.2.11)
ExE€Bor(w)

Como @) es un polinomio de grado < m este puede escribirse de la siguiente manera

Qly) = Y Q&)k(y) (2.2.12)
ke{si}
donde I1(y) son los polinomios base de Lagrange asociados a los puntos &;,,&;,, -+, &;,.,,, i€,
U(y) = Thiegiy ik ﬁ, ke {ji} 1<i<s,yen consecuencia

ST < Y el S luED

ExEBar(7) i€{ir} ExEByR(w)

Por la propiedad 4) se tiene |l;(y)| < e(£)™*+! < C(cp,m), Vi € {ji,1 <k < m+ 1}y por lo
tanto haciendo uso de la propiedad 5) y (2.2.11) tenemos que

(D 1D < (m+1) X Q&P = (m+1)S(2) (2.2.13)
ke{si} ke{ji}
< Chlu™ @B ey Y Q&)
ke{ji}
yen consecuencia
S Q&) < Chlju™ oo () B™ (2.2.14)
ke{ji}

Finalmente usando (2.2.14) y la propiedad 4) en (2.2.12) obtenemos Yy € Br(z) N Q

Q)| _ [Pz +hy) - P(2,y)|

m+1 m

y por lo tanto, si # es un punto para el cual 78]3;(;’1/)

h— 0.0

existe, la demostracion concluye tomando

El siguiente teorema establece el orden con el cual @' aproxima a w’'.

Teorema 2.2.1 Si u € C"™(Q) y las propiedades 1) a 5) se satisfacen, entonces ewviste C' =
C(co, c1,¢p, cp,m) tal que
Hul _ ,&/

LOO(Q) S CHUm-I—luLoo(Q)Rm (2216)

Dem. Observemos que, como ® € C''(Bg(0)) N Wh(R) luego, P*(z,y) es continuo en todos los
puntos y diferenciable para todo z salvo un conjunto finito de puntos (esto puede ser visto usando
nuevamente el argumento dado en [21], seccién 2). En consecuencia, P*(-,y) € WH>°(Q). Para

cualquier z € Q tal que %@’y) existe, queremos estimar |u/(z) — @/(z)| = |v/(z) — L P*(z,2)|.
Notemos que

d dP*(z,y)  O0P*(z,y)

— P = : : = 2.2.17
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Por lo tanto vamos a estimar |u'(y) — ap*a(f,y) — apg(f’y) |, Vy € Br(z)N Q. Como P*(x,y) es un
polinomio en y de grado < m que interpola a u en m + 1 puntos (Teorema 2.1.1) luego, %yx—’yl
interpola a u’ en m puntos y en consecuencia,
OP*(z,y
|u(y) — %| < CHum"'lHLoo(Q)Rm Vy € Br(z)N Q (2.2.18)

Por el Lema 2.2.1 sabemos que |%(f’y)| < CHum"'lHLoo(Q)Rm, usando esta estimacion junto con
(2.2.18) tenemos que

_OP (x,y) 9P (w,y)

P (z,y) N dP*(z,y)
ox dy

!
(y) o Rl

| < [w'(y) | < Ol | poe () R™

En particular tomando y = x concluimos la demostracién. O

Es ahora nuestro interés encontrar estimaciones de error para la aproximacién de la derivada
segunda, i.e, como aproxima " a u”. La idea en la que se basan estas estimaciones es similar a la
usada para la primer derivada. Sin embargo en lugar de usar la relacién de ortogonalidad (2.2.8)
vamos a usar una relacién que resulta de derivar esta. A tal fin vamos a suponer de ahora en mas
que ® € C'(R). Luego por los mismos argumentos que utilizamos antes (ver Observacién 1.1.4)
podemos asumir que P*(-,y) € C1(Q).

Lema 2.2.2 Para cualquier Q(x,y) polinomio en y de grado < m y diferenciable como funcion
de x tenemos que

®'(z — £)Q(x, &) (P (2, &) —uj) + > (x - )0, &) ———= =0 (2.2.19)

J

- - IP*(z,¢;)

1 7=1

Dem. A partir de que P*(z,y) es el minimo, para cada € Q y para cualquier Q(z,y) polinomio
en y de grado < m tenemos que,

<u(y) — P(z,y),Q(z,y) >.=0 (2.2.20)

Luego como P*(-,y) € C1(Q) y Q(z,y) es diferenciable como funcién de z, podemos derivar
respecto de  y obtenemos que

n

S0 (@ — £)Q(x, E)(P*(x, &) — uj)

i=1
- 8 ? j b
£ 0 - ) P80 e ) )
i=1
- IP*(z,¢;)

+Y oz - 5;‘)@(9075]‘)7 =0

i=1
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Como para cada z, 8Q8(§,y) estd en P, y P* satisface (2.2.20) el segundo término es 0 y se tiene

el resultado deseado. O

Procediendo de manera andloga a la estimacién de error para la primer derivada, vamos en

. . 82P*(1’7y) 82P*(l’7y)
primer lugar a estimar “—-; EEE

presentan en los dos lemas siguientes.

para cada z € {2 donde existan. Estas estimaciones se

Lema 2.2.3 Sea x € Q tal que 82%1(f’y) eviste, m > 1 yu € C™THQ). Si las propiedades 1) a
6) se satisfacen, entonces existe C' = C(cq, 1, Cg, ¢p, e, m) tal que Vy € Br(z)NQ

9?P*(x,y) met,m
=7 | <CR ™| oo ) (2.2.21)
Dem. Sea v € Qy §;,,&,, &)y, cOmo en la demostracion del Lema 2.2.1. Tomamos A > 0y
0 € Py, definido por O(y) = 2L =T hy) I 9)
Ox Ox
Yo lQE)? (2.2.22)
ke{ji}
A partir de la propiedad 2) tenemos que
1 i3
S(z) < —Z (v — &)@ —Z‘I)w—fk Q(&)?
o ke{]z} co k=1
OP*(z+ h n x,
- —{Z‘I’w—& )M Z‘Dx_& )M}
o 1 Ox
(2.2.23)

Consideremos ahora el primer término en el lado derecho de la ecuacién (2.2.23). Usando que para
h suficientemente pequefio 36y, € (x — &,z + h — &) tal que @(z — &) = ®(x +h — &) — hd'(6)
junto con el Lema 2.2.2 tenemos que

hE

Oz = &)Q(Ek)

Oz
k=1
= Z‘I’(ﬂﬂ'h—ﬁk)Q({k)w hzcb W (2.2.24)
k=1
= 2 ¥+ h = EIQEN - Pk ) = h Y @'(@)@(&)w

Oz

£
Il
—

k=1

Usando nuevamente el resultado obtenido en el Lemma 2.2.2 en el segundo término del lado
derecho de (2.2.23) junto con (2.2.24) tenemos que

S(z) < —{Z<I> ( +h = &)QER)(up — P (x + h, &)

‘0 =
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- Y e G
k=1

n

+ Y@ (- &)QE) (P (2, &) — up)}

k=1

Como ® estd en C*(Bg(0))NW*>(R), para h suficientemente pequefio, Iny € (v — &, +h—E&)
tal que ®'(z+h—E§;) = @' (2 —&,)+ D" (nk)h. Luego, reemplazando en el primer término obtenemos

S(2) € Y We - QNP () — P+ o)
0 k=1
Y w06 TS S 0006 0 - PG 6)
k=1 k=1
< L3 10 - el P ) - P )
0 k=1

w0 Y Qe ) S et e~ (e 60

Desde la desigualdad (2.2.15), el Lema 2.2.1, el Corolario 2.1.1, el hecho de que &' y & tienen
soporte contenido en Br(0) y las propiedades 3) y 6) concluimos que

S@) < Chllu ™ @l Y FIQE@IR™+ Y ZlQ(E)IR™ )

ExEBaR(w) £kE€B2r(x)

Vv en consecuencia,

S(x) < Chllu™ g R Y. Q&)
ExEBaR(w)

Usando el mismo argumento que utilizamos en la demostracion del Lema 2.2.1 tenemos que

Wl(l—y)' < Cllw™ | peo @y R™ ! (2.2.25)
y luego, si x es tal que 82%¥f’y) existe, tomando h — 0 finalizamos la demostracién. O

Lema 2.2.4 Seaxz € Q@ , m >1yu € C™t(Q). Silas propiedades 1) a 6) se tienen entonces,
existe C' = C(cg, €1, €2, ¢p, c4,m) tal que Yy € Br(z) N Q

O*P*(x,y m .
|Wy)| < Cflu™ | oo @y R™ !

Dem. Sea x € Q y sean §;,,---,&;,.., como en la demostracién del Lema 2.2.1. Como P*(z,-) €
P, podemos escribir

P*(z,y) = Yrepy P7(2,&)li(y) donde lx(y) (con k € {j;,1 <4< m+ 1} ) son las bases de
Lagrange de grado < m asociadas con los puntos {;,,---,§;,.,,. Por la propiedad 6) tenemos que
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P~ es de clase C'! en la primer variable. En consecuencia para cualquier 2 tenemos que

0*P*(v,y) _ 9P (2. &)
dzdy kez{:ji} ox i)

Notemos que por el Lema 2.2.1 sabemos que Yy € Br(z)N Q: |%(f’y)| < Cllu™ | oo () R™
Luego
0?P*(x y

o o s PR ) < e R Y W (2226)

ke{]z ke{ji}
Las bases de Lagrange l), pueden calcularse facilmente y es sencillo ver que satisfacen |l}(y)| < =

with ¢ = ¢(¢p, m) si la propiedad 4) se tiene. Usando ahora esta estimacién en (2.2.26) y la pro-
piedad 5) obtenemos el resultado deseado O

Con los resultados previos estamos en condiciones de estimar el error cometido al aproximar
u” por @

Teorema 2.2.2 Sea m > 1, si u € C™(Q) y las propiedades 1) a 6) se satisfacen entonces,
existe C' = C(co, €1, €2, ¢y, C4, m) tal que

"o

Ju” = @"|| gy < Cllu™ | poo(o) R (2.2.27)

Dem. Notemos que como ® € C*(Br(0)) N W>(R) luego, %%l existe cualquiera sea z e y

en 2y 82P7(2’y) existe para todo z salvo un conjunto finito de puntos y por lo tanto P*(-,y) €
W2eo(Q). (esto se puede ver usando nuevamente el mismo argumento que antes) .
Dado cualquier z € Q, tal que 82]38;21”3’ existe, queremos estimar |u”(z) — @"(z)| = |u/(z) —
%P*(w,xﬂ. Notemos que
@ _ PP yy) | 0PP(a,y) 82P*(ac y)
prea —+2 : 2.2.28

Por lo tanto, Yy € Br(z)NQ
0P (x,y) 0P (x,y)  0*P(,y)

[u"(y) - 0y? B 0zdy B 0x? |
<y - S g g ST ST (2.2.29)
Observemos que, % es un polinomio de grado < m — 2 que interpola v en m —1 puntos
y en consecuencia
[u"(y) — %I < Cll"™ Y| pooy R™ ™ Wy € Br(z) N Q (2.2.30)

Usando esta estimacién en (2.2.29) junto con los resultados obtenidos en los Lemas 2.2.3 y 2.2.4
la, demostracién concluye tomando y = z .0
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Observacion 2.2.1 Por lo mencionado en el Capitulo 1, seccion 1.2.1 las estimaciones obtenidas
en (2.1.4) y (2.2.16) garantizan la convergencia de MLS cuando es aplicado para obtener apro-
zimaciones de Galerkin para resolver problemas coercivos de sequndo orden o para problemas de
sequndo orden para los cuales la forma bilineal satisfaga la condicion inf-sup. Ademds, como se
menciono en la seccion 1.2.2 las estimaciones obtenidas para las dos primeras derivadas (2.2.16)
y (2.2.27) proporcionan junto con (2.1.4) la consistencia del esquema resultante cuando MLS es
utilizado como método de colocacion para resolver problemas de segundo orden.

Como mencionamos en la seccién 1.2.3 del Capitulo 1 nuestras estimaciones de error proveen,
en particular, las estimaciones de error necesarias para demostrar la consistencia de los esquemas
resultantes cuando MLS es utilizado para obtener férmulas de diferencias finitas como propone
Orkisz [28]. El siguiente resultado establece estas estimaciones.

Teorema 2.2.3 (sobre la aproximacion de Orkisz)
Dado © € Q y sea {1,y — =z, (y_;)Z)} una base de Py y P*(x,y) = iy ak(x)% donde los
coeficientes ag(x) son determinados minimizando 377_; ®(z — &;)(u; — (a1(z) + azx(2)(§; — @) +

03($)M))2 st las hipdtesis del teorema 2.2.2 se satisfacen, entonces existe una constante C
tal que
[u®)(2) — appr ()] < Cllu”|| () B27F k=0,1,2 (2.2.31)

donde u'®) denota la k-ésima derivada de uw para k = 1,2 y u(® = o

Dem. Dado z € Qy P*(z,y) = al(ac)—l—ag(x)(y—x)—l—ag(x)@ notemos que u(z) = P*(z,z) =
a1(z)y en consecuencia, la estimacién del error cometido al aproximar u(z) por a;(z) esta dada por
(2.1.4). Orkisz propone considerar as(z) y as(2) para aproximar las dos primeras derivadas de u(z)
en lugar de considerar las derivadas de @(z). Por (2.2.18) y (2.2.30) sabemos que Yy € Br(z)NQ

8P* $,y 1"
)~ W) < O e
82P* $,y 1"
|u"<y>—$| < Ol R

Pero cualquiera sea y, %;—’yl = ag(z)tas(z)(y—a)y 82%55—’3’1 = ag(2) tomando entonces y =

se tienen las estimaciones deseadas. O

Observacion 2.2.2 Es importante senalar que las ideas desarrolladas para obtener estimaciones
de error al aproximar las dos primeras derivadas pueden generalizarse para obtener estimaciones
de error para derivadas de orden superior.



Capitulo 3

Estimaciones de Error en Espacios
de Sobolev - El caso N-dimensional

A lo largo de este capitulo vamos a demostrar, para el caso N-dimensional, que bajo hipdtesis
apropiadas sobre la funcién de peso y la distribucién de puntos, MLS tiene orden 6ptimo en L™
y en L? para la aproximacién de la funcién y sus primeras derivadas.

A fin de facilitar la lectura del presente Capitulo, vamos a recordar que, dado R > 0, &R la
funcién nonegativa con soporte en Br(0) v Xr = {&,---,&.} el conjunto de n = n(R) puntos
dados en © ¢ R™ un conjunto abierto, acotado y con borde Lipschitz, denotamos, como antes,
{p1,--,ps} una base de P,,, s = dim P, y para cada z € Q, u(xz) = P*(x,z) la aproximacién
a u(z) definida en (1.1.3). Para poder llevar a cabo nuestro anélisis de error vamos a establecer,
en primer lugar, las propiedades que consideraremos sobre la funcién de peso y la distribucién de
puntos. Si bien las condiciones que estableceremos sobre la funcién de peso ® i son andlogas a
las del caso unidimensional, una de las dificultades que se presentaba en este caso, a diferencia
del caso unidimensional, es que si bien debiamos establecer condiciones sobre la distribucién de
los puntos dados (Xr = {&,---,&,}), estas condiciones fuesen bastantes generales de forma de
no perder una de las caracteristicas sobresalientes de MLS que es el hecho de que no se necesita
generar una “malla” cuando es utilizado para la resoluciéon numérica de ecuaciones diferenciales.
A tal fin, vamos a suponer, como se enunciara en la propiedad 1), que la distribucién de puntos
es tal que cualquiera sea z € {} podemos seleccionar un subconjunto de s puntos en un entorno
de z de forma tal que la interpolaciéon de Lagrange sea posible y tal que las bases de Lagrange
asociadas a dichos puntos satisfagan las acotaciones que enunciaremos en las propiedades 4) y 5).

En las propiedades que enunciaremos a continuacién todas las constantes que aparecen son
independientes de R. Nuevamente, a fin de simplificar notacién, descartaremos el subindice R al
referirnos a ®p.

1. Para cada @ € § existe un subconjunto de s puntos pertenecientes a Xr N Br(z) donde la
2

interpolaciéon de Lagrange es posible.

2. Jep > 0 tal que ®(2) > ¢o ¥z € Br(0).
2

26
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3. deg tal que para todo z € Q, card{{; € Bap(z),1 < j < n} < cy.

4. Cualquiera sea z € ) existe una constant ¢y, tal que las funciones base de Lagrange asociadas
con los puntos de la propiedad 1) estan acotadas por una constante ¢y, en Byp(z).

5. Para cualquier 2 € Q existe una constante ¢} tal que las derivadas de las funciones base de
Lagrange asociadas con el conjunto de puntos de la propiedad 1) estan acotadas por %L en

BQR($).

. ®c CY(Bgr(0))N WI’OO(IRN) y deq > 0 tal que HV(I)(Z)HLOO(]RN) <4

@

3.1 Estimaciones de Error en L™ y Wh>

En esta seccién vamos a obtener estimaciones de error en L°°, en términos del parametro R, para
la aproximacién de u y sus primeras derivadas.

Es importante notar que en el caso unidimensional cualquiera sea z € @, P*(x,-) es un
polinomio de grado m que interpola a la funcién « como se demostrd en el Teorema 2.1.1, hasta
donde sabemos, no se ha establecido si esto es también cierto en mas dimensiones. Por lo tanto
vamos a ocuparnos, en primer lugar, de establecer cudl es el orden con que 4 aproxima a wu.

Teorema 3.1.1 Sea z € Q, si las propiedades 1) a ) se tienen existe una constante C' la cual
depende de co,cu y e, tal que Yy € Br(z) N Q:

fu(y) = P*(2.9)] < Cllu — Pr(a. ) (B agornay (3.1.1)

donde Pi(xz,-) es el polinomio en P, que interpola a u en los puntos € Xp N Br(z) que satisfacen
2

la propiedad 1). En particular tomando y = x tenemos que

fu(2) - i(@)| < Cllu~ Prla, | zo=(zn(ene) (3.1.2)

donde i(z) = P*(z,z)

Dem. Dado z € €, en vista de la propiedad 1) existen puntos £;,,&;,,---,§;. € XRﬂBg(aE) tal que
las funciones base de Lagrange [, ( [, € Py, tal que [;,(§;,) = 6;,, 1 <1 < s), estan bien definidas.
Llamemos Pj(z,-) al polinomio de grado < m que mterpola a u en los puntos &;,,&,, -, &;.-
Usando ahora la propiedad 2) y el hecho de que P*(x,-) realiza el minimo tenemos que

IN

7 (u(&) = P(2,))? — Z (x — &) (w(&) — P*(2, &) (3.1.3)

ke{ji} €0 ke

—Z‘I’ z = &)(u(&) — P* (2. &))?

Uy

IN
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< —Z<I> (x — &) (u(&) — Pr(a, &))°

€0 =

= LY b - G)(u() - Pr(e.&)?

co ér€BR(x)
< Cleoseg)llu = Pr(e, o (Ba()na)
Observemos que Yy € Br(x) N 2 podemos escribir

|Pr(a,y) = P ) < s D0 () PIPr(e, &) = P2, &)lP = s Y 1()Plu(ée) = P7(x, &)

ke{]z} ke{]z}
(3.1.4)
Usando entonces la propiedad 4) y la acotacién obtenida en (3.1.3) tenemos que
|Pr(z,y) — P*(2,y)| < Cleo, cqps en)|lu = Pr(z, )l Loo(Br(2)na) (3.1.5)

yen consecuencia

[u(y) = P*(z,y)] < Cllu = Pr(z, )l Ba(e)ne) VY € Br(z) N

En particular tomando 3 = # concluimos la demostracién O

Ahora vamos establecer las estimaciones de error para la aproximacion de las primeras deri-
vadas de u. Estas estimaciones se obtienen como una consecuencia del siguiente Lema, el cual es
una generalizacién del Lema 2.2.1 del Capitulo 2.

Lema 3.1.1 Sea x € Q tal que %@f’y) existe para j = 1,---,N. Si las propiedades 1) a 6) se
tienen , existe una constante C' = C'(cq, ¢y, c1,¢r) tal que Vy € Br(z)NQ , j=1,---,N:
or*(z,y), _C
| s | < pllu = Pr(@, LB, n(x)n0) (3.1.6)
Dem. Por simplicidad vamos a demostrar el resultado para j = 1 (claramente el mismo argumento
se aplica a cualquier j). Dado & € @, en vista de la propiedad 1) existen puntos &;,,&;,, -+, &;. €
XrN Br(2) tal que el polinomio que interpola a u en esos puntos existe. Para simplificar notacién
2

denotamos {j;} al conjunto de indices {jy,---,js}. Para cualquier h > 0 definimos
S(e)= > [P (21 + by, an), &) — P*(2, &) (3.1.7)
ke{ji}

Luego, por la propiedad 2)
S($) < = Z x_fk (($1+h7$27"'7$1\7)7£k)_P*(wvfk))z

co ke{si}

< _Z(I’ (2 = &P (w1 4 hy v, an), &) — P (2, &)

Cokl

(3.1.8)

= - Z (I) x - fk ((wl + hvw?v"'va)vfk) - P*(xvfk))(P*((xl + hvx%"'va)vfk) - u(fk))

Cokl

+ = Z Oz — &) (P (w1 + w2, 2on), §) — P (2, &) ) (w(ér) — P*(2, &)

Uy
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Sea ahora () el polinomio de grado < m definido por Q(y) = P*((#1+h, z2, -, 2n),y)— P*(2,y),
luego como P* es la proyeccién ortogonal bajo el producto <, >, tenemos que

n

<u(y) = P (2,9),Q(y) >o= D @z — &)Q(&)(ul(&r) — P*(2,&)) = 0 (3.1.9)

k=1
v se sigue que
S() € 2300 - EIQUENP (01 + a6 — u(€))  (3110)

o k=1

Usando la propiedad 6) podemos garantizar que 36, = 0(&,x) tal que si h es suficientemente
pequeiio ®(z—&;) = ¢((z1+h, 29, -+, 2n)— &) — %(Ok)h. Reemplazando en (3.1.10) obtenemos

= Cizq) r1 4 h,xo, -, N)_fk)Q(fk)(P*(($1+h,$2,,fN)afk)_u(fk))
0 k=1
B Cﬁzn:a—é ( *(($1—|—h,$2,,fN),fk)_u(fk))

Usando ahora la relacién de ortogonalidad
< u(y) - P*((wl —I_ h7 $2, ) xN)? y)? Q(y) >(l’1+h,l’2,~~~,l’N): 0

y el hecho de que % tiene soporte compacto junto con la propiedad 6) resulta que

S(z) < Z Ee)(u(e) — P (21 + hy2a, -+ an), &)

Cokl

< —Z |— O)NQEDNN(P((x1 + h,2g, - an), Ek) — w())]
hCl %
S R ST 1QUENIP (w1 + hyaa, - an), &) — u(&r))]
Co
£k€Bar(x)
Si ahora aplicamos el resultado del Teorema 3.1.1 pero para (21 + h, 22, -+, 2n) €  tendriamos
que
|(P*(($1 + h7 L2, 0, xN)vfk) - u(fk)” < CHU - P[(($1 + h7 L2, 0, xN)v ')"L‘X’(BR(acl—I—h,x2,~~~,acN)r‘|Q)
< Cllu=Pr((x1+ by, an), ')HLOO(BQR(I’)OQ)
donde Pr((z1+h,z3,---,2N),-) denota al polinomio que interpola a u en s puntos pertenecientes
a la bola Br(z1 + h,22, -, 2n) los cuales existen gracias a la propiedad 1). Pero notemos que,
para h suficientemente chico, podemos suponer que los puntos {£;,,---,&;.} € Br(z) N AXp estdn
2
en Br((@1+ h,z2,--+,2N), y por lo tanto el Pr((z1 4+ h,22,---,2n),") puede ser elegido como el
2

polinomio que interpola a u en esos s puntos, i.e, como P(z,-) y en consecuencia se sigue que

h
S(x) < Cgllu = Pr(e, M8, n@no) > Q)] (3.1.11)

ExEByr(7)
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Como @) es un polinomio de grado < m este puede escribirse en término de las funciones base de
Lagrange asociadas a los puntos {&;,,---,&;.}

Qly) = Y Q&)L(y) (3.1.12)

re{ji}

Luego

STl < S 1 D L&)

£kE€B2r(x) re{ii} £k€B2R(7)
Gracias a la propiedad 4), existe una constante ¢, que acota a l, Vr € {j;} y usando esto junto
con la propiedad 3) se sigue que

(Y 1QED* < s > 1Q(&)I? = sS(x) (3.1.13)
kelii} ke{ji}
h
< CEHU_Pf(xv')HLOO(BQR(x)nQ) > Q&)
ke{j:}
y en consecuencia, .
Y Q&) < Cgllu = Pr(a, )l o8 p(@)ne) (3.1.14)

ke{ji}

Usando esto en (3.1.12) y la propiedad 4) nuevamente obtenemos que Yy € Br(z) N Q

P ((z1 4+ h,xo,--+,2Nn),y) — P*(z, C
QN _ s b b o) ) 2 @I Cp (e ooy (3:1.15)

v la demostracién concluye tomando h — 0. O

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente Teorema el cual establece el orden de
aproximacion para las derivadas.

Teorema 3.1.2 Silas propiedades 1) a 6) se tienen, existe una constante C' = C(cg, ¢1, ¢4, cp, ¢f)
tal que para cualquier x € Q y 1 < j < N tenemos

0 . 1 0
5, (4= @) < Clgllu = Pr(e, Mpe(Byp@ne) + 15 (0 = P, Dll=(Br@ne} (3.1.16)
J J

Dem. Queremos estimar |%{u($) — P*(z,2)}| para 1 < j < N. Dado que podemos escribir
J

0 _ 0P (ay) | 0P (a,y) Oy
aij(x,x)—{ de, + 3y, 8%}‘ (3.1.17)

y=zx

es suficiente estimar |ag£y) — apa*g(f’y) — QP;:gx,y) |, Vy € Br(z)N Q.
J J J

Tomemos nuevamente Pr(z,-) como el polinomio que interpola a u en los s puntos que existen
por la propiedad 1) luego

|5’U(y) _oP(z.y) 6’P*(ﬂw)| < |5’U(y) _ob(ayy), \OPi(,y) 0P (wy), 0P (2,y)

9y; dz; 0y, 0y, 0y, I+ 0y, 0y, a dz; |
(3.1.18)
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Dado que, para cada z € Q y cualquier y € Br(z)NQ, Pr(z,y) — P*(z,y) puede escribirse como
Pr(z.y)— P (z,y) = > L(y)(Pr(z,&) — P (2,&))
ke{ji}
derivando respecto de y tenemos que

OP(z,y) 0P (x,y)

| < S 125 g gy - Pl = Y 1289 e - o))

dy; dy; el dy; vl dy;
(3.1.19)
y usando ahora la propiedad 5) y (3.1.5) tenemos que
dPi(z,y) O0P*(z,y), C
- < Sllu = Pr(z, )| e 3.1.20
| dy; oy, | < llw = Pr(a, )l eBr@)ne) ( )

Usando este resultado en (3.1.18) junto con el Lema 3.1.1 concluimos la demostracién. O

Dado que nuestras estimaciones de error, tanto para la aproximacion de la funcién como la de
sus derivadas, estdn en funcion del error cometido al interpolar u mediante Pr, nuestro problema
se reduce a estimar el error cometido en dicha interpolacién. Si suponemos que las funciones base
de Lagrange, asociadas con los puntos dados por la propiedad 1), satisfacen las propiedades 4) y
5), dichas estimaciones de error se siguen desde las estimaciones de error clasicas en interpolacién.
Llamamos

dlely
D% = o v
xl ---wN
donde a = (ay,---,ay), con a; € Ng para 1 <7 < nylal = a;+---+ ay. El siguiente

resultado establece las estimaciones de error deseadas, que se desprenden de las estimaciones de
error clasicas en teorfa de interpolacién (ver, por ejemplo, [19]).

Teorema 3.1.3 Seaz € Q, u € C™(Q) y supongamos que las propiedades 1), 4) y 5) se tienen,
existe una constante C' = C(cy, ;) tal que Vy € Bap(z) N Q,

|u(y) - P[($,y)|
maz|,|=1|D*(w(y) — Pr(z,y))|

C max|a|:m+1HDauHLoo(Q)RmH (3.1.21)

<
< O mazig=pqr || D u| oo () R™ (3.1.22)

donde Pr(z,-) es el polinomio que interpola a u en los puntos dados por la propiedad 1).

Dem. Vamos a presentar la demostraciéon para el caso m = 2 (en [19] se demuestra el resultado
parael casom = 1), con herramientas similares se puede generalizar la demostracién para cualquier
otro valor de m.

Dado = € 2 sean ;,,---,§;, los puntos pertenecientes a Bg(x) N Xr en los cuales, gracias a la
propiedad 1), la interpolacién de Lagrange es posible. El polinomio Pr(z,-) € P que interpola a
u en esos puntos puede escribirse, cualquiera sea y € Bar(2) N2, como

Prla.y) = Y u1,(0) (3..23
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donde u;, = u(;;) y l;; denota las bases de Lagrange asociadas a §;,,- -, §;..

A partir de que u € C3(Q) cualquiera sea z y cualquier y en Bgr(z) N podemos escribir

N
ou
u(z) = u + — _|_ Mz — vy
(2) () ]Z:;ayj( Yz ”21 aylay] —yi)(% — y5)
Pu
= uly ) + p(za y)+alzy)+r(zy) (3.1.24)
Si usamos (3.1.24) en los puntos §;,,---,§;. v reemplazamos en (3.1.23) obtenemos

Pila.y) - u<y>izji<y>+ip<5ﬁ,y>zﬁ<y> (3..25)
‘|‘ Zq 5]17 ‘I’Z 5]17

Mediante simples cédlculos, basados principalmente en el hecho de que para cualquier v € P el
polinomio de interpolacién de grado menor o igual a 2, llamésmoslo Pr(v), satisface Pr(v) = v,
puede verse que

> 1) =
ZS:P(% cL(y) =0

ZS: (& y)l(y) =0

Usando esto en (3.1.25) y quien es r(z,y) tenemos que para cualquier y € Br(z)N

u(y) = Pr(z. )l < D 1r(& llLi(y)l
=1
< e maxjg=sl| DYl ooy R 11 (y)] (3.1.26)
=1

y usando ahora la propiedad 4) obtenemos la primer estimacién de error.

Resta ver la estimacion para las derivadas. Derivando (3.1.23) se tiene g L(z,y) =Y i1 uj Z;k ()
y usando (3.1.24) en los puntos &, ,- - -, ;. obtenemos
OPI - 81 41 Ji
—(z,y) = y)Z y) + Zp (Eny)=2(y) L<I<N (3.1.27)
oy : 83/ —

+ Zqé},, +Z (& )72 (y)
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Usando nuevamente el hecho de que para cualquier funcién v € P; el polinomio de grado menor
o igual que 2 que interpola a v en los puntos i, -+, &, satisface Pr(v) = v, por simples calculos
puede verse que para 1 <[ < N se tiene que
S
al;;
y)=0
> 6)yl( )

=1

Zp(fﬁ ) 3/)
=1

oly, . Ou

g ol /i _
;q(é};,y) 8; (y)=0

l

y en consecuencia reemplazando en (3.1.27) tenemos que

Ju 8P[ u 81]‘.
o) - 2L < . 2
Gyl(y) oy ()l < ;:1: (& y)] Dy ()]
o 3 . al]z
< e maxy=g|| DVl o) R D 152 (y)] (3.1.28)

Iy

Usando ahora la propiedad 5) obtenemos la estimacién para la derivada y la demostracién concluye.O

Como una consecuencia inmediata de este Teorema y las estimaciones de error dadas por los
Teoremas 3.1.1 y 3.1.2 tenemos el siguiente resultado el cual establece las estimaciones de error al
aproximar u y sus derivadas de primer orden mediante @ y sus primeras derivadas.

Corolario 3.1.1 Si las propiedades 1) a 6) se tienen y u € C™ Q) existe una constante C, la
cual depende de co,cy,cq,cp,¢), tal que para cada x €

u(z) — @(x)| < Cmazigi— i || D7 v oo o) R (3.1.29)
IV(u—t)(z) <C ma$|ﬁ|:m+1HDﬁuHLoo(Q)Rm (3.1.30)

3.2 Estimaciones de Error en L? y H'

En las estimaciones de error de la seccién previa obtuvimos orden éptimo en L y W bajo
la suposicién de que la funcién « € C™+1(Q). Si bien es cierto que estos resultados claramente
implican estimaciones de error con orden éptimo en L? y H', en muchos casos en los que se
desea llevar a cabo la aproximacion, la funcién a aproximar es menos regular que lo que hasta
ahora hemos supuesto (como suele suceder cuando la funcién a aproximar es la solucién de alguna
ecuacién diferencial). FEra entonces de gran interés probar que los mismos ordenes de convergencia
que se obtuvieron se mantenian si la funcién a estimar era menos regular, digamos v € H™T1(Q).

Como hemos comentado previamente, no se contaba con esta clase de estimaciones de error ni
parala funcién ni para las derivadas. En consecuencia, las estimaciones de error que presentaremos
a continuacién es otro de los logros importantes de esta tesis.
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Sean {m,---,m} puntos en Q tales que Q@ C U'_, Br(n;) v el nimero de las bolas que se
superponen estd acotado independientemente de R. Vamos a denotar por |- |Hm+1(Q) la seminorma
en H™TH(Q), i.e,

|flamiry = D HDﬁfH%%Q))E

|8l=mt1

donde DPf denota la derivada dédil de f de orden |3|. Nuestro propésito es estimar
||u — &HLz(BR(m)nQ) cualquiera sea j € {1,---,{}

Teorema 3.2.1 Sea m + 1 > &. Si las propiedades 1) a ) se tienen y u € H™(Q) existe una
constante C' que depende de co, cy,cr, tal que, Vj € {1,---,1}

= @ll 2B g yn) < CR™Hulgmsr (B, i, )ne) (3.2.1)
Dem. Cualquiera sea j € {1,---,l} queremos estimar
/ |u(y) — a(y)|*dy = / u(y) — P*(y,y)|*dy (3.2.2)
BR(UJ)OQ BR(NJ)OQ

A partir de la propiedad 1), cualquiera sea y € Br(n;) N Q existe un subconjunto de s puntos
de Xg, llamemoslos &;,,---,&;., que estan en la bola Br(y) de manera que la interpolacién de
2

Lagrange es posible. LLamemos Pr(f)(y,-) al polinomio de grado < m que interpola a f en esos
puntos. A partir del resultado obtenido en el Teorema 3.1.1 tenemos que

— Pyl <C/ = Pr(u)(y, )lI7- d 3.2.3
/BR(mmlu(@/) (y,9)|"dy < BR(Wmuu 1 () (s N ey s0) Y (3.2.3)

Cualquiera sea y € Q tomemos T™u un polinomio de grado menor o igual a m tal que si u €
H™¥1(Q) tenemos que

_x
lw = T ullp=Bamrey < CR™T 2 ulgmispapng m+1> 5

(3.2.4)
lu =T ull s (Bryngy < CR™ T |ulgmii gy 0 <5< m

La existencia de un polinomio con esas caracteristicas y el andlisis de como dependen las constantes
respecto del dominio donde se realiza la aproximacion, ha sido estudiado en distintos trabajos
([14], [15], [34]). Es importante notar que para contar con estas estimaciones necesitamos que,
para cualquier y € Bpr(n;) N Q el conjunto Br(y) N Q sea estrellado respecto de alguna bola,
i.e , existe una bola B tal que para cualquier z € Bgr(y) N Q la capsula convexa de {z} U B
estd contenida en Bpr(y)N Q. En vista de que € tiene borde Lipschitz esta condicién se tiene si
tomamos R suficientemente chico.

Una posible eleccién de T™, ver por ejemplo [7], es la siguiente:

Llamemos © = Br(y) N Q. Dada u € H™' () y sea B una bola contenida en € definimos el
polinomio de Taylor centrado en z de grado < m

TMu(z) = Z %Dﬁu(z)(x —2)f
1B1<m
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con B € NI, 8] = Bi+ -+ B, B = Bil--BaY (@ = 2)% = (21— 20) - (an — 2n)N
DAf = (8871)51 +++(52)PV, En general, si u estd en H™+(Q), D? puede no existir y es claro

TN
que no se podria definir un polinomio de Taylor para tal funcién, esto se soluciona definiendo un

‘promedio’ de los polinomios T7"u(z) de la siguiente manera

T"u(z) = ﬁ/Bszu(f)dZ

el cual satisface (3.2.4) (una demostracién de este hecho puede verse en [7]).
Como T™u es un polinomio de grado < m , Pr(T™u) = T™u y podemos escribir

e = Pr(u)(y, MoBrwng) < llv=T"ullreBrne) + 1PHT™ 0 = 0)||lLeBrmne)  (3:2.5)

Dado que, para cualquier funciéon v € L*(Br(y) N Q), Pr(v) = > -, v(&;,)l;,, con [}, las bases de
Lagrange asociadas a los puntos &;,,---,&;.. Usando la propiedad 4) tenemos que

|1 Pr(0)| oo (Bryne) < Cllvllne (B r)na)

donde la constante C' depende de ¢y, (cota de las bases de Lagrange).
Luego, usando este resultado, con v = T u — u, en (3.2.5) junto con (3.2.4) resulta que

N
lw = Pr(u)(y. ) osBrmne) < Clle = T™ul|peBymyne) < CR™T2 [ul gmit (Bymyng) (3:2.6)

yen consecuencia

_ P (y.y)Pdyts < ORmH T dy)*
U, 10 = P auPan?t < oty "ty @)
m—l—l—ﬂ 2 2
< CR H BR(m)nQ|U|Hm+1(BzR(m)ﬂQ)dy}2
< CR™ulgmt1 By, )n0)

arribando asi al resultado deseado.O

Ahora nos vamos a ocupar de obtener las estimaciones de error para las derivadas. A tal fin
vamos a hacer uso de las estimaciones de error en L* que obtuvimos en las seccién 3.1.

Teorema 3.2.2 Sea m + 1 > % Si las propiedades 1) a 6) se tienen y w € H™TY(Q). Luego,

existe una constante C la cual depende de co,cy,c1,cp,¢) tal que ¥j € {1,---,1}
IV(w = @) 2B yn)ne) < CR™|ullgm+r (B, 4(n,)n0) (3.2.7)

Dem. Consideremos fBR(m)nQ |%(y) - %P*(y,yﬂzdy para k = 1,---,N. En virtud de la

propiedad 1), cualquiera sea n; , 1 < j <[ podemos construir un polinomio Pr(n;,-) que interpole
a w en un subconjunto de s puntos de {&;,---,&,} que pertenezcan a la bola Br(n;) luego,
2

Ju 8P[

Ju o . ) 2
Lo ol = P Py < W)= Sy (329

™ 8—% O Br(n;)nQ 8—%
0Py o ,

+ 0P D e

Br(n;)NS | oYy (1 9) E (y, )| *dy}
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Vamos a analizar, en primer lugar, el segundo término en el lado derecho de (3.2.8). Cualquiera
sea y € Br(n;)NQy z € Br(y)N Q notemos que

o . op 9P
8—ykP (yvy)_{ayk (y,Z)+ 82’k (y,Z)}

z=y

En vista de esto vamos a estimar |gf}f (15,2)— (ai(y, 2)+5—-(y, z))| para cualquier z € Br(y)NAL.

aP*
8zk

Sea T™u como en el Teorema anterior, i.e, el polinomio de grado menor o igual que m que
satisface (3.2.4). Usando la estimacién obtenida en el Lema 3.1.1 y con el mismo argumento que

usamos para obtener (3.2.6) podemos concluir que para cualquier z € Br(y) N

o C oo o
|%(@/72)| < EHU_PI(%')HL‘X’(BR(y)nQ) < EHU—T ul|poo(Bry)ne) < CR™ 2 ulgmi1(B, 5 (n,)n0)

(3.2.9)

Vamos ahora a estimar |gf}f(m, z) — 8% “(y, 2)]. Como

oPr P oPr P P P
905 2) = S (.2 < 19 0502) = Sy 2+ 1 5 302) = () (3:2.10)

Usando la acotacién obtenida en (3.1.20) en el primer término del lado derecho de (3.2.10), y
por el mismo argumento que utilizamos para obtener (3.2.6) se sigue que

0Pr opP~ C S
|8z (nj,2) — 8—%(771‘72” < EHU — Pr(nj, Mo Brmyna) < CR™ 2 JulgmiByq,)ne) (3-2.11)

eremos ahora el segundo término del lado derecho de (3.2.10), notemos que, dado y € Br(n;)N,
8% (77], z)y 88];: (y, z) son polinomios en z de grado m — 1. Sean ahora {&;,---,&;.} € Bg(y)
los puntos en los que, en virtud de la propiedad 1), podemos construir las bases de Lagrange las
cuales satisfacen las propiedades 4) y 5), luego se sigue que

P~ P~

— al]z
G2~ Gt ) = 152

Y(P™(n5,&5) — P™(y,65.)]

< 5 Z IV P*(8;,&:) - (1 — y)
=1

Usando ahora el Lema 3.1.1 (es facil ver que el resultado (2.2.5) puede extenderse a puntos en la
bola de radio 2R) y por los mismos argumentos utilizados para arribar a (3.2.6) resulta que

aP* aP*
|82 (y,2) — 0o —— (. 2)| < —HU— Pr(0; )| Lo (Byn(6,)ne) < CR™ |u|Hm+1(BgR(n])ﬂQ) (3.2.12)
Por lo tanto, en vista de (3.2.12),( 3.2.9), (3.2.11), cualquiera sea z € Br(y) N 2 tenemos que

OP; 0P~ 0P N
|8—Zk(77j72) - (%(@/,Z) + sz (y,z))| < CR 2 |u|Hm+1(B3R(77]))
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en particular tomando z = y tenemos que

0Pr 0 9, 41
P*(y,y))|%dy} s < CR™|u|sm 3.2.13
Uy g 000) = (@D Pds)E < OB alimsipniony (3213)
Consideremos ahora el primer término del lado derecho de (3.2.8), usando nuevamente que Pr(7"u) =
T™u podemos escribir

gu 0P du  OT™u orr.
H o (0, N2 (Br(n;)nQ) _\ o WHL (Br(n)ne) T || k( u—T"u)||2(Bg(n;)n0)

(3.2.14)

Para cualquier v € L*(Bgr(7n;) N Q), dado que las bases de Lagrange satisfacen la propiedad 5)
tenemos que,

GP[ 81 N _
( Mz2Brn)ne) < 0lleBrn)ne) ZH yk( Dr2Brmne) < CllollLeBam)naR2 "

=1

Siwve HQ(BR(UJ') N Q) por los Teoremas de inmersién de Sobolev sabemos ademds que

e L

N N N
[oll Lo (Batnyne) < AR 10l 2B agn)ne) R HHID 0| 12 (B, n0) + R vl L2(Bg(n;)ne) Hal=1,181=2

En vista de estas estimaciones y (3.2.4) el segundo término en el lado derecho de (3.2.14) satisface

I( — T )| L2 (Ba(n,)ne) < EHU — T"ullp2(By(nyyne) < CR™ |t gty (B (n;)ne)

En virtud de (3.2.4) el primer término en el lado derecho de (3.2.14) satisface

du 9T "
15y ™ g Ne2Bana) < CR™ lulmmss (5,00

la cual junto a las estimaciones anteriores provee el resultado deseado O

Observacién 3.2.1 Notemos que, como § estd contenido en Ui<;<;Br(n;) N Q por el resultado
obtenido en el Teorema 3.2.1 tenemos que

llu — il 2y < ey 1o = ill 2B riny)ney < CR™F Ly (ulpmss (B, p(n,)n0)-

Dado que, por hipotesis, el nimero de bolas que se solapan estd acotado independientemente de
R, existe una constante C' tal que ZFl Ul grmt1(B, g (ny)ne) < Clulgmiqy y por ende, eviste una
constante C', independiente de R, tal que

lu — il < CR™ulpgmirq). Andlogamente a partir del resultado obtenido en el 3.2.2
tenemos que HV(u — W)[|r2 ) £ COR™|ulgmir(q)-

Observacion 3.2.2 Si bien hemos obtenido estimaciones de error solo para la funcion y sus
primeras derivadas, haciendo uso de los mismos argumentos y generalizando las hipotesis sobre la
funcion de peso y las bases de Lagrange (por ejemplo que las k-ésimas derivadas tanto de la funcion
%, con C independiente de
R) podrian obtenerse estimaciones de error para derivadas de mayor orden.

de peso como de las funciones base de Lagrange puedan acotarse por
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3.3 Cotas de las bases de Lagrange

En los resultados obtenidos en las secciones 3.1 y 3.2 hemos supuesto que para cada z € Q las
bases de Lagrange asociadas a los s puntos, s = dimP,,, pertenecientes a Xr N Br(z), que existen
2

en virtud de la propiedad 1), satisfacen las propiedades 4) y 5). En esta seccién vamos a demostrar

para N = 2y m = 1,2 que, para una distribucién de puntos bastante general, las correspondientes
bases de Lagrange satisfacen dichas propiedades.

Para llevar adelante nuestro andlisis introducimos la siguiente definicién:

Definicién 3.3.1 Para cualquier x € Q, sea T el tridngulo de vertices a',a?,a® € Br(z) y sea
2
p el didmetro de la mayor bola contenida en T'. Vamos a decir que T satisface la condicion de

regularidad, i.e, T' satisface la condicion CR, con constante o > 0 (independiente de R y p), si
R

=<

, S

Fl siguiente resultado, (ver por ejemplo [7]), nos proporciona una herramienta fundamental
para llevar a cabo nuestras acotaciones. Para simplificar notacién, nos referiremos al hiperplano
{y : L(y) = 0}, con L funcién lineal, simplemente como hiperplano L.

Lema 3.3.1 Sea P un polinomio en N wvariables de grado d > 1 que se anula en un hiperplano
L. Luego podemos escribir P = L@, donde () es un polinomio de grado d — 1.

Dem. LLamemos § = (y1,---,yn—1), podemos mediante un cambio afin de coordenadas suponer
que L(g,yn) = yn y el hiperplano L(§,yn) = 0 es el eje §. En consecuencia P(g,0) = 0. Como
P tiene grado d podemos escribir

=

@)

donde 7 = (i1, in_1), 1] = 114+ +in_1, ix € INg. Como por hipétesis P(,0) = Z| 1<d G

0 resulta ¢;, = 0 para 2] < d y en consecuencia

d—1 L
P(j,yn) = Z Soedvh=an Y. Y. e duk

1=1i1<d—j 1=1i1<d—j
= ynQ =L@
donde ) es un polinomio de grado d — 1.0

Vamos a considerar en primer lugar el caso m = 1.

Lema 3.3.2 Sea m = 1. Dado x € Q , si evisten puntos a*,a* a®> en Xgr N Br(z) tal que el
2

tridngulo T de vértices a', a?, a® verifica la condicién CR entonces, exviste una constante C' = C(o)
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tal que las bases de Lagrange l;, 1 <1 < 3, asociadas con esos puntos satisfacen, Yy € Bap(x)NQ

l(y)] < C (3.3.15)
dli(y) C :

< = <1< 3.
|ayj| < 5 12 (3.3.16)

Dem. Sea T el tridngulo de vértices a',a?,a> y sea p el didmetro de la mayor bola contenida en

T. Las bases de Lagrange pueden construirse facilmente haciendo uso del Lema (3.3.1) , pues,
dado que li(aj) = 0;5, para 1 < 4,7 < 3 podemos escribir /; = 7;L; donde L; es la recta a la que
pertenecen los @’ con j # i, i.e, la recta a la que pertence el lado del tridngulo opuesto a a’, y la
constante 7y; se determina usando que li(ai) = 1. Por un simple calculo y usando que T satisface
la condicién CR puede verse que

R2
Li(y)| < Cﬁ < C(o)
ali(y) R C(o) .
< (=< 1<43<20
| 9, | < S 1sis

Consideremos ahora el caso m = 2. Vamos a obtener cotas para las bases de Lagrange y
sus primeras derivadas, como las que proponen las propiedades 4) y 5), para una distribucién de
puntos bastante general como se muestra en la Figura 1.

Figura 1

A fin de hacer nuestro andlisis mas sencillo vamos a considerar, en primer término, dos casos
particulares de la situacién mostrada en la Figura 1.
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Lema 3.3.3 Seam = 2. Dado x € Q supongamos que existen puntos a’,1 < j < 6 en YrNBra(x)
de tal forma que alguna de las dos siguientes situaciones se tiene ’

i) a’,1 < j < 6 distribuidos como se muestra en la Figura 2 y tales que los tridngulos de vértices
{al,a% a%}, {a?, a3, a*} y {a*,a®, a®} satisfacen la condicion CR

i) a’,1 < j < 6 se distribuyen como indica la Figura 3 y los tridngulos de vértices {a',a?,a®},
{a?,a® a*}, {a*,d®, a®} y {a',a?, a®} satisfacen la condicion CR.

FEntonces, existe una constante C = C(0) tal que Yy € Bar(x) N Q las bases de Lagrange ;
asociadas a los puntos o', 1 <1 < 6, satisfacen

Ll < ©
al; C .

< = 1<7;<2
Gl < Foo1<is

Dem. Sea = € Q , consideremos el tridngulo T de vértices a', a®, a® contenido en la bola Bg(z).
. . 2
Para simplificar notacién, a la recta {y : L;;(y) = 0} a la cual pertenecen o' y ¢’ la notaremos

simplemente L;;.

Supongamos primero que los puntos estdn en la situacién mencionada en i). Sean a?, a?, a® los
puntos que, respectivamente, estin en Lys, Lss, L15 como se muestra en la Figura 2.

Figura 2

Vamos a demostrar el resultado solo para la base de Lagrange [; € P la cual satisface ll(aj) =
015, 1 < j <6, ya que, el mismo argumento puede ser usado para obtener las cotas para las otras
bases.

A partir de que [; € P, y se anula en a®,a?, a® € Lss se sigue que , [ = 0 en L35 y usando el
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Lema 3.3.1 podemos escribir Iy = L3s¢; donde ¢; € P;. Pero [; se anula también en a? y a® los
cuales no pertenecen a Lss, por lo tanto, ¢; = 0 en Log ¥ en consecuencia , usando nuevamente el
Lema (3.3.1), 1 = cL3sL26 y como l1(a') = 1 la constante ¢ queda univocamente determinada.
Mediante un simple calculo podemos ver entonces que, Vy € Byp(z) N Q

R4
i <
()] < (area de Ty35)(area de Tig)
(3.3.17)
al B '
Iyl < =

C(area de Ti35) (area de Tig6)

donde T;). denota el tridngulo de vértices {a’,a’, a*}.

LLamemos p;;; al didmetro de la mayor bola contenida en 753;;. Notemos que py35 > p234 y como
el tridngulo Th34 y el tridngulo Ty, satisfacen, por hipdtesis, la condicién CR, usando esto en
(3.3.17) obtenemos las estimaciones deseadas.

Consideremos ahora la situacién descripta en el caso ii). Notemos que usando el mismo ar-
gumento que utilizamos antes para el caso i), podemos construir [; € Py tales que [;(a') = 6;;
para i,7 = 1,2,4,5,6 ,i.e, usando el Lema 3.3.1 podemos escribir [y = ¢y L3s5Lag , Io = ¢c2L35L16 ,
ly = calizlsg , ls = c5sL13las v ls = ceLi13L35 donde las constantes ¢; son determinadas a partir
de que [;(a’) = 1. Por lo tanto, por el mismo argumento usado antes, si los tridngulos de vértices
{a',a?,a"}, {at, a?, a®}, {a*,a®, a®} y {a?, a, at}, satisfacen la condicién CR mediante un simple

calculo se puede ver que |[;| < C'y |%| < %, parak=1,2y j=1,2.4,5,6.

No obstante el argumento usado hasta ahora falla cuando deseamos construir la base I3 ya
que, no podemos trazar una linea que incluya a 3 puntos, de los 6 dados, que sean diferentes de
a®. Sin embargo, podemos facilmente construir b3 € P; independiente de {1, 14,14, 15,15} de forma
tal que b3(a®) =1y bs|p,. = 0 y mediante un simple cdlculo concluir que [b3] < C'y |%| < %,
para k= 1,2.
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Figura 3

Notemos que, la base de Lagrange l3 estd dada por l3(y) = b3(y) — 3" j=1,...6,j3 ba(a))l;(y), ¥
en consecuencia se deduce inmediatamente que /3 también satisface las cotas deseadas O

Finalmente, vamos a demostrar que las bases de Lagrange asociadas a la distribucién de puntos
para el caso mas general, como se muestra en la Figura 1, satisfacen las propiedades 4) y 5)

Lema 3.3.4 Sea z € Q , m = 2 y supongamos que existen puntos a/,1 < j < 6 en Br(z) como
2

se muestra en la Figura 1 tales que los tridngulos de vértices {a',a?,a’}, {a*, a®,a®}, {at, a?, a®}

{a?,a®,a*} y {a*, >, a®} satisfacen la condicion CR luego, exviste una constante C = C(c) tal que

Yy € Bap(z)NQ las bases de Lagrange l;, 1 < i < 6 asociadas a los puntos a?,1 < j < 6 satisfacen

lLi(y) < C

al; C ,
Iayl(y)l < pl<i<e (3.3.18)
J

Dem. Por el mismo argumento utilizado en el Lema anterior las bases de Lagrange [; € Ps,
4 < 7 < 6 pueden escribirse como Iy = e4li3lsg, I5 = ¢5L13las, v le = cgl13L45, donde las
constantes ¢; se determinan usando que [;(a’) =1 ,4 < j <6.

Usando nuevamente el resultado del Lema 3.3.1 podemos construir by,by € Py de la forma
by = c1Ll3s v by = calq5 donde las constantes ¢; se determinan inponiendoles que bj(aj) =1,
1 < j < 2. Con esta construccién resulta que {by, b, l4,l5,ls} son independientes y satisfacen la
acotaciones deseadas si los tridngulos de vértices {a',a?, a®}, {a*,d®, a®}, {a',a? a%} y {a?,d?, a'}
satisfacen la condicién CR.

Necesitamos ahora construir b3 de forma tal que resulte independiente de las otras, i.e, quere-
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mos ver que existe bz € Py con b3(a3) = 1 tal que la siguiente matriz resulta nosingular.

1 0  ba(al) 0 0 O
b1(a?) 1 bs(a?) 0 0 O
0 D@ L 000
bi(at) ba(a*) bs(a*) 1 0 0
0 0  b3(a®) 0 1 0
b1(a®) by(a®) b3(a®) 0 0 1

Observemos que esta matriz resultard nosingular si la submatriz

es nosingular.

Dado T el tridngulo de vértices {al,a®, a®} consideramos F' la transformacién affn que manda
TenT, ie, F(T)=T (y1,y2) = F(¥1,92), donde T es el tridngulo de referencia que se muestra
en la Figura 4.

@ = (0,1)
oa4
~2
®
al = (0,0) . a® = (1,0)
&6
Figura 4

A fin de facilitar los célculos para obtener b3 trabajaremos en el tridngulo de referencia 7. En
este caso las correspondientes bases by y by estan dadas por bl(yl, G)=1-h—72y bg(yl, U2) = y% ,
a3

con @* = (0,@3) (observemos que si los tridngulos de vértices {a',a?,a°} y {a?, a>,a®} satisfacen la
condicién CR, lo cual se sigue del hecho de que los tridngulos de vértices {al,a?, a®} y {a?, a®, a®}
la satisfacen, a3 es diferente de 0 y 1). Vamos a tomar by € Py tal que b3|n,, = 0, b3(@”) = 1
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independiente de las otras. Un simple cdlculo muestra que podemos seleccionar 133(3)1, G2) =93y
en consecuencia by = bz o F71 i.e, b3(yy,y2) = b3(f1, §2)-

A partir de que el tridngulo de vértices {a',a?,a’} satisface la condicién de regularidad, el
tridngulo de vértices {a',a> a®} también la cumple y en consecuencia la base b3 estd acotada
independientemente de R.

Finalmente, podemos obtener las bases de Lagrange l,ls,[5 simplemente como una combi-
nacién lineal de by, by, b3, 4, lg donde los coeficientes de la combinacion resultan acotados por una
constante que depende de o y la demostraciéon concluye O

Observacion 3.3.1 FEs cierto que la hipdtesis de tener tres puntos alineados, como supone la
distribucion de puntos que consideramos en la Figura 1, puede parecer bastante restrictiva. Sin
embargo, es importante notar que como las bases de Lagrange son continuas respecto de los pun-
tos de interpolacion las cotas obtenidas deberdn mantenerse si tenemos puntos que tengan una
distribucion suficientemente prozima a la que se muestra en la Figura 1.



Capitulo 4

El método de cuadrados minimos
continuos con peso variable

En este Capitulo presentaremos un método de aproximacién, el cual hemos dado en llamar método
de cuadrados minimos continuos con peso variable (el que denotaremos de ahora en mas CMLS),
para el cual obtendremos estimaciones, tanto en > como en L?, del error cometido al aproximar
la funcién y sus derivadas. Explicaremos, ademdas como el método puede ser aprovechado para
resolver ecuaciones diferenciales.

4.1 Descripcion del método

El método CMLS puede describirse de la siguiente manera: Sea © C R, un conjunto abierto,
acotado y con borde Lipschitz y sea u la funcién que deseamos aproximar. Denotamos, como
antes, P, el conjunto de todos los polinomios en N variables de grado menor o igual a m y
{p1,---,ps} una base de P,, con s = dim P,,. Dado R > 0, consideramos ®p una funcién con
soporte en Br(0) tal que 0 < &g < 1. Para cada o € Q sea P°(z,y) = 374 af(2)p;(y) donde los
coeficientes af, 1 < j < s son elegidos de forma tal que minimizan

Jo(a) = /Q Bz — 2)(u(z) — P(x, 7)) d= (4.1.1)

Definimos el aproximante a u como @°(z) = P(z,2) = 3 7_; a5(x)p;().
Vamos a enunciar las propiedades que supondremos sobre la funcién de peso ®g:

1. dep > 0 tal que Pr(z) > ¢, V2 € Br(0).
2

2. ® € CY(Br(0)) N Wh(RN), y Vg pemyy < G-
donde ¢g y ¢ son constantes independientes de K.

45
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En primer lugar notemos que, si ¢ satisface la propiedad 1) podemos definir para cada z € Q
el producto interno

< g = /Q Brle — 2)f(2)g(2)dz (4.1.2)

con la correspondiente norma asociada ||f]|2 =< f,f >,. Luego, a partir de la teorfa clasica
de cuadrados minimos, existe un dnico P°(z,-) que minimiza ||ju — P||, sobre todos los P € P,,
([12],[18],]20]) y por ende @ estd bien definido.

Teorema 4.1.1 Si g satisface la propiedad 1) cualquiera sea x € ) existe un vnico P°(x,-) € Py,
para el cual ||u — Pe(z,.)||s < ||u— P|l, cualquiera sea P € Py,.

Observacién 4.1.1 Observemos que, para cada x € Q si derivamos JS(a) respecto de a; obtene-
mos

/ Pp(z —y)P(z,y)pi(y)dy = / Pr(z —ylu(y)pi(y)dy 1<j<s
Q Q

Como P°(x,y) = Y i_; of(x)pi(y) reemplazando en la expresion anterior arrivamos al siguiente
sistemna

> aile) [ #nle = )y = [ Enle = ulups(idy 155

i.e, a’(z) = (aj(x),---,ai(x)) es la solucion del sistema A(x)ac(z) = b(z) con

(A = [ @ale = pwpdy @)= [ Snta—pu(wpudy 105 < s

Observacion 4.1.2 Para analizar la reqularidad de 4°, basta con ver cual es la reqularidad de los
coeficientes aj, 1 < j < s. Dado que o es la solucion del sistema mencionado en la Observacion

anterior, es claro que si ®r € C! entonces a° también, y por ende 4° serd tan reqular como lo sea
OR.

4.2 Estimaciones de error

Nuestro propédsito es establecer como aproxima 4¢ y sus derivadas a u y las derivadas de u. En
principio vamos a suponer que la funcién a aproximar u estd en W™T1°°(Q) (depués considera-
remos el caso en que u sea menos regular, digamos u € H™T1(Q)).

Llamamos f * ¢ a la convolucién de f con g, i.e,

Frole)= [ Sl 2)ds
Por C§° denotaremos las funciones en C'* con soporte compacto. Para llevar a cabo nuestro
andlisis de error vamos a hacer uso del siguiente resultado de Calderén y Zygmund [9], el cual nos
proporciona una de las herramientas fundamentales para llevar adelante nuestras estimaciones.
Por completitud incluiremos aqui la demostracién.
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Teorema 4.2.1 FExiste una funcion ¢ € C3°(B1(0)), i.e, ¢ infinitamente diferenciable con soporte

en B1(0), tal que cualquiera sea P € P,

€

1 T—y
/]RN N A )P(y)dy = P(z)
i.e, P = Px o donde o.(z) = Srp(2)

Dem. Consideremos la clase de todas las funciones infinitamente diferenciables () con soporte
en |z| < 1, i.e, C5°(B1(0)), v sea V el espacio vectorial de los puntos &,, a = (aq, -+, an),
a; € INg, 0 < |a| < m. Definimos la aplicacién lineal

T:C(B1(0) — V

como

T(¢) =& =/ p(z)zde

IRN

donde 2% = 27t -..2%¥. Si la aplicacién T no es suryectiva, i.e , la imagen de T no es todo el
1 N 9 9

espacio V, entonces debe existir algin elemento en el ortogonal a la imagen de T, i.e , existen
nimeros 7,, 0 < |a| < m, no todos nulos, tales que

Znafa =0= /]RN o(z) Znagcadx =0

cualquiera sea ¢. En particular esto se tiene para cualquier ¢ de la forma ¢ = ¥ > n,a®

con
funcién infinitamente diferenciable con soporte en |z| < 1 positiva para |z| < 1. Entonces

a2 _
/]RN P(a) Znaac |“dx =0

lo que implica que Y n,2“ = 0 para cualquier z con |z| < 1y en consecuencia, 7, = 0,0 < |a| < m,
arrivando asi a una contradiccién. Luego, la imagen de T es V., i.e, dado cualquier elemento &,
de V, existe una funcién ¢ € C§°(B41(0)) tal que &, = T(¢), en particular existe ¢ tal que

/ e(a)de =1, / p(z)z®dz =0, 0< |a|] <m
RY RY

Dado cualquier polinomio ¢) de grado < m, es claro que si elegimos ¢ en esas condiciones re-
sulta que [pv ©(2)Q(2) = Q(0) y en consecuencia haciendo el cambio de variables » = =% y
reemplazando Q(z) por Q(z) = P(x — €z) tenemos que

/]RN }N@(x —)P(y)dy = P(x)

€
v la demostracién concluye O
Observacion 4.2.1 Notemos que el resultado anterior también se tiene si consideramos las fun-

ciones @ infinitamente diferenciables pero con soporte en la interseccion de la bola de radio 1 con
un cono abierto con vértice en el origen.
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Teorema 4.2.2 Sea u € W™t (Q) y para cada x € Q consideremos P¢(z,-) como antes, si

O satisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C' independiente de R tal que
Vy € Br(z) N
4

[DJ(u(y) = P,y < CRTVND™ ]| oc i, (ymy < CRTFEND™ ]| ooy 0 < [5]

y en consecuencia Yx € )

lu(z) — @°(2)| < CR™H| D™ | oo (g p(ayng) < CRTHHID™  ul| oo (g

Dem. Sea z € {2, como {) tiene borde Lipschitz para R chico podemos suponer que, cualquiera
sea y € Br(z) N existe un cono abierto con vértice en y y de amplitud v, independiente de y,
4

tal que la interseccién del cono con Br(y), la cual llamaremos Cr(y), esta contenida en £ (ver,
4 4
por ejemplo, [17]). Dado que u € W™T1°(Q) | para cada x € Q y cualquiera sea y € Br(z) N Q
4

podemos construir 7'(x, y) el polinomio de Taylor, asociado a u, centrado en z de grado < m, i.e,

T(ry)= 3 gDﬁuw)(y—xW
|Bl<m 77

En vista del Teorema 4.2.1 y la observacién 4.2.1, existe una funcién infinitamente diferenciable
¥R con soporte en Cr(0) definida por vr(w) = ()N (%) con ¥ € C§°(C1(0)) tal que, cualquiera
; po po

sea Q € P Q = Q # U, 1o, Q(y) = fypw Q(2)UR(y — )z = fo () Q=)0R(y — 2)dz.
Sea Q(y) = P%(z,y)— T(z,y), como @ es un polinomio de grad04§ m. Luego

Q)< |

Po(es2) = u( ) onty = D=t [ Ju(e) = T2 [only - 2z (4:2.9)
Cr(v) Cr(v)
Consideremos ahora el primer término en el lado derecho de (4.2.3) aplicando la desigualdad de
Schwartz tenemos que
[Pi(a2) = u()Pdz [
C

J 7707 (=i < / el = )Py

CE(Z/ RrR\Y
4 4
(4.2.4)
Como ¥ € C§°(C1(0)) existe una constante C' tal que
/ [nly — 2)|%d= < / dz = C—
r(y — < —= =C—=
Cp(v) B2 Jeg ) RY

4 3

Usando esto en (4.2.4) y el hecho de que Cr(y) C Br(y)NQ C Br(z) N tenemos que
4 4 2

L AP =Gl - Alds < CRTE([ (o) - ()}
C%(y) B};(l’)ﬁﬂ
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A partir de que ®p satisface la propiedad 1), i.e, existe una constante ¢o > 0, independiente de
R, tal que ®r(z) > ¢ para z € Br(0), se sigue que
2

N[

(AP -t < o) P = )l - 2)d)

]2_3(1’)00

< o P2 - () Ponle — 2zt
BR(Z’)OQ

Como P¢(z,-) es el polinomio en P, que minimiza JS(«) tenemos que cualquiera sea P € Pp,.
/ |P2(2,2) — u(2)*®r(e — 2)dz = /uw%a—u@W¢Mx—aw
Br(z)nQ Q

/yma—u@WQMx—a@

Q

_ / 1P(2) = u(2)*®r(e — 2)d=
Br(z)nQ

IN

En particular se tiene para P(z) = T(z,z) y entonces resulta que

(/BR(x)ﬁQ |[P*(w,2) = u(2)@p(z - 2)d2)> < (/BR(x)m T(z,2) — u(z)|*®r(x — 2)dz)?

Como por hipétesis 0 < &p < 1 se sigue que

([, g T@2) = w2 @ — 212}

IN

(/. T = w2 )P}

Definimos la funcién Ngu(z) como

1 1 1
Npru(z) = W(R—N /BR(x)ﬁQ T(z, 2) — u(z)|*dz)?

En consecuencia, para el primer término del lado derecho de (4.2.3), existe una constante C',
independiente de R, tal que

A(MF@J%W@M@@—MWﬁCWﬁNMW) (4.2.5)

Consideremos ahora el segundo término del lado derecho de (4.2.3). Usando la desigualdad de
Schwartz y el hecho de que 1 estd acotada tenemos que

/C%(y) |u(2) - T(xv Z)||¢R(y — Z)|d2’ |u(2) _ T(x7 Z)|2d2)5(/c

IN
Q\
#lm

[or(y — 2)|?dz)?
(v) )

RrR\Y
4

i) = T2 )

CRE([ Julz) = T(a,2) o)t
BR(Z’)OQ

IN
Q
&
wl
Q\
&l

IN



50 Capitulo 4

v por ende
/C " lu(z) = T(z, 2)||VR(y — 2)|dz < CR™ Npu(z) (4.2.6)
R
T
Usando (4.2.5) y (4.2.6) en (4.2.3) resulta que
|P¢(z,y) — T(z,y)| < CR™ Npu(z) (4.2.7)

y en consecuencia para cualquier y € Br(z) N Q existe una constante C', independiente de R, tal
4
que

PS(ayy)— uly)] < CR™ Npu(e) +|T(a,y) - u(y) (4.2.8)
En particular tomando y = x concluimos que
|P¢(z,2) — u(z)| = | P(z,2) — T(z,2)| < CR™ ' Npu(z) VYo €Q (4.2.9)

Notemos que Dg@ = Dg(@ *hR) = @ * D5¢Ra Le,

DIQy) = /RNQ(Z)D5¢R(y—Z)dZ:R_N_lm : (y)@(z)(D%)(y}_zz)dZ

_ RN-I /CR(y)(PC(x,Z) = T(a, 2 )(DP) (L) (4.2.10)

En vista de que ¢ € C§°(C1(0)) v (4.2.7) existe una constante C' tal que, cualquiera sea 3,
0 < |B] < k se tiene que

Dy (uly) — P(x, )|

IN

1Dy (uly) = T(x,9)| + |DY(T(2,y) = P(2,9))]
|DP(u(y) — T(z,y))| + CR™ T PINpu() (4.2.11)

A

Como u € W™tL:20(Q) y T es el polinomio de Taylor de grado menor o igual que m, cualquiera sea
y € Br(2)N 2 (podemos suponer que el segmento que une & con y estd contenido en Br(z)N Q
4 4

para R chico) se tiene que
Nru(z) < CID" | poo(B(o)ne)

y dado que para cualquier funcién u sabemos que la derivada del polinomio de Taylor de grado m
de u es el polinomio de Taylor de grado m — 1 de la derivada de u, se tiene ademds que

Dy (uly) = T,y < CRMPND™ | oe 4 )
4
Usando esto en (4.2.9) y (4.2.11) concluye la demostracién. O

Observacion 4.2.2 En el teorema anterior hemos establecido que dado x € Q para cualquier
y € Br(z)N Q se tiene que
4

1Dy (uly) = P(e,y))| < CRT D™ | ooy 0 < |B] <k
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Como P*(x,y) = Y3y a5(2)p;(y) entonces DL P(x,y) = Y5_, a%(x)DPp;(y), dado que la esti-
macion se tiene para cualquier y € Br(x)N§Q en particular se tiene para y = x y en consecuencia
4

|DPu(z Za (2)Dpj(2)] < CR™ND™ | o . (00

Tenemos entonces, hasta ahora, estimaciones del error cometido al aprozimar u por @ y D’u por
s B, - Bac
> i=15D"p; en lugar de aproximarlas por D" a°.

Antes de proceder con las estimaciones de error para las derivadas hagamos la siguiente observacién

Observacién 4.2.3 Supongamos que u estd definida en todo RY (recordemos que siu € Wmtho0(Q)
entonces, u puede extenderse a RY con la misma regularidad en vista de que Q tiene borde Lips-
chitz) y sea, para cada x € Q, P(u,z,y) = 377_; aj(2)p;(y) donde los cocficientes aj, 1 < j <'s
son elegidos de forma tal que minimizan

Jo(a) = /}RN Bz — 2)(u(z) — Plu,a,2))d=

con g como antes. Definimos el aprozimante a u como P(u,x,v) = 3 71 aj(z)p;(x) entonces,
en este caso se tiene que,

0 Jdu
= — <3< 2.
iz, —(P(u,z,2)) P(axj,x,w) 1<j<s (4.2.12)

i.e, la derivada del aproximante es el aproximante de la derivada.
Dado que

cualquiera sea q € Py, (4.2.12) se demuestra, bdsicamente, usando esta relacion de ortogonalidad
enxp = (21, -, 2;+h, -, 2N) y haciendo el cambio de variables y — yr, = (y1,- -, y;+h, -, yn)
lo que conduce a concluir que

/IRN(P(U, Th,yn) — w(yn))q(y)Pr(z — y)dy =0

cualquiera sea g € P, y en consecuencia

_ P(U,$h,$h) — P(u,x,x)
h

() = ()

y la demostracion concluye tomando limite para h — 0.
Este argumento falla en nuestro caso pues al considerar [ en lugar de [y al hacer el cambio de
variables podria modificarse el conjunto de integracion a un conjunto no contenido en €.

El resultado que nos proporciona el siguiente Lema nos permitird establecer el orden con que
aproximan las primeras derivadas de 4° a las primeras derivadas de u.
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Lema 4.2.1 Sea u € W™tL°(Q) y para cada x € Q consideremos P°(x,-) como antes, si ®p
satisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C independiente de R tal que

Vy € Br(z) N
4

9P (x,y) 1 .
|Tj7| < CR™|D" | pooBy pe)nay, 1 <G <N
Dem. Vamos a hacer la demostracién para el caso j = 1, dado que para los otros valores de j es
analoga. Sea x € © tomemos h > 0 suficientemente pequefio de manera que (z1 + h,...,2N) € Q
para simplificar notacién llamamos x5 a (21 4+ h,...,2x). Por el mismo argumento usado en la
demostracion del Teorema 4.2.2 existe v € C§° con soporte en Cr(0) tal que cualquiera sea
4

Q € Pn, @ = Q +xtpr. Paracada y € Br(z)N Q, definimos Q(y) = P°((z1 4+ h,...,aNn),y) —
4

Pé(z,y) = P(zp,y) — P(z,y). Como ) es un polinomio en y de grado menor o igual que m se

tiene que

QW = [ ORI

con Cr(y) C Q. Luego usando la desigualdad de Schawrtz y el hecho de que ¥p(w) = (RI)N¢(%)
4 B B

con 1 acotada, independientemente de R, tenemos que

QI < [ 1QC)Iway —2)ld:

5 277k C 2741
=/ o9 < /. I

<

R>2
Usando esta acotacién y el hecho de que ¢ satisface la propiedad 1) tenemos que
C
QP < v [, 10 2dz<—/ Pen(e - 2z < o [ 1Q0)Pens - 2)d:
z)N§2

7

Notemos que

/Q 0(=)2®p(x — 2)dz = /Q(Pc(ach, 2= u(2)(P(an, 2) — P, 2))Br(x — 2)d=
+ /Q(u(z) — Pz, 2))(P(xn,2) — P(z,2))Pr(z — 2)dz

En vista de que P°(z,-) es la proyeccién ortogonal de u sobre el espacio P, respecto del
producto < , >, sabemos que, < u — P%(z,-), P >,= 0 cualquiera sea P € P, en particular se
tiene para P = () y en consecuencia

/Q 10(=) 20 p(z — 2)dz = /Q(Pc(ach, 2= u(2))Q(2)Pr(z — 2)d=

Para h suficientemente chico existe n tal que ®p(z — z) = Pr(a) —2) — h%if(n — z) y usando que
<u— P%xp,-), P >;, = 0 cualquiera sea P € P, tenemos que

L7z = u)QE (e = 20z = [ (02) = P @) 5~ )
< h/| - P QN S - 2lds
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Sabemos que %C}% tiene soporte contenido en Bgr(0) luego la integral se reduce a aquellos puntos

z € Br(n)NQ C Bryn(zp) N Q, como ademds ®p satisface la propiedad 2) tenemos que
h
[P ) = =nQ(ea(e — )= < 0 [u(z) = P(en, 2)1Q(:)ld
Q BR+h(l’h)ﬁQ

En (4.2.7) demostramos que dado z € Q, [T(wp,2) — P(x4,2)] < CR™M Ngu(z),) cualquiera
sea z € Br(zp)N Q. En vista de que T'(zp,,2) — P°(zy, 2) es un polinomio en z, la estimacién se
4

tiene también para z € Ba p(xp) N Q (ver Observacion 4.2.4) y en consecuencia
2

lu(z) — P(ap, 2)| < |u(z) — T(zp, 2)| + CRm‘HNRu(xh)

cualquiera sea z € Bz p(xy) N 2. Como nos interesa estimar para h chico podemos suponer que
2
Brin(zn)NQ C Bap(z) N Q luego

IN

Lo )= PanalQ)lds < CRM Npulen) [ jQ(e)lds
r+n(zh)

BQR(Z’)OQ

+ /BR+h(xh) lu(z) = T(zp, 2)||Q(2)|d=

< CR™Npu(en) / 1Q(2)|d>

BQR(Z’)OQ
N 1
£ CRE([ () = T )P Qoo
R+r(Zh

< CR™IYNG pul@n) Q] o8, (2)n0)

Usando nuevamente que ¢ es un polinomio, existe una constante C' que dependera solo de N tal
que [|Q| Lo (B, r(x)n0) < Cll@Ql Lo (B 4 (x)nq) (Ver nuevamente Observacién 4.2.4) y por lo tanto
T

QI < CR™ N (@) Qs 0

cualquiera sea y € Br(z)NQ y en consecuencia
4
1@z (B 5 ()n0) £ CR™AN3 gu(wp)
4

v por ende

Q)]
h

Usando que N%Ru(wh) < HDm—l—luHLoo(B%R(xh)nQ) < HDm—l—luHLoo(B2R(l,)ﬁQ)7 la demostracién con-

< CRmN%Ru(xh) (4.2.13)

cluye tomando h — 0. O

Observacion 4.2.4 Dado x € Q y Q un polinomio de grado menor o igual que m para el cual se
tiene que existe I = F(R) tal que cualquiera sea y € Br(x) N,
4

|Q(y)| < E(R)
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Luego existe una constante v, independiente de R y de @Q, tal que cualquiera sea y € Bz p(x) N Q
2
Q)| < VE(R)

FEsto puede verse simplemente considerando s (s = dimP,, ) puntos en Br (z)NQ, llamemoslos
4

&1, -+, &, seleccionados tal que las bases de Lagrange (1;)1<;<s, asociadas a esos puntos, estdn
acotadas en Bz () N Q por una constante ¢y, independiente de R. Luego
2

QW) < 3 1QUEN ()] < seLE(R) < vE(R)

i=1
Corolario 4.2.1 Sea uw € W™Th>(Q) y sea @°(x) = P(w,z) la aprovimacion a u dada por

CMLS, si & satisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C' independiente de R
tal que para cualquier v € Q

V(u(z) — a(2)| < CR™(|D™ ul| poo (B, pw)ne)

Dem. Dado que

J aP(z,y) N P (z,y)

5 Do) = {50 5 (4.2.14)

y=zx

OP(z,y) _ aPc(x,y)|
EES Yy
como una consecuencia del Teorema 4.2.2 y el Lema 4.2.1. O

es suficiente estimar |ag;y) - , Yy € Br(z) N . Luego, el resultado se tiene
J

El Teorema 4.2.2 junto con el Corolario 4.2.1 proveen estimaciones de error en L para la
funcién y sus primeras derivadas suponiendo que u € WL (Q). Sean {5, -, 7} puntos en
Q tales que Q C Uj<;<iBr(7;) v la cantidad de bolas que se superponen esta acotada por una
constante (', independiente de R, nuestro interés es ahora obtener estimaciones en L(Br(n;)N$Q),
1 < 5 <, del error cometido al aproximar la funcién y sus primeras derivadas, por el aproximante
y sus primeras derivadas con menos requerimiento de regularidad de la funcién w, esto es u €

a7 H(Q),

Corolario 4.2.2 Sea u € H™TY(Q) y sea @°(z) = P°(z,2) la aprozimacién a u dada por CMLS,
st & satisface las propiedades 1) y 2) entonces existe una constante C' independiente de R tal que
v = @l L2 (B a(a; )ne) CR™ | st (B, 1 (n))n0)

<
IV(w = @) L2 Brinne) <

CR™ [ulgm+1(B, o (n,)n0)

Dem. Como v € H™T(Q) es claro que en este caso podria no tener sentido definir el polino-
mio de Taylor para u como hicimos en la demostracién del Teorema 4.2.2 y el Corolario 4.2.1.
Consideremos entonces 1" un polinonio de grado menor o igual que m el cual satisface

Hu — THHk(BgR(nJ)ﬁQ) S CRm—l—l_k|U|Hm+1(BSR(77])nQ) 0 S k S m (4215)
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Una posible eleccién para T' estd dada por, [7],
T(y) = o [ T
= — 2,y)dz
Y 1B /5 Y

donde B C Bsp(n;) N Q de forma tal que Bsp(7n;) N es estrellado respecto de B (la existencia de
una bola B en tales condiciones puede suponerse para R chico dado que € tiene borde Lipschitz) y
T(z,y) denota el polinomio de Taylor para u de grado menor o igual que m centrado en z evaluado
en y (otra posible eleccion de T puede verse en [34]). Siguiendo la demostracién del Teorema 4.2.2
pero usando 7" en lugar de considerar el polinomio de Taylor, y por ende tomando Ngru(z) como

1 1 1
Vi) = g [, ITG) = ()P}

tenemos que cualquiera sea y € Br(z)NQ
4

u(y) — Pz, y)| < CR™ Npu(x) + |T(y) — u(y)|

y en consecuencia
u— a||? <CR2(m+1)/ Npu(z)ide + C w(z) — T(x)|?dz
= 202 6 o) < o Nmte) u() = ()

en vista de que

—(m N —(m ¥
Nru(z) = R™UTF D Ju = T 2 yne) < B2 lu = Tl 128,000,000

cualquiera sea z € Br(7n;) N Q, la primer estimacién se tiene usando (4.2.15).
Para obtener la estimacién de error para las derivadas notemos que

/ Oy 2 O @)y < ¢ @x)_w‘ Vo
Br(n)nQ 0z}, Oz Br(nj)nQ 0}, DYk -
OP(z,y)|
¢ T aa. d 4.2.16
—I_ BR(U])OQ awk ‘y:x) t ( )

Consideremos, en primer lugar, el segundo término del lado derecho de (4.2.16). Siguiendo la
demostracion del Lema 4.2.1 pero tomando T en lugar de considerar el polinomio de Taylor, si
llamamos zp, = (z1, -, 2+ h,---,an) v Q(y) = P(zp,y) — P°(x,y) tenemos que

CRz(m+1)/

Napu(zp)de
patnna )

e
5
3
5
2
S
O
S
?‘&
-
R
[\™)
jo
=
A

IN

Clla =Tl enne) < Cllo=Tllz2(5,n(n)n0)

Tomando limite para h — 0 y usando (4.2.15) tenemos que

OP(z,y .
/BR(77 )OQ(|#|y:l’)2dx S CRQ( +1)|U|Hm+1(B3R(77])ﬂQ)
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Analicemos ahora el primer término del lado derecho de (4.2.16). y notemos que

du OP(z.y)| 2 2 / oT IP(z,y)|
/BR(UJ)OQ(awk(x) 8yk ‘y:x) v HU HH (BR(UJ)OQ)—I_ BR(U])OQ 8$k ($) 83/16(4 2‘1/1:7;’) &

Dado cualquier z € Br(n;) N Q y cualquiera sea y € Br(z)N por el mismo razonamiento usado
4

en (4.2.11) tenemos que |DJ(T(y) — P*(x,y))| < CR=IB+" 4+ Npu(x). Como el resultado se tiene
para cualquier y, en particular se tiene para y = z y resulta que

/ or 2 dP(z,y)
Br(n;)

ol 2 2m 2
o\ ae o ‘y:x) dz < CR / Npu(z)“dx

BR(NJ)OQ

Por lo tanto usando que 7' satisface (4.2.15) se sigue que

ou  0a° .
drr 9 P Ertne) < CRT [l gy nn,)n0)

como deseabamos. O

Observacién 4.2.5 Notemos que, como § estd contenido en Ui<;<;Br(n;) N Q por el resultado
obtenido en el Corolario 4.2.2 y por el mismo argumento que utilizamos en la Observacion 3.2.1
del capitulo 3 se tiene que existe una constante C', independiente de R, tal que

1D (u — i) 20y < CR™ | gpnsa ) 18] < 1

4.3 La aplicacion de CMLS a la resolucion numérica de ecua-
ciones diferenciales

En la seccién anterior hemos establecido estimaciones del error cometido al aproximar « y sus
derivadas por 4° y las derivadas de 4°. Es claro que para obtener la aproximacion mediante CMLS
es necesario calcular ciertas integrales que involucran a u. Nuestro propdsito es presentar una
alternativa de como se podria utilizar el método CMLS para resolver numéricamente ecuaciones
diferenciales.

Para cada 2 € Q consideremos 4°(z) = P(z,2) = > 7 of(2)pr(2) la aproximacién obtenida
usando CMLS. Por lo mencionado en la Observacién 4.1.1 sabemos que a°(2) = (af(z),- -, a3(z))

es la solucién del sistema A(z)a(z) = b(x) con

(AN = [ (e = oppdy bi(x) = [ @nle—yupin)dy 105 < s

Es claro entonces que, necesitamos aproximar el valor de b;, para ello consideremos Pr(u,z,-) el
polinomio de grado < m que interpola a u en s puntos {;,,---,&;.} € Br(z) N Q luego,

bi(e) = [ on(e =iy = [l =iy
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podemos aproximarlo por
bia) = [ @l —y)Pilu e ypi)dy
BR(Z’)OQ

= (e D)
ke{iy o

= > aj(a)ulé)
kedii}
Si definimos a?(w) = 0 para aquellos k distintos de j;, S , js, podemos escribir b;(z) = Y20, af(w)u(fk)
y para cada 2 € () resolvemos el sistema A(z)a(z) = b(z). B
Construimos entonces una aproximacién a u de la forma u(z) = P(z,z) = 377 a;(z)p;().

k i

Llamemos p! = (py(x),-- -, ps(2)) y a¥ = (af,---,a")! entonces

Pie,z) = p(e)f A7 ()b =Y p(a) A7 (2)a (@ )u(é)

S el (&) (4.3.18)
k=1

Observemos que para cada z € €, fr(2) = 0 para aquellos & distintos de jy,---,js, v por ende
solo el valor de wen &, ,---,¢;, tendrd influencia al considerar u(z).
Dada una ecuacién diferencial

Lu=f en Q

con condiciones de borde
Bu =g en 09

con L y B operadores lineales, nos proponemos encontrar una aproximacién a u de la forma ugp =
> j=1 B;a; con 3; como se definié en (4.3.18). El método de colocacién, como ya hemos mencionado
en Capitulos anteriores, consiste en imponerle a up que satisfaga la ecuacién diferencial y las

condiciones de borde, en ciertos puntos {z1,---,2,} € Q, i.e,
LuR|x:zi = f(Zz) Z; € Q
BuR|x:zi = g(ZZ) zZ; € o0
Arribando de esta manera a un sistema de n ecuaciones con n incégnitas aq, - - -, @y,.
Lpa = Fp

donde Lp es una matriz de n X n tal que (Lr);; = L(B;(2))|o=z 51 2zt € Qy (LR)i; = B(5;(2))|o=2
si z; € 00y Fr es un vector con componentes f(z;) o g(z;) segin z; € Q o z; € 0.

La convergencia de este tipo de métodos se establece, como hemos mencionado anteriormente,
a partir de la estabilidad y la consistencia del esquema resultante. Nuestras estimaciones de
error junto con estimaciones del error cometido al aproximar b; por Zj son las que proveerian la
consistencia del método propuesto, y la estabilidad debera analizarse para cada caso en particular.



Capitulo 5

Experimentos Numéricos

En este Capitulo vamos a presentar distintos ejemplos de la aplicacién de MLS y CMLS a la
resolucién numérica de ecuaciones diferenciales.

Dentro de las caracteristicas sobresalientes de este tipo de métodos se destaca la posibilidad de
elegir funciones de peso apropiadas para cada problema, es en este aspecto en el que haremos
hincapié. Con el propédsito de ejemplificar como se puede aprovechar esta ventaja nos ocuparemos
de la aplicacion de estos métodos a la resolucién numeérica de la ecuacién de conveccién - difusion.

5.1 El caso unidimensional

A lo largo de esta seccién consideraremos el problema de resolver numéricamente la ecuacién de
conveccién-difusién

—u"+bu = 0, en (0,1) (5.1.1)
w(0)=0  u(l)=1

para diferentes valores de la constante b > 0.

5.1.1 Aplicaciones del método MLS

En el Capitulo 1 hemos descripto distintas alternativas de aplicacion de MLS a la resolucién
numérica de ecuaciones diferenciales. Como hemos mencionado anteriormente podemos elegir la
funcién de peso ®p de manera de producir efectos convenientes en la aproximacion. Como es
sabido ([25], [31]), si el método de elementos finitos standard (tomando puntos equiespaciados y
funciones lineales a trozos) es usado para resolver la ecuacién (5.1.1) es necesario considerar mallas
suficientemente finas h < %, donde h es el tamano de la malla, para que no aparezcan oscilacio-
nes. Por otro lado, si se aplica el método MLS es posible elegitr ®r de forma tal de incorporar
el cardcter no-simétrico del problema cuando la conveccién domina y en consecuencia, introducir
cierta clase de up-wind para el caso en que b es grande a fin de evitar la presencia de oscilaciones.
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Aproximaciones de Galerkin

Vamos a presentar dos ejemplos que ejemplifican el uso de MLS como método de Galerkin para
la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales. Recordemos que dado el problema variacional:
Hallar uw € V C H'(Q) tal que

a(u,v)= L(v), Vo eV

con ¢ una forma bilineal, continua y coerciva en V' y L un operador lineal y continuo, podemos

usar MLS para definir aproximaciones de Galerkin como se explicd en la seccién 1.2.1 del Capitulo
1.

Consideraremos entonces Vg = span{f,...,p,}, donde §;, 1 < j < n son las funciones
base definidas en (1.1.6). Sabemos que si ®p € C'(Bgr(0)) N W1>(R) luego 8; € H'(Q) y en
consecuencia podemos definir la aproximacion de Galerkin ur € Vg como

donde uq,...,u, es la solucién al sistema
a(Bj, Br)u; = L(Br), 1 <k <n
=1

J

Ademas por el Lema de Céa ([7], [10]), y los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2 tenemos que :

lu—uglly < = min [|u— oy < —|lu—1a
Y vEVR Y

v < CR™M|u™ | oo (g (5.1.2)

y en virtud de los resultados de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 tenemos también que existe C' tal que

¢ ~ m
|lu — ugl|lv < ;Hu —dllv < CR™|u|gm+1(q) (5.1.3)

donde ¢ es la constante de continuidad y 7 es la constante de coercividad de a(-,-) en V. En
particular tenemos que, ug converge a u cuando R — 0.

Consideremos ahora una forma equivalente para la ecuacién de conveccién-difusion (5.1.1) Sea
u(z) = u(z) — z luego tenemos que,

"+ b = —b (5.1.4)
w0)=a(l) = 0
El problema variacional es entonces hallar w € V = H}(0,1), tal que:

a(u,v)= L(v), Vo eV

1 1
a(w,v) = /ﬂ’v’—l—/ bu'v
0 0

Lv) = —/Olbv

donde
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Es sabido que la forma bilineal a(-.-) es coerciva y continua [31] en consecuencia, las estimaciones
de error (5.1.2) y (5.1.3) se tienen (con la constante C' dependiendo de b).

Para R > 0 vamos a considerar la siguiente funcién de peso

§1(%)P _ s
e B =l _R<z2<0
Dp(z) =1 LR _co 5.1.5
(=) LI (5.15)
0 otro caso,

donde é; y 62 son constantes que elegiremos dependiendo del valor de b. Vamos a considerar
dos casos, b = 1 y b = 20. En ambos casos elegiremos puntos equiespaciados y el célculo de las
integrales se realizard generando una particién adecuada del intervalo de integraciéon y calculando
la integral en cada intervalito mediante la regla del punto medio. En el primer caso, b = 1, la
conveccién y la difusiéon son del mismo orden y por lo tanto no es necesario hacer up-wind. La
finalidad de este ejemplo es simplemente chequear el orden de convergencia que predijimos. Por
‘refinar’ entendemos reducir el valor de R agregando puntos de forma tal de preservar la confi-
guracion inicial. Podemos tomar, por ejemplo, é; = d3 = 1 que corresponde a elegir una funcién
de peso simétrica como se muestra en la Figura 5.1. En la Figura 5.2 mostramos, comparativa-
mente, la solucién exacta y la soluciéon aproximada usando MLS con n = 5 puntos equiespaciados
y m = 1. En la Figura 5.3 y la Figura 5.4 mostramos el orden del error, en términos de R, en la
aproximacién de la funcién y sus derivadas en norma L° (para mayor claridad se graficé usando
escala logaritmica, i.e, graficamos el logaritmo del error en funcién del logaritmo de R). Observa-
mos que, se obtuvo orden éptimo en L para la aproximacién tanto de v como de v, i.e el orden
esperado cuando se aproxima usando polinomios de grado 1. En particular se tiene el orden de
convergencia en H' que predijimos.

El caso b = 20 es esencialmente distinto pues en este caso, la conveccién es dominante y por
lo tanto, elegimos una funciéon de peso no-simétrica tomando 6; = —30 y 62 = 1 como se muestra
en la Figura 5.5. A fin de establecer comparaciones, en las Figuras 5.6, 5.7 y 5.8 se muestran
los resultados que se obtienen, en este caso, cuando se utiliza elementos finitos lineales standard,
el método usual de up-wind de diferencias finitas y MLS respectivamente para n=>5, y en las
Figuras 5.9, 5.10 y 5.11 para n=10. Como es sabido el primer método presenta oscilaciones (que
para evitarlas deberiamos trabajar con mallas més finas). Aunque no lo hemos demostrado, es
de esperar que MLS permita introducir up-wind preservando el orden de convergencia cuadritico
cuando R — 0. En este sentido observemos que, si bien el método de diferencias finitas con up-
wind al igual que MLS no presenta oscilaciones, la aproximaciéon usando MLS es claramente mejor.

Colocacién

Otra alternativa para la aplicacién de MLS para resolver ecuaciones diferenciales es usar Co-
locacién, como se explicé en la seccién 1.2.2. Por la Observacién 1.1.4 sabemos que si ® € C*(R)
luego las funciones base 3; estdn en C*(Q). Tomemos m = 2, a partir de los Teoremas 2.2.1 y
2.2.2 tenemos demostrada la consistencia del método. Consideramos el caso b = 20 e intentamos
introducir up-wind eligiendo una funcién de peso no-simétrica, como definimos a continuacién y
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cuyo grafico se muestra en la Figura 5.12 con 6, = =30y 6, = 1.

s1( %)
M(l—(%)ﬂ“ _R<2<0

1—ef1
_ AL
@R(Z) = 652(11i)6§;652 (1 _ (%)2)4 0 S < R (516)
0 otro caso,

En las Figuras 5.13 y 5.14 mostramos las aproximaciones obtenidas tomando puntos equiespacia-
dos en los casos n = 8 y n = 15 respectivamente. Nuevamente podemos observar la ausencia de
oscilaciones.

Férmulas de Diferencias

Como explicamos anteriormente (ver seccién 1.2.3 del Capitulo 1) el método MLS puede ser
usado para generar formulas de diferencias finitas de la siguiente manera: Para cada z € {2, sea

a(z) = (ak($))1§k§m+1 el que se obtiene minimizando Z?:l bz —&)(u; — 2”:"'11 ak(w)%)z

i.e a es la solucidén al sistema

PW(z)P'a = PW(z)u
donde P es una matriz de m 4+ 1 X n cuya j—ésima fila es p; = (p;(&1),- -+, pi(&n)) con pi(y) =

%, u= (u(&), -, ul(&))" y W(x) es la matriz diagonal de n x n, W(z) = diag(®r(z —

51)7 o '7¢R($ - fn))

El método propone aproximar u'*)(z) por apq1(2), 1 < k < m+1. y usando esta aproximacién en
la ecuacién (5.1.4) se obtiene un esquema de diferencias finitas cuya consistencia estd demostrada
por el Teorema 2.2.3. La ventaja de este tipo de esquemas, a diferencia de Colocacién, es que nos
evitamos el célculo de las derivadas de los coeficientes ay(z).

En la Figura 5.15 mostramos la aproximacién obtenida para el caso b = 20 tomando n = 8, puntos
equiespaciados, m = 2 y la funcién de peso definida en (5.1.6) con los mismos valores de 61 y &,
que utilizamos al aplicar colocacién para este caso.

5.1.2 Ejemplo de aplicacién de CMLS

Para los mismos ejemplos tratados en la secciéon anterior, mostramos los resultados obtenidos al
aplicar CMLS a la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales con la técnica que se men-
cioné en la seccién (4.3) del Capitulo 4. En la Figura 5.16 presentamos el resultado obtenido para
el caso b = 1 y en la Figuras 5.17 y 5.18 los resultados obtenidos para b=20con n =8 y n =15
puntos equiespaciados respectivamente. En ambos casos se utilizé la funciéon de peso definida en
5.1.5 con los mismos pardmetros de é; y 62 que se utilizaron previamente, al aproximar mediante
MLS, dependiendo del valor de b.
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Figura 5.1: Funcién de peso simétrica
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Figura 5.2: Solucién exacta vs Solucién por MLS
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log(Error)

log(Error)
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Figura 5.4: |[u' — u}||p~(q) = O(R)
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5.2 El caso bidimensional

En esta seccion nos ocuparemos del problema de conveccién-difusién en el caso bidimensional:

—Au+bVu = 0, en Q=(0,1)x(0,1) (5.2.7)
ulpgn = g(z)
con ,
$671($_1)(6T1 _ 67“2) y = 1
gz, y) = ey — 2 x =
0 enz=0ey=0,
donde rl1 = —62_2”6” yr2= —b2+2”b”.

La solucién exacta a este problema se muestra en la Figura 5.19

Nuestro interés es obtener aproximaciones a la solucién de la ecuacién (5.2.7) usando MLS.
Nuevamente deseamos elegir una funcién de peso apropiada ( que tenga presente la asimetria del
problema) a fin de evitar la presencia de oscilaciones. Se planteaba el problema de generalizar a
mas dimensiones la idea de up-wind del caso unidimensional. Inspirados en este caso proponemos
la siguiente funcién de peso: ®p(z1,22) = i)R(xl)i)R(wg) donde @5 es la que utilizamos en el caso
unidimensional i.e

o F _—a
B P si—R<z<0
~ L1
®r(z) = 5(1129 —< si0<z< R
e <
0 en otro caso,

La eleccion del parametro @ dependera de by al considerar i)R(xl) y de by al considerar &)R($2)
Se realizaron experimentos numéricos tomando b = (1,20), la correspondiente funcién de peso se
muestra en la Figura 5.21.

Para los experimentos numéricos que se detallan a continuacién tomamos una malla uniforme
con 5 nodos en cada direccién. En la Figura 5.20 se muestra la aproximacién obtenida utilizando
la aproximacién usual por diferencias finitas para las derivadas segundas y diferencias centradas
para las de primer orden, como es sabido se observan oscilaciones. En la Figura 5.22 mostramos
los resultados obtenidos usando MLS, nuestra elecciéon de la funciéon de peso, adecuada a las
caracteristicas del problema, evita la presencia de oscilaciones.
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Figura 5.19: Solucién de la ecuacién de conveccidén-difusién

Figura 5.20: Solucién por diferencias finitas
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weight function

ejey ejex

Figura 5.21: funcién de peso

Figura 5.22: Solucién usando MLS
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