ANALISIS ARMONICO - 2do. Cuatrimestre, 2008
Practica 3 - Integrales singulares

Ejercicio 1. Sea f € L'(R"), f > 0, y sea f = g + b la descomposicién de
Calderén-Zygmund a altura A > 0. Probar que

= llglp < 2" N)PH f]la

* Bk < 20lfl
@il Jo, It = @1 Jo, f

Ejercicio 2. Descomposicion de Calderdn-Zygmund en L1
Sea f € LI(R™) con 1 < g < oo y sea A > 0. Probar que existen funciones
g,b € R" tales que
w llglize <\ fllze y llgllpe < 279N
= b =) bj, donde cada b; estd soportada en un cubo @Q; y los cubos
Qj y Qy tienen interiores disjuntos si j # k.
= |[bj]|7q < 27N Q]
. fQj bj(x)dx f 0 .
= 225 Qs < AT FI T
o (bl < 20D/ fllpa y [[b]lr < 20PN £,

Ejercicio 3. Lema de Calderdn-Zygmund via la descomposicion de Whitney
Sean

F={z:Mf(x) <A} , Q={z:Mf(z)> A}
y sea ) = U@} la descomposicion de Whitney. Probar que entonces existe
una constante A tal que:
» f(x) < A para casi todo z € F
1
‘Tt g, Tr < A
Mostrar con un ejemplo que, a diferencia de la construccién original de Cal-

derén-Zygmund, con esta construccién no necesariamente existe una cons-
tante B tal que BA < ﬁ ka f dx para todo k. Observar que, sin embargo,

si existe C tal que vale la estimacion |Q] < %||f||1
Ejercicio 4. Sea h € C'(R" — {0}) homogénea de grado 1 —n y sea k' el
nicleo de Calderén-Zygmund dado por k* = D;h. Probar que si f es una

funcién medible, acotada y de soporte compacto en R™, entonces h * f, tiene
derivadas en sentido distribucional dadas por

Di(h = f) =k'sxf+cf
donde ¢; = [¢,—1 h(0)oido y que ademés

[Di(h* )l L2®ey < CllfllL2®m)
con C' que depende sélo de h.



2

Ejercicio 5. Estudiar la continuidad del operador

siendo

donde ¢ € C3(B(0,1)) y [¢ =0.

Ejercicio 6. Probar que si K satisface las condiciones

/ K(@—y) - K@)|dz<B  (jy >0)
|z|>2]y]

/ K(z)dzr =0 (0 < R < Ry < )
Ri<|z|<R2

entonces K(r) = K ()X {jz|>} () satisface las mismas condiciones con cota
CB, donde C depende sélo de la dimension.

Ejercicio 7. Sea €2 homogéneo de grado 0 e integrable en la esfera unitaria
con integral cero. Probar que si se cumple la condicién de Dini,

1
dt
/ w1(,t)— < o0
0 t

(o) -2 ()
] ]
entonces K (x) = Q(x)|x|™™ satisface la condicién de Hérmander

/| Ky - K@< B

donde

w1(,t) = sup / do
o=1

hER™,|h|<t

Probar que si ademds €2 es impar, entonces la extensiéon a L2(R") del ope-
rador

Tf(x) = v-p/ Q(y)f(ﬂﬂ —y)dy

[yl
puede escribirse en términos de la transformada de Fourier como (7'f)(§) =

F(Em(€) con

m(©) =5 | Qo)sign(o-€)do
lo|=1
Ejercicio 8. (Método de las rotaciones)
Notacién: si x € R", x = |z|z’ con 2’ € S~ L,
Sea k(z) = Q(a')/|z|", con @ impar, homogéneo de grado ceroy [q,-1 [Q(2)|da’ <
00 y sea
K f(x) = fz—y)k(y) dy.

ly|>e
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= Probar que

s =y [ o [T

r

= Observar que para cada v’ fijo, todo x € R" se puede escribir como
x =2z+ sy con s € Ry zen el hiperplano ortogonal a y' que pasa
por el origen, y que fijados z e ¢/ la integral interior de (%) es una
transformada de Hilbert truncada.

» Usando lo anterior, deducir que K. es acotado en LP(R"), 1 < p <
00, y existe C' = C(n,p) independiente de € y f tal que || K.f|, <

Cllfllp-

Ejercicio 9. (Desigualdad de Korn)
Sea 2 € R™ acotado y v € (Wol’p(Q))” (1 <p<o0)y sean
()= 35 + )
Verificar que vale
0%v; _ Oej n Ok B O€ji,
Oxj0r, Oz Oxj ox;
Si se define el operador A = 370, R;(9/0x;), donde R; son las
transformadas de Riesz, probar que vale

a(zj = ARJ y AR] = RJA

Probar que vale

(1<ij<n)

ov;
AR, (av > = A(Rkﬁij + Rjeik — Riejk)
Tj

A partir de la igualdad anterior, probar que vale
g;}; =€ + ; Ry Rjej, — ; Ry Rieix,
Deducir que

ov;
Ox;j

< Cllegllor + Y llejellr + > el zr)
P k k

L

Concluir que vale la desigualdad de Korn: en las condiciones ante-
riores existe una constante C' independiente de v tal que

p
Z/ dxgcz/ ey (0)|P da
i i 7

ox

ov;
J




